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线性 代数 是 处 理 窍 阵 和 癌 量 空间 的 数学 分 支 , 在 现代 科学 的 各 个 领域 都 有 应 用 . 本 书 是 一 
本 优秀 的 现代 教材 ， 给 出 最 新 的 线性 代数 基本 介绍 和 一 些 有 趣 应 用 ， 且 的 是 帮助 学 生 掌 握 线 
性 代数 的 基本 概念 及 应 用 技巧 , 为 后 续 课 程 的 学 习 和 工作 实践 奠定 基础 . 主要 内 容 包 括 线性 方 
程 组 、 知 阵 代 数 、 行 列 式 、 同 量 空间 、 特 征 值 与 特征 向 量 、 于 交 性 和 最 小 二 乘法 、 对 称 矩 阵 
和 一 次 型 等 . 此 外 ， 本 书包 含 大 量 的 练习 题 、 习 题 、 例 题 等 ， 便 于 读者 参考 . 

本 书 内 容 深 入 浅 出 ， 论 述 清晰 ， 适 合作 为 高 等 院 校 理工 科 线 性 代数 课程 的 教材 ， 还 可 作 
为 相关 研究 人 员 的 参考 书 . 
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译 诗 序 


线性 代数 课程 在 大 学 数学 中 占有 重要 地 位 ， 线 性 代数 的 教学 内 容 和 方向 一 直 是 数学 工作 者 
十 分 关心 的 问题 . 传统 的 线性 代数 教学 偏重 自身 的 理论 体系 ， 强 调 线性 代数 的 基本 定义 、 定 理 
及 其 证 明 ， 对 线性 代数 的 方法 和 应 用 重视 不 够 ， 几 乎 不 涉及 数值 计算 , 这 种 做 法 在 我 国 大 学 数 
学 教学 中 有 一 定 的 代表 性 . 但 互联 网 和 计算 机 技术 的 迅速 发 展 极 大 地 改变 了 科学 技术 和 社会 生 
活 的 面 狐 .在 这 样 的 形势 下 ， 数 学 教学 也 需要 与 时 俱 进 ， 现 有 的 线性 代数 课程 的 教学 体系 、 内 
容 和 方式 同样 需要 进行 深刻 的 改革 . 但 是 改革 的 方向 在 哪里 ， 如 何 把握 当 前 线性 代数 教学 发 展 
的 潮流 ， 国 际 上 的 先进 经 验 值得 我 们 学 习 和 借鉴 . 

David C. Lay 教授 是 美国 著名 数学 教育 家 、 美 国 国家 “线性 代数 课程 研究 小 组 ”的 核心 成 
员 , 也 是 数学 诛 程 现代 化 的 一 位 主要 倡导 者 . 他 所 编著 的 本 书 是 一 本 线性 代数 的 优秀 现代 教材 ， 
很 值得 我 们 参考 学 习 . 该 书 的 主要 目的 是 帮助 学 生 熟 练 掌握 线性 代数 的 基本 概念 及 应 用 技巧 ， 
为 后 续 谍 程 的 学 习 和 工作 实践 商定 基础 ， 教 材 的 选材 基于 不 同 专业 对 线性 代数 知识 的 需求 共同 
点 . 本 书 结合 应 用 数学 软件 ， 强 调 了 计算 机 对 科学 和 工程 学 中 线性 代数 的 发 展 和 实践 的 影响 . 
登录 David C. Lay 教授 的 网 页 , 可 以 链接 到 琳 环 满目 的 学 习 指 导 .数据库 、 应 用 实例 等 材料 . 无 
论 是 学 生还 是 研究 人 员 ， 阅读 这 本 教材 后 ， 一 定 会 被 线性 代数 的 理论 和 应 用 材料 所 吸引 ， 并 从 
中 找到 学 习 线性 代数 的 乐趣 ， 体 会 到 线性 代数 教学 改革 的 世界 潮流 和 方向 . 

在 我 国 高 等 教育 双语 教学 的 大 环境 下 , 从 2002 年 起 , 华南 理工 大 学 计算 机 学 院 就 开始 使 用 
英文 教材 《 Linear Algebra and Its Applications 进行 教学 . 但 是 由 于 课程 学 时 和 硬件 条 件 的 限制 ， 
未 能 将 原 书 的 技术 特点 、 网 络 优势 完全 发 挥 出 来 ,我们 一 直 希 望 能 让 更 多 的 学 生 一 起 分 享 这 本 
教材 ,可 剖 的 是 ， 机 械 工 业 出 版 社 引进 了 该 书 的 中 文 版 权 ， 使 我 国 高 等 学 校 的 师 生 有 机 会 学 习 
这 本 线性 代数 著作 ， 这 必 将 有 力 地 推动 我 国 线性 代数 教学 的 改革 . 

吸 此 翻译 工作 完成 之 际 ， 译 者 非常 感谢 华南 理 丁 大 学 数学 科学 学 院 领导 的 鼓励 和 支持 ， 教 
务 处 支持 了 书稿 的 打印 工作 . 使 用 英文 教材 教学 的 黄 凤 辉 博士 、 吴 洪武 博士 仔细 阅读 了 中 译本 
初稿 并 提出 了 宝贵 意见 . 此 外 ， 原 书 作 者 David C. Lay 教授 获悉 我 们 准备 翻译 工作 ， 给 予 了 我 
们 极 大 的 鼓励 和 文 持 ， 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 由 于 译 者 水 平和 时 间 的 限制 ， 该 译本 存在 的 不 足 
之 处 、 敬 请 各 位 同行 批评 指正 . 


译 者 
2005 年 1 月 
华南 理工 大 学 数学 科学 学 院 
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关于 作 才 


David C. Lay 在 奥 罗 拉 大 学 ( 伊利诺伊 州 ) 获得 学 士 学 位 ， 在 加 利 福 尼 亚 大 学 ( 洛杉矶 ) 
获得 硕士 和 博士 学 位 . 自 1966 年 以 来 ，Lay 一 直 从 事 数 学 研究 和 数学 教育 工作 ， 大 部 分 时 间 是 
在 马里 兰 大 学 帕克 学 院 工 作 . 他 还 是 阿姆斯特丹 大 学 、 阿 姆 斯 特 丹 自由 大 学 和 德国 凯 泽 斯 劳 腾 
大 学 的 访问 教授 . 在 泛 消 分 析 和 线性 代数 方面 ， 他 已 经 发 表 的 论文 超过 30 篇 . 

作为 美国 NSF 资助 项 目 “ 线 性 代数 课程 研究 小 组 ”的 核心 成 员 ， 目 前 ，Lay 是 线性 代数 课 
程 现代 化 的 领导 人 . 此 外 ， 他 还 是 几 本 数学 教材 的 合 著者 ， 包 括 与 Angus E. Taylor 合 著 的 
《Introduction to Functional Analysis 》. 与 L.J. Goldstein 和 D.I Schneider 合 著 的 4《 Calculus and Its 
Applications 》 以 及 与 D.Carlson, C.R.Johnson 和 A.D.Porter 合 著 的 《Linear Algebra Gems 一 Assets 
for Undergraduate Mathematics》. 

作为 顶尖 的 教育 家 ，Lay 教授 获得 过 四 所 大 学 的 杰出 教学 奖 , 包括 1996 年 获得 马里 兰 大 学 
著名 学 者 -教师 称号 . 1994 年 ， 他 获得 美国 数学 联盟 授予 的 著名 大 学 数学 教学 奖 . 他 被 大 学 生 选 
为 Alpha-Lambda-Delta 国家 荣誉 专家 协会 和 国家 金 钥匙 荣誉 协会 的 成 员 . 1989 年 ， 奥 罗拉 大 学 
极 子 他 杰出 校友 荣誉 . Lay 是 美国 数学 会 、 加 拿 大 数学 会 、 国 际 线性 代数 协会 、 美 国 数学 联盟 、 
Sigma Xi 以 及 美国 工业 和 应 用 数学 学 会 成 员 . 自 从 1992 年 以 来 ， 他 成 为 多 届 数 学 科学 基督 联盟 
全 国 委 员 会 成 员 . 
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学 生 和 教师 对 本 书 前 两 个 版 本 的 反响 十 分 令 人 满意 . 第 3 版 中 概念 更 加 形象 化 ， 而 且 在 网 
上 为 学 生 和 教师 提供 了 进一步 的 技术 支持 . 像 以 前 一 样 ， 本 书 给 出 最 新 的 线性 代数 基本 介绍 和 
一 些 有 趣 应 用 ， 使 得 已 完成 大 学 第 二 学 期 数学 课程 ( 如 学 完 微 积 分 ) 的 学 生 容 易 接 受 . 

本 书 的 主要 目的 是 帮助 学 生 掌 握 以 后 课程 学 习 所 需要 的 基本 概念 和 基本 技能 ， 教 材 的 选 题 
是 根据 “线性 代数 课程 研究 小 组 ”的 建议 ， 该 建议 基于 认真 分 析 学 生 的 实际 需要 和 许多 不 同 专 
业 使 用 线性 代数 知识 的 共同 点 而 提出 . 希望 这 门 课 能 够 成 为 对 大 学 生 最 有 用 和 最 有 趣 的 数学 诬 
程 之 一 . 


鲜明 的 特色 


提前 介绍 重要 概念 

许多 建立 在 RR" 上 的 线性 代数 基本 概念 ,包含 在 本 书 每 章 开 始 的 “介绍 性 实例 ”中 ， 然 后 从 
不 同 的 观点 逐步 深入 讨论 . 接 下 来 ,用 第 1 章 给 出 的 熟悉 思想 的 自然 扩展 来 泛 化 这 些 概念 . 我 认 
为 ， 本 教材 的 主要 特色 是 全 书 的 难度 一 样 . 
矩阵 乘法 的 现代 观点 

好 的 记号 是 关键 ， 且 教材 反映 科学 家 和 工程 师 实 际 应 用 线性 代数 的 方式 . 本 书 在 定义 和 证 
明 中 处 理 的 是 矩阵 的 列 ， 而 不 是 矩阵 的 元 素 ， 核 心 课题 是 将 矩阵 向 量 乘 积 hx 作为 关于 4 的 列 
的 一 个 线性 组 合 . 这 种 现代 方法 简化 了 许多 论述 ， 且 将 向 量 空间 思想 和 线性 系统 的 研究 联系 在 
线性 变换 

用 线性 变换 作为 线索 贯穿 整 本 教材 ， 这 增强 了 本 书 的 几何 趣味 . 例如 ， 在 第 1 章 ， 线 性 变 
换 给 出 一 个 动态 的 和 几何 观点 下 的 矩阵 向 量 乘 法 . 
特征 值 和 动力 系统 

特征 值 的 概念 出 现在 第 5 章 和 第 7 章 . 由 于 这 一 内 容 分 散在 数 周 的 教学 中 ， 学 生 会 比 平常 
更 容易 吸收 和 复习 这 些 关键 概念 . 特征 值 来 源 并 应 用 于 离散 动力 系统 和 连续 动力 系统 ， 相 关内 
容 出 现在 1.10 节 、4.8 节 、4.9 节 和 第 5 章 的 五 节 中 . 在 授课 时 可 以 选择 不 讲授 第 4 章 ， 而 是 在 
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讲 完 2.8 节 和 2.9 节 的 内 容 以 后 直接 进入 第 5 章 的 学 习 . 这 两 节 可 选 的 学 习 内 容 给 出 了 第 4 章 中 
出 现 的 向 量 空间 的 概念 ， 为 第 5 章 的 学 习 黄 定 了 基础 . 
正 交 性 和 最 小 二 乘法 

与 普通 入 门 教材 相 比 ， 本 书 对 这 些 主 题 的 讨论 更 全 面 “线性 代数 课程 研究 小 组 ”强调 需 
要 正 交 性 和 最 小 二 乘 问题 的 内 容 ， 这 是 由 于 正 交 性 在 计算 机 计算 和 线性 代数 的 数值 计算 中 起 着 
重要 作用 ， 且 实际 工作 中 经 常会 出 现 不 相 容 的 线性 方程 组 . 


教学 的 特色 


占用 

广泛 选取 的 应 用 说 明了 线性 代数 的 作用 ,可 以 用 于 在 工程 学 、 计 算 机 科学 、 数 学 、 物 理学 
生物 学 、 经 济 学 和 统计 学 中 解释 基本 原理 和 简化 计算 . 一 些 应 用 出 现在 单独 的 章 节 中 ， 其 他 的 
应 用 是 作为 例题 和 习题 而 引入 的 . 此 外 ， 每 一 章 的 开头 给 出 一 个 线性 代数 应 用 的 简短 介绍 ， 由 
此 引出 数学 理论 的 发 展 . 然后 ， 在 该 章 结束 的 部 分 又 回 到 开始 提 到 的 应 用 . 
重点 强调 几何 特点 

由 于 许多 学 生 更 容易 接受 形象 化 的 概念 ， 所 以 对 书 中 的 每 个 主要 概念 都 给 出 几何 解释 ， 本 
书包 含有 较 多 的 几何 图 形 ， 且 一 些 图 形 是 以 前 的 线性 代数 教材 中 没有 出 现 过 的 . 
例题 

与 大 多 数 线性 代数 教材 相 比 ， 本 书 有 更 多 的 例题 ， 比 平常 课堂 上 更 多 . 由于 例题 清晰 ，4: 
又 详细 ， 因 此 学 生 可 以 自学 . 
定理 和 证 阴 

重要 的 绪 果 以 定理 的 形式 给 出 ， 其 他 有 用 的 事实 放 在 方 框 中 ， 便 于 参考 . 大 多 数 定理 有 正 
式 证 明 ， 写 法 易于 理解 . 在 少数 情形 中 ， 仔 细 选 取 的 例题 证 明 中 展示 了 基本 计算 过 程 ， -一 些 常 
规 的 验证 保留 在 习题 中 ， 这 对 学 生 是 有 益 的 . 
练习 题 

在 习题 之 前 有 几 个 仔细 选取 的 练习 题 ， 其 解答 在 习题 之 后 给 出 . 这 些 练习 题 或 者 集中 于 习 
题 中 的 潜在 难点 ， 或 者 给 出 做 习题 前 的 “热身 ”"， 且 解答 常 包 含有 用 的 提示 ， 
习题 

提供 的 大 量 习题 包含 平常 的 计算 题 和 需要 深入 思考 的 概念 题 ， 一 些 习 题 针对 多 年 来 我 在 学 
生 作业 中 发 现 的 概念 难点 . 每 一 个 习题 都 按照 课本 中 内 容 的 顺序 仔细 排列 ， 这样 当 每 节 的 一 部 
分 内 容 讲授 之 后 ， 就 可 以 安排 家 庭 作业 . 习题 的 一 个 显著 特色 是 数值 计算 不 复杂 ， 问 题 很 快 被 
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“展开 ”， 学 生 在 数值 计算 上 花费 时 间 很 少 ， 习 题 主要 是 为 了 让 学 生理 解 教学 内 容 而 不 是 进行 机 
械 计算 . 
判断 题 

为 鼓励 学 生 阅 读 全 部 课本 内 容 且 深入 思考 ， 本 书 设 计 了 300 个 简单 的 判断 题 ， 出 现在 33 
节 内 容 之 中 ， 并 放 在 计算 题 之 后 . 可 以 通过 阅读 课本 内 容 来 回答 这 些 问 题 ， 从 而 使 学 生 可 以 准 
备 好 回答 随后 的 概念 题 . 学 生 在 习惯 了 仔细 阅读 课本 内 容 之 后 ， 会 喜欢 这 类 题目 . 基于 课堂 测 
验 以 及 与 学 生 进 行 探讨 ， 我 决定 不 将 答案 放 在 课本 中 . 补充 的 150 道 判 断 题 ( 大 部 分 在 每 章 末 
尾 ) 用 于 检验 学 生 对 内 容 的 理解 程度 . 对 大 部 分 这 类 问题 , 教材 中 提供 了 简单 的 正确 /错误 回答 ， 
但 是 省 略 了 答案 的 验证 ( 通常 需要 进一步 思考 才 可 完成 ) . 
写作 题 

写 出 严谨 的 数学 论述 ， 不 仅 对 那些 希望 成 为 数学 系 研 究 生 的 学 生 ， 而 且 对 所 有 学 习 线 性 代 
数 的 学 生 都 十 分 必要 . 本 书包 含 的 证 明 大 多 是 习题 答案 的 一 部 分 . 需要 简短 证 明 的 概念 题 ， 常 
包含 可 以 帮助 学 生 开 始 解 题 的 提示 . 对 所 有 奇数 的 写作 题 ， 或 者 在 课本 的 后 面 给 出 一 个 解答 或 
提示 ， 或 者 在 后 面 描述 的 “学 习 指 导 ”( Study Guide ) 中 给 出 一 个 解答 . 
计算 主题 

本 书 强 调 计算 机 对 科学 和 工程 中 线性 代数 的 发 展 和 实践 的 影响 ， 书 中 有 许多 “数值 计算 的 
注解 ”指出 数值 计算 中 出 现 的 问题 ， 以 及 理论 概念 ( 如 矩阵 求 道 ) 和 计算 机 实现 ( 如 LU 分解 ) 
之 间 的 区 别 . 


网 上 支持 


学 习 指 导 

网 站 www.laylinalgebra.com 包含 了 学 习 本 课程 所 需要 的 所 有 内 容 : 教材 的 第 1 章 ， 含 有 奇 
数 习 题 的 答案 ; 习题 的 数据 文件 ; 复习 资料 和 练习 试卷 ;“ 学 习 指 导 ” 的 第 1 章 . 
复习 资料 和 练习 试卷 

多 份 附 有 解答 的 试卷 覆盖 了 教材 的 所 有 主要 内 容 . 它们 直接 来 自 于 近年 来 我 所 教授 的 课程 . 
每 份 复习 资料 给 出 了 教材 指定 部 分 中 重要 的 定义 、 定 理 和 计算 技巧 . 
案例 研究 和 应 用 项 目 

七 个 案例 研究 扩展 了 每 章 开始 所 介绍 的 主题 ， 增 加 了 现实 世界 的 数据 ， 提 供 了 进一步 探索 
的 机 会 . 学 生 将 会 发 现 这 些 阅 读 材料 很 有 趣 . 教师 可 以 给 学 生 安排 其 中 所 包含 的 项 目 . 20 多 个 
应 用 项 目 或 者 扩展 了 教材 中 的 主题 ， 或 者 介绍 了 新 的 应 用 ， 例 如 立方 体 样 条 、 交 通 流量 、 飞 机 
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航线 、 运 动 比赛 中 的 优势 矩阵 以 及 纠 错 码 . 一 些 新 的 数学 应 用 是 积分 方法 、 多 项 式 根 的 求解 、 
圆锥 曲线 、 二 次 曲面 和 二 元 函数 的 极 值 . 线性 代数 的 数值 计算 主题 ， 如 条 件数 、 和 矩阵 因 式 分 解 
和 求 特征 值 的 QR 方法 也 包含 在 内 . 在 每 个 项 目 中 都 编 有 涉及 大 数据 集 的 习题 ( 因此 需要 使 用 
计算 机 技术 来 求解 ) . 

数据 文件 


对 教材 中 的 900 站 数值 计算 题 、 案 例 研 究 和 应 用 项 目 ， 网 站 上 提供 了 数 百 个 相应 的 数据 文 
件 . 这 些 数据 以 多 种 格式 存储 ， 分 别 用 于 MATLAB 、Maple 、Mathematica 以 及 TI-83+/86/89 和 
HP48G 图 形 计 算 船 . 对 一 道 特定 的 题目 ， 访 问 和 矩阵 和 向 量 只 需要 几 次 键 击 ， 从 而 减少 了 输入 数 
据 的 错误 ， 并 可 节省 做 作业 的 时 间 . 


补充 内 容 
学 习 指导 

平装 本 的 “学 习 指 导 ”(ISBN 0-201-77013-X ) 作为 完整 课程 的 一 部 分 ， 通 过 几 种 方式 补充 
教材 : 1 ) 它 指导 学 生 如 何 学 习 线 性 代数 , 包含 学 习 和 讨论 各 类 定理 和 证 明 的 逻辑 结构 的 建议 ; 
2 ) 它 给 出 每 第 三 个 奇数 习题 的 详细 解答 (包括 大 多 数 关键 习题 ) 和 课本 答案 仅 有 “提示 ”的 
每 一 个 奇数 写作 题 的 答案 ; 3 ) 它 为 课本 中 使 用 的 技术 提供 了 “实验 手册 ”， 为 带 有 [M] 的 习题 
增加 了 提示， 对 MATLAB、Maple 、Mathematica 和 图 形 计算 器 中 初次 使 用 的 命令 给 出 了 适当 
描述 . 
教师 版 


为 方便 教师 ， 这 个 特殊 版 本 包含 所 有 习题 的 简单 答案 ， 课 本 开始 在 “给 教师 的 注释 ”中 给 
出 有关 谍 程 内 容 设计 和 组 织 的 解释 ， 以 帮助 教师 安排 课程 . 该 版 本 还 提供 了 专 为 教师 准备 的 
其 他 支持 材料 . 


教师 技术 手册 

每 一 本 手册 给 出 了 详细 指导 ， 集 成 了 全 书 的 特定 软件 包 或 图 形 计算 器 ， 由 使 用 过 该 教材 中 
的 技术 的 教师 编写 而 成 . 
致谢 


我 真诚 地 感谢 多 年 来 以 各 种 方式 帮助 我 的 许多 人 . 
感谢 Israel Gohberg 和 Robert Ellis 长 达 15 年 的 线性 代数 合作 研究 ， 他 们 帮助 我 形成 了 线性 
代数 的 观点 . 
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与 David Carlson、Charles Johnson 和 Duane Porter 共同 工作 在 “线性 代数 课程 研究 小 组 ” 
是 我 的 荣幸 ， 在 几 个 重要 方面 ， 他 们 关于 线性 代数 教学 的 思想 影响 着 本 教材 . 

对 每 章 开 始 的 例题 和 接 下 来 的 讨论 , 感谢 以 下 人 员 的 帮助 ; 温 思 罗 普 大 学 的 Thomas Polaski 
教授 ; 纽约 大 学 经 济 分 析 研 究 所 的 Wassily Leontief 教授 ; 马里 兰 大 学 的 Clopper Almon; 波音 
公司 幻影 工作 室 的 David PYoung; 洪 堡 州立 大 学 的 Roland Lamberson; 地 球 卫 星 公 司 的 Russell 
Hardie 和 Chris Peterson. 

感谢 提供 技术 支持 的 专家 , 是 他 们 不 辞 劳 昔 地 为 第 3 版 准备 数据 . 给 教师 编写 笔记 、 在 “学 
习 指 导 ” 中 为 学 生 编写 技术 笔记 、 将 他 们 的 项 目 和 大 家 一 起 分 享 ， 他 们 是 : 泰勒 大 学 的 Jeremy 
Case ( MATLAB ); 南 卡罗来纳 大 学 的 Douglas B. Meade ( Maple ); 惠氏 学 院 的 Lyle Cochran 
( Mathematica ); 西方 浸 信 会 学 院 的 Michael Miller( TI 计算 器 ); 温 思 罗 普 大 学 的 Thomas Polaski 
( HP-48G ) . 同时 还 要 感谢 近 几 年 我 最 好 的 两 个 本 科 生 一 一 Barker French 和 Ariel Weinberger， 
他 们 更 新 了 第 2 版 的 MATLAB 数据 ， 检 验 了 习题 解答 中 的 全 部 计算 ， 并 写 了 一 些 附 加 解答 的 
草稿 , 最 后 ， 感 谢 圣何塞 州立 大 学 的 Jane Day 和 德 雷 克 大 学 的 Luz DeAlba， 他 们 人 允许 我 继续 使 
用 他 们 十 年 来 为 这 本 教材 开发 的 杰出 项 目 . 他 们 的 支持 、 鼓 励 和 友谊 对 我 是 十 分 重要 的 . 

我 真诚 感谢 下 面 审 稿 者 的 仔细 分 析 和 有 创意 的 建议 . 


第 3 版 审 稿 者 和 课堂 检验 者 


David Austin, 韶 天 德 谷 州立 大 学 ; G. Barbanson ,得克萨斯 大 学 奥斯汀 分 校 ; Kenneth Brown， 
康 奈 尔 大 学 ; David Carlson, 圣迭戈 州立 大 学 Greg Conner,， 伯明翰 扬 大 学 ; Casey T. Cremins， 
马里 兰 大 学 ;Sylvie DesJardins, 奥 卡 纳 甘 大 学 学 院 ; Daniel Flath, 南亚 拉巴 马 大 学 ; Yuval Flicker， 
俄亥俄 州立 大 学 ; Scott Fulton，, 卡拉 科 森 大 学 ; Herman Gollwitzer， 恬 硕大 学 ; Jeremy Haefner， 
科罗拉多 大 学 斯 普 林 斯 分 校 ，William Hager， 佛 罗 里 达 大 学 ; John Hagood， 北 亚利桑那 大 学 ，; 
Willy Hereman， 科 罗拉 多 矿物 学 校 ; Alexander Hulpke， 科罗拉多 州立 大 学 ; Doug Hundley， 圳 
特 曼 学 院 ; James F. Hurley， 康 湿 狄 格 大 学 ; Jurgen Hurrelbrink， 路 易 斯 安 那州 立 大 学 . Jerry G. 
Ianni， 拉 瓜 底 亚 社区 学 院 ; Hank Kuiper， 亚 利 桑 那州 立 大 学 ; Ashok Kumar， 南 佐治 亚 州 立 大 
学 ; Earl KKymala， 加 州 州立 大 学 萨克拉门托 分 校 ， Kathryn Lenz， 明 尼 苏 达 大 学 德 卢 斯 分 校 ; 
Jaques Lewin, 锡 拉 丘 兹 大 学 ; En-Bing Lin, 托 莱 多 大 学 ; Andrei Maltsev, 马里 兰 大 学 ; Abraham 
Mantell， 拿 骚 社区 学 院 ; Madhu Nayakkankuppam， 马 里 兰 大 学 巴尔 的 摩 镇 分 校 ，Lei Ni， 斯 坦 
福 大 学 ; Gleb Novitchkov， 宾 夕 法 尼 亚 州 立 大 学 ; Ralph Oberste-Vorth， 南 佛罗里达 大 学 ，Dev 
Sinha, 布 朋 大 学 ; Wasin So, 圣迭戈 州立 大 学 ; Ron Solomon, 俄亥俄 州立 大 学 ; Eugene Spiegel, 
康涅狄格 大 学 ; Alan Stein, 康涅狄格 大 学 ; James Thomas, 科罗拉多 州立 大 学 . Brian Turnquist, 
相 斯 尔 学 院 ; Michael Ward， 西 俄勒冈 大 学 ;Bruno Welfert， 亚 利 桑 那州 立 大 学 ; Jack Xin， 得 
克 萨 斯 大 学 奥斯汀 分 校 . 

我 真诚 地 感谢 温 思 罗 普 大 学 的 Thomas Polaski， 他 编写 了 网 站 上 提供 的 案例 研究 和 项 目 ， 
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帮助 编写 习题 答案 和 解答 ， 提 供 HP-48G 计算 器 的 技术 支持 ， 在 需要 咨询 时 总 是 可 以 获得 他 的 
建议 . 我 很 感谢 Thomas Wegleitner 、Deanna Richmond 和 Paul Lorczak ， 他 们 检查 了 教材 中 计算 
的 正确 性 , 而 Georgia K. Mederer 校对 了 定理 证 明 的 数学 推导 . 另 一 位 帮助 改善 最 终 手 稿 质量 的 
是 出 版 商 Jane Hoover， 她 监督 了 教材 的 编辑 和 排版 印刷 ， 十 分 感谢 她 的 帮助 . 

最 后 ， 我 真诚 感谢 Addison-Wesley 出 版 公司 的 职员 在 第 3 版 的 制作 中 提供 的 帮助 . 项 目 经 
理 Rachel S.Reeve 是 这 一 版 本 面世 的 重要 人 物 , 他 管理 超过 50 人 的 团队 从 事 于 这 个 项 目的 各 个 
方面 的 工作 ， 频 繁 调整 工作 进度 ， 耐 心地 帮助 我 完成 相应 的 工作 . 其 他 重要 的 职员 是 : 助理 编 
辑 Stefanie Borge; 图 像 美 工 Beth Anderson; 制作 总 监 Karen Wernholm ; 市 场 经 理 Michael Boezi; 
市 场 协调 员 Weslie Lewis; 媒体 制作 Marlene Thom 和 Jennifer Kerber. 最 后 特别 感谢 两 位 朋 
友 一 一 出 版 商 Greg Tobin 和 项 目 编辑 Laurie Rosatone， 他 们 从 一 开始 就 给 予 了 明智 的 建议 和 鼓 
励 ， 帮 助 解决 了 出 版 过 程 中 的 每 一 个 问题 ， 非 常 感谢 他 们 ， 


David C，Lay 


给 学 生 的 注释 


这 门 课程 是 最 有 趣 、 最 有 价值 的 大 学 数学 课程 . 事实 上 ， 一 些 学 生 在 毕业 以 后 告诉 我 他 们 
在 大 公司 的 工作 中 或 工程 研究 生 院 的 学 习 中 还 使 用 本 教材 作为 参考 书 . 下 面 的 注释 给 出 一 些 建 
议和 信息 ， 有 助 于 你 掌握 课本 内 容 并 且 从 中 得 到 乐趣 . 

在 线性 代数 中 ， 概 念 和 计算 同样 重要 . 每 个 习题 集 开始 的 简单 数值 练习 仅仅 帮助 你 检查 对 
基本 步 又 的 理解 . 以 后 ， 虽 然 计 算 机 会 进行 数值 计算 ， 但 你 必须 选取 计算 方法 ， 知 道 如 何 解释 
结 末 ， 并 且 向 其 他 人 解释 结果 . 由 于 这 个 原因 ， 课 本 中 的 许多 习题 要 求 你 解释 或 验证 计算 . 书 
面 解释 经 常 是 习题 答案 的 一 部 分 ， 对 奇数 习题 ,会 有 一 个 期 望 的 解释 或 者 好 的 提示 . 在 独立 写 
出 答案 之 前 应 尽量 避免 查阅 这 些 答 案 ， 否 则 ， 你 会 认为 你 已 理解 实际 上 并 不 懂 的 问题 . 

为 掌握 线性 代数 的 概念 ， 你 必须 仔细 地 反复 阅读 本 书 . 新 的 术语 用 黑体 标示 ， 有 时 写 在 定 
义 框 中 . 书 的 最 后 给 出 一 个 术语 表 , 便于 参考 . 重要 的 命题 以 定理 的 形式 给 出 或 放 在 方 框 中 . 最 
好 阅读 一 下 前 言 中 对 本 书 结构 的 介绍 ， 以 对 课程 的 框架 有 初步 的 理解 . 

实际 上 ,线性 代数 是 一 种 语言 ， 必 须 用 学 习 外 语 的 方法 每 天 学 习 这 种 语言 . 理解 每 一 节 的 
内 容 并 不 容易 ， 除 非 你 已 透彻 地 学 习 教 材 且 全 部 做 出 该 节 前 面 的 练习 ， 跟 上 课程 的 进度 会 帮助 
你 节约 很 多 时 间 和 解决 很 多 困惑 1! 


数值 计算 的 注解 


希望 你 阅读 课本 中 的 “数值 计算 的 注解 ”", 即使 你 现在 没有 在 学 习 过 程 中 使 用 计算 机 或 图 形 
计算 器 . 在 实际 生活 中 ， 线 性 代数 的 大 多 数 应 用 涉及 一 定数 值 误 差 限制 下 的 数值 计算 ， 即 使 误 
老 相 当 小 .“ 数 值 计 算 的 注解 ”会 指出 你 以 后 工作 中 使 用 线性 代数 的 潜在 困难 ， 如 果 现 在 学 习 了 
这 些 注释 ， 你 以 后 就 会 容易 记 起 这 些 内 容 . 

如 有 果 你 对 “数值 计算 的 注解 ”有 兴趣 ， 以 后 可 以 学 习 一 门 线性 代数 的 数值 计算 课程 . 由 于 
对 计算 机 处 理 能 力 的 更 高 需求 ， 需 要 计算 机 科学 家 和 数学 家 给 出 更 快 、 更 可 靠 的 线性 代数 的 数 
值 算 法 ， 需 要 电子 工程 师 设计 出 更 快 和 更 小 的 计算 机 去 运行 这 些 算法 . 这 是 一 个 令 人 激动 的 领 
域 ， 线 性 代数 的 第 一 堂 课 有 助 于 你 做 好 准备 . 


学 习 指导 


为 帮助 你 成 功 学 习 这 门 课程 ， 我 写 了 一 本 配合 本 书 的 “学 习 指导 ”. 它 不 仅 有 助 于 你 学 习 
线性 代数 ， 而 且说 明了 如 何 学 习 数学 . 它 包 含 每 第 三 个 奇数 习题 的 详细 解答 ， 以 及 课本 答案 仅 
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有 提示 的 奇数 写作 题 的 附加 答案 .“ 学 习 指 导 ” 还 给 出 常见 错误 的 警告 、 重 点 习题 的 有 用 提示 和 
潜在 考试 题 ， 且 有 一 个 单独 的 各 章 术语 表 ( 考试 复习 时 很 有 用 ) . 此 外 ,“ 学 习 指 导 ” 还 介绍 了 
如 何 使 用 MATLAB 、Maple 、Mathematica 和 TI、HP 图 形 计 算 器 ， 使 用 这 些 技术 可 以 节约 完成 
作业 的 时 间 . 

需要 注意 的 是 ， 之 所 以 将 “学 习 指 导 ” 与 教材 分 开 ， 是 因为 你 必须 在 没有 太 多 的 帮助 下 独 
立 完成 作业 . 多 年 的 经 验 使 我 知道 太 容 易 查 到 (如 教材 后 面 的 ) 解答 会 妨碍 学 生 数学 能 力 的 开 
发 . 前 几 周 的 学 习 会 培养 出 整个 学 期 的 学 习习 惯 ,， 并 影响 到 学 习 效 果 . 我 将 “学 习 指 导 ” 的 第 1 
章 放 在 网 上 , 你 可 以 在 获得 “学 习 指导 ” (ISBN 0-201-77013-X ) 之 前 就 开始 学 习 . 请 先 阅读 “如 
何 学 习 线 性 代数 ”， 在 学 习 1.4 节 和 1.7 节 时 ， 再 按照 “掌握 线性 代数 概念 ”的 指导 去 做 . 我 的 
学 生 认 为 这 些 建议 很 有 帮助 ， 希 望 你 也 有 同感 . 献上 最 好 的 祝愿 . 
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第 1 章 ”线性 代数 中 的 线性 万 程 组 


介绍 性 实例 ”经济 学 与 工程 中 的 线性 模型 


1949 年 夏 末 ， 哈 佛 大 学 教授 列 昂 惕 夫 ( Wassily Leontief ) 正在 小 心 
地 将 最 后 一 部 分 穿孔 卡片 插入 大 学 的 MarkI 计算 机 . 这 些 卡片 包含 了 美 
国 经 济 的 信息 , 包括 了 美国 劳动 统计 局 两 年 紧张 工作 所 得 到 的 总 共 25 万 
多 条 信息 . 列 昂 惕 夫 把 美国 经 济 分 解 为 500 个 部 门 , 例如 煤炭 工业 、 汽 车 
工业 、 交 通 系统 等 等 . 对 每 个 部 门 , 他 写 出 了 一 个 描述 该 部 门 的 产 出 如 何 
分 配给 其 他 经 济 部 门 的 线性 方程 . 由 于 当时 最 大 的 计算 机 之 一 的 Mark 
还 不 能 处 理 所 得 到 的 包含 500 个 未 知 数 的 500 个 方程 的 方程 组 ， 列 昂 惕 
夫 只 好 把 问题 简化 为 包含 42 个 未 知 数 的 42 个 方程 的 方程 组 . 
为 解 列 昂 惕 夫 的 42 个 方程 ， 编 写 Mark [计算 机 上 的 程序 需要 几 个 
月 的 工作 , 他 急于 知道 计算 机 解 这 个 问题 需要 多 长 时 间 . Mark I 计算 机 运 
算 了 56 个 小 时 , 才 得 到 最 后 的 答案 . 我 们 将 在 1.5 节 和 2.7 节 中 讨论 这 个 
解 的 性 质 . 
列 昂 惕 夫 获 得 了 1973 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 他 打开 了 研究 经 济 数学 模型 的 新 时 代 的 大 门 . 1949 年 在 哈 
佛 的 工作 标志 着 应 用 计算 机 分 析 大 规模 数学 模型 的 开始 . 从 那 以 后 ,许多 其 他 领域 中 的 研究 者 应 用 计算 机 
来 分 析 数 学 模型 . 由 于 所 涉及 的 数据 数量 庞大 ， 这 些 模型 通常 是 线性 的 ， 即 它们 是 用 线性 方程 组 描述 的 . 
线性 代数 在 应 用 中 的 重要 性 随 着 计算 机 功能 的 增 大 而 迅速 增加 ， 而 每 一 代 新 的 硬件 和 软件 引发 了 对 
计算 机 能 力 的 更 大 需求 . 因此 ,计算 机 科学 就 通过 并 行 处 理 和 大 规模 计算 的 爆炸 性 增长 与 线性 代数 密切 联 
系 在 一 起 . 
科学 家 和 工程 师 正 在 研究 大 量 极其 复杂 的 问题 , 这 在 几 十 年 前 是 不 可 想象 的 . 今天 , 线性 代数 对 许多 
科学 技术 和 工商 领域 中 的 学 生 的 重要 性 可 说 超过 了 大 学 其 他 数学 课程 . 本 书 中 的 材料 是 在 许多 有 趣 领 域 
中 进一步 研究 的 基础 . 这 里 举 出 几 个 例子 ， 以 后 将 列举 其 他 一 些 领域 . 
。 石油 探测 。 当 勘探 船 寻找 海底 石油 储藏 时 , 它 的 计算 机 每 天 要 解 几 千 个 线性 方程 组 . 方程 组 的 地 震 
数据 从 气 喷枪 的 爆炸 引起 水 下 冲击 波 获得 . 这 些 冲击 波 引 起 海底 岩石 的 震动 , 并 用 几 英 里 长 的 电线 
拖 在 船 后 的 地 震 测 波 器 采集 数据 . 
。 线性 规划 .许多 重要 的 管理 决策 是 在 线性 规划 模型 的 基础 上 作出 的 ， 这 些 模 型 包含 几 百 个 变量 ， 
例如 ， 航 运 业 使 用 线性 规划 调度 航班 ， 监 视 飞 机 的 飞行 位 置 ， 或 计划 维修 和 机 场 运作 . 
。 电路 .工程 师 使 用 仿真 软件 来 设计 电路 和 微 芯 片 ,它们 包含 数 百 万 的 晶体 管 . 这 样 的 软件 技术 依赖 
于 线性 代数 与 线性 方程 组 的 方法 . 


WE A 


席 ]1 蓝 


线性 方程 组 是 线性 代数 的 核心 ， 本 章 使 用 它 来 引入 线性 代数 的 许多 重要 概念 . 1.1 而 和 1.2 
节 介 绍 求解 线性 方程 组 的 一 个 系统 方法 ， 这 个 算法 在 全 书 的 计算 中 都 用 到 . 1.3 节 和 1.4 六 指出 
线性 方程 组 等 价 于 一 个 向 量 方程 与 矩阵 方程 . 这 种 等 价 性 把 向 量 的 线性 组 合 问题 化 为 线性 方程 
组 的 问题 . 线性 表示 ， 线 性 无 关 和 线性 变换 的 基本 概念 将 在 本 章 后 半 部 分 研究 ， 它 们 在 整 本 书 
中 起 着 关键 的 作用 ， 并 使 我 们 体会 到 线性 代数 的 魅力 和 威力 . 


1.1 线性 方程 组 


包含 未 知 数 ,x2,…,x, 的 一 个 线性 方程 是 形 如 
dX +asXx2+:'+ax, =b (1) 
的 方程 ,其 中 5 与 系数 a,a,,…,a, 是 实数 或 复数 , 通常 是 已 知 数 . 下 标 n 可 以 是 任意 正 整 数 . 在 
本 书 的 例题 中 ，n 通常 是 在 2 与 5 之 间 . 在 实际 问题 中 ,n 可 以 是 50，5000 或 更 大 . 
方程 
4xi 一 Sr +2= x 和 和 x, = 2(V6 x) + 
都 是 线性 方程 ， 因 为 它们 可 以 化 为 
30 -So =—2 和 和 2x + x2 —xs =2V6 
方程 
4x1—5x, = 和 =2Vx -6 
都 不 是 线性 方程 ， 因 为 第 一 个 方程 中 包含 wx, 第 二 个 方程 中 包含 Vx . 
线性 方程 组 是 由 一 个 或 几 个 包含 相同 变量 x,x,,…,x; 的 线性 方程 组 成 的 . 例如 ， 
2x1—X2+]1.Sx3= 8 
Xl — 4x;=—7 (2) 
线性 方程 组 的 一 组 解 是 一 组 数 (s,,s,，…,s,) ， 用 这 组 数 分 别 代 替 x,x,,…,x, 时 所 有 方程 的 两 边 相 
等 . 例如 ， 方 程 组 ( 2 ) 有 一 组 解 (5，6.5，3)， 这 是 因为 ,在 (2) 中 用 这 些 值 代替 x,x,xy 时 ， 
方程 组 变 成 等 式 8=8 和 -7 =-7. 
方程 组 所 有 可 能 的 解 的 集合 称 为 线性 方程 组 的 解 集 . 两 个 线性 方程 组 称 为 等 价 的 . 若 它 们 
有 相同 的 解 集 . 就 是 说 ， 第 一 个 方程 组 的 每 个 解 都 是 第 二 个 方程 组 的 解 ， 第 二 方程 组 的 每 个 解 
都 是 第 一 方程 组 的 解 . 
求 包 含 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 组 成 的 方程 组 的 解 ， 等 价 于 求 两 条 直线 的 交点 . 一 个 典型 的 
例子 是 
Xi—2x, 三 一 ] 
一 人 十 3x2 = 二 3 
这 两 个 方程 的 图 形 都 是 直线 ,用 让 和 疡 表示 ， 数 对 (mm 和) 满足 这 两 个 方程 当 且 仅 当 点 (x1,x) 是 
这 两 条 直线 的 交点 . 容易 验证 ， 这 个 方程 组 有 惟一 的 解 (3，2)， 如 图 1-1 所 示 . 
当然 ， 两 条 直线 不 一 定 交 于 一 个 点 ， 它 们 可 能 平行 ， 也 可 能 重合 ， 重 合 的 两 条 直线 上 的 每 
个 点 都 是 交点 . 图 1-2 是 与 下 面 两 个 方程 组 对 应 的 图 形 : 


线性 代 避 六 挑 线 料 广西 细 了 


a) | 一 2X2 三 一 ] b) XX — 2x2 = 一 1 
-+2X) = 二 3 —Xx+2Xx = 二 


图 1-1 和 图 1-2 说 明 线 性 方程 组 的 下 列 一 般 事 实 ， 这 将 在 1.2 节 证 明 . 


线性 方程 组 的 解 有 下 列 三 种 情况 : 
1. 无 解 . : 


2， 有 惟一 解 . 
3. 有 无 穷 多 解 . 


我 们 称 一 个 线性 方程 组 是 相 容 的 ， 若 它 有 一 个 解 或 无 穷 多 个 解 ; 称 它 是 不 相 容 的 ， 若 它 无 
解 . 


a) 无 解 b) 无 穷 多 解 


和 矩阵 记号 
一 个 线性 方程 组 包含 的 主要 信息 可 以 用 一 个 称 为 矩阵 的 紧凑 的 矩形 阵列 表示 . 给 出 方程 组 
Xi—2xX2+ X= 0 
2x2 一 8z = 8 (3 ) 
—4x1+Sx +9xs =—9 


把 每 一 个 变量 的 系数 写 在 对 齐 的 一 列 中 ， 和 矩阵 


1 -2 1 
0 2 -8 
4 5 9 


称 为 方程 组 (3 ) 的 系数 矩阵 ， 而 
1 -2 1 0 
0 2 -8 8 
-4 5 9 -9 
称 为 它 的 增 广 矩阵 . ( 第 二 行 第 一 个 元 素 为 0， 因 第 二 个 方程 可 写成 0 为 +2m2 -82 =8. ) 方程 组 
的 增 广 矩阵 是 把 它 的 系数 矩阵 添上 一 列 所 得 ， 这 一 列 是 由 方程 组 右边 常数 组 成 的 ， 
矩阵 的 维 数 说 明 它 包 含 的 行 数 和 列 数 . 上 面 的 增 广 和 矩阵 (4) 有 3 行 4 列 ， 称 为 3x4( 读 作 

3 行 4 列 ) 矩阵 . 车 m,n 是 正 整 数 ， 一 个 mxn 矩阵 是 一 个 有 m 行 n 列 的 数 的 矩形 阵列 .( 行 数 写 
在 前 面 . ) 矩阵 记号 为 解 方 程 组 带 来 方便 . 


线性 方程 组 的 解法 


本 节 和 下 一 部 分 给 出 了 解 线性 方程 组 的 一 般 方法 . 基本 的 思路 是 把 方程 组 用 一 个 更 容 包 解 
的 等 价 方程 组 ( 即 有 相同 解 集 ) 代替 . 

粗略 地 说 ,我们 用 方程 组 中 第 一 个 方程 中 舍 xi 的 项 消去 其 他 方程 中 的 含 x 的 项 . 然后 用 第 
二 个 方程 中 含 x 的 项 消去 其 他 方程 中 含 x 的 项 , 依 此 类 推 . 最 后 我 们 得 到 一 个 很 简单 的 等 价 方 
程 组 . 

用 来 化 简 线 性 方程 组 的 三 种 基本 变换 : 把 某 一 个 方程 换 成 它 与 男 一 方程 的 倍数 的 和 ; 交换 
两 个 方程 的 位 置 把 某 一 方程 的 所 有 的 项 乘 以 一 个 非 零 常数 . 在 例 1 之 后 ， 我 们 将 说 明 经 过 这 
三 种 变换 ， 为 什么 不 改变 方程 组 的 解 集 . 

例 1 解 方程 组 (3) . 

解 ”我 们 在 消去 未 知 数 的 同时 用 方程 组 与 相应 的 和 矩阵 形式 表示 出 来 以 便 比较 . 


(4) 


入 1 一 2X2 十 Xa 三 0 1 ~—2 ] 0 
2x2—8xX3 = 8 0 2 -8 8 
—4xi+5Xx; +9x; = 一 9 -4 5 9 -9 


保留 第 一 个 方程 中 的 x1， 把 其 他 方程 中 的 x1 消去. 为 此 ， 把 第 1 个 方程 乘 以 4， 加 到 第 3 个 方 
程 上 . 熟练 之 后 可 以 通过 心算 完成 : 


4-[ 方 程 1]: 4xi1—8x2+ 4x3= 0 
+ 方程 3]: —4x1+5x2+ 9x3=—9 
[新 方程 3]: —3x, +13x; =-9 
把 原来 的 第 三 个 方程 用 所 得 新 方程 代替 : 
XN—2X+ X= 0 1 -2 1 0 
2z 一 8 = 8 2 一 8 
一 3x2 十 1323 = 一 9 0 -3 13 -9 


其 次 ， 把 方程 2 乘 以 1/2,， 使 x 的 系数 变 成 1. 
入 一 2 十 X= 0 1 -2 1 0 
Xx — 4x;3= 4 0 1 -4 4 


~ 3x» 十 13x3 = 一 0 0 -3 13 -9 


线 妈 代 玫 央 上 挡 线 妊 方 得 绍 5 


利用 方程 2 中 的 x, 项 消去 方程 3 中 的 项 -3x, ， 用 心算 计算 如 下 : 


3:[ 方 程 2j: 3x, —12x; =12 
+ 方程 3]: —3x, 十 13x3 = -9 
[新 方程 3j: N= 3 
所 得 的 新 方程 组 三 角形 形状 : ” 
XN—2xX+ Xs3=0 1 -2 1 0 
X2 一 4X3 =4 0-1 -4 4 
Xs 三 3 0 A 3 


现在 我 们 想 消去 第 一 个 方程 中 的 项 -2x, , 不 过 先 利用 方程 3 消去 第 一 个 方程 中 的 项 z 和 第 二 个 
方程 中 的 项 -4 更 为 有效 . 这 两 个 运算 如 下 : 


4:[ 方 程 3]: 4xs =12 一 1:[ 方 程 3j: — Xs =—3 
“+ 方程 2]: xyz~-4x3= 4 方程 1]: 一 2x,+X%= 0 
[新 方程 2]: x =16 [新 方程 ]: x-2x， =-3 
这 两 次 变换 的 结果 如 下 : 
Xi 一 2X2 = 一 3 A | ee 
X2 16 4 Ps 
为 三 ,3 1 0 


现在 , 在 己 的 一 列 中 只 剩 一 项 ,我 们 回头 来 消去 第 一 个 方程 中 的 专项 . 把 方程 2 的 2 倍加 到 方 
程 1， 得 到 方程 组 : 


A = 29 1 0 29 
X2 = 16 0 1 0 16 
X33 = 3 00 1 3 


我 们 已 经 得 出 结果 : 原 方程 组 的 惟一 解 是 (29, 16, 3), 我 们 做 了 这 么 多 计算 ,最 好 还 是 检验 一 下 
结果 . 为 证 明 (29, 16, 3) 是 方程 组 的 解 ， 把 这 些 值 代入 原 方程 组 的 左边 : 
(29)—2(16)+ (3)=29-32+3=0 
2(16)—8(3)=32—-24=8 
—4(29)+5(16)+9(3)=—116+80+27=-9 
结果 与 原 方程 组 右边 相同 ， 所 以 (29, 16, 3) 是 原 方程 组 的 解 ( 见 图 1-3 ) ， 


[XY (29, 16, 3) 
1-3 ”每 个 方程 确定 三 维 空间 中 的 一 个 平面 . 点 (29，16，3) 落 在 三 个 平面 上 而 


昌 ”直观 的 词 “三 角形 ”将 在 下 节 替 代为 更 精确 的 术语 . 
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例 1 说 明了 线性 方程 的 变换 对 应 于 增 广 矩阵 的 行 的 变换 . 前 面 所 讲 的 三 种 基本 变换 对 应 于 
增 广 矩阵 的 下 列 变换 . 


行 初等 变换 
1.( 倍加 变换 ) 把 某 一 行 换 成 它 本 身 与 男 一 行 的 倍数 的 和 . 


2. ( 对 换 变换 ) 把 两 行 对 换 . 
3.( 倍 乘 变 换 ) 把 某 一 行 的 所 有 元 素 乘 以 同一 个 非 零 数 . 


行 变换 可 施行 于 任何 矩阵 ， 不 仅 是 对 于 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 . 我 们 称 两 个 矩阵 为 行 等 价 
的 ， 若 其 中 一 个 矩阵 可 以 经 一 系列 行 初等 变换 成 为 另 一 个 矩阵 . 

重要 的 一 点 是 行 变换 是 可 道 的 , 车 两 行 被 对 换 ， 则 再 次 对 换 它 们 就 会 还 原 为 原来 的 状 
态 . 大菜 一 行 飞 以 非 零 常数 c， 则 将 所 得 的 行 乘 以 1/c 就 得 出 原来 的 行 . 最 后 ， 考 虑 涉及 两 
行 的 倍加 变换 ， 例 如 第 一 行 和 第 二 行 . 假设 把 第 一 行 的 c 倍加 到 第 二 行 得 到 新 的 第 二 行 ， 
那么 “ 逆 ” 变 换 就 是 把 第 一 行 的 -~c 倍加 到 (新 的 ) 第 二 行 上 就 得 到 原来 的 第 二 行 . 见 本 节 
末 习 题 29~32. 

此 时 ， 我 们 更 关注 对 一 个 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 进行 行 变换 . 假设 一 个 线性 方程 组 经 过 行 
变换 变 成 男 一 个 新 的 方程 组 ， 考 虑 每 一 种 行 变换 ， 容 易 看 出 ， 原 方程 组 的 任何 一 个 解 仍 是 新 的 
方程 组 的 一 个 解 . 反之 ， 因 原 方程 组 也 可 由 新 方程 组 经 行 变换 得 出 ， 新 方程 组 的 每 个 解 也 是 原 
方程 组 的 解 . 这 就 证 明了 下 列 事实 . 


若 两 个 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 是 行 等 价 的 ， 则 它们 具有 相同 的 解 集 . 


虽然 例 1 看 起 来 很 长 ， 经 过 一 些 练习 你 还 是 可 以 很 快 掌握 的 . 本 书 中 习题 的 行 变换 通常 是 
很 简单 的 ， 因 而 你 可 以 集中 精力 理解 其 中 的 思想 和 概念 ,当然 你 必须 熟练 掌握 这 些 变换 ， 因 为 
整 本 书 都 要 用 到 它们 . 

本 节 的 其 他 部 分 将 介绍 如 何 利用 行 变换 来 确定 解 集 的 情况 ， 而 无 需 完全 求 出 解 来 . 


存在 与 惟一 性 问题 


在 1.2 节 中 我 们 将 会 知道 ， 为 什么 一 个 线性 方程 组 的 解 集 可 能 不 包含 任何 解 ， 一 个 解 或 无 
穷 多 个 解 . 为 确定 某 个 方程 组 属于 哪 种 情况 ， 我 们 提出 以 下 两 个 问题 . 


线性 方程 组 的 两 个 基本 问题 
1. 方程 组 是 否 相 容 ， 即 它 是 否 至 少 有 一 个 解 ? 
2. 着 它 有 解 ， 它 是 否 只 有 一 个 解 ， 即 解 是 否 惟一 ? 


这 两 个 问题 将 在 整 本 书 中 以 各 种 形式 出 现 . 本 节 与 下 节 中 ， 我 们 将 说 明 如 何 通过 增 广 矩 阵 
的 行 变换 来 回答 这 些 问 题 . 


品 通常 把 倍加 变换 说 成 :“ 把 某 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 上 ”. 
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例 2 确定 下 列 方程 组 是 否 有 解 
Xi—2X%+ X= 0 
2x2—8x3= 8 
—4xi+ Sx +9x3 =—9 


解 ” 这 就 是 例 1 中 的 方程 组 . 设 我 们 已 把 方程 组 通过 行 变换 变 成 三 角形 


Xi—2xy+ Xxs3=0 1 -2 1 0 
Xx; — 4xX =4 0 1 -4 4 
Xs 一 3 0 0 1 3 


这 时 我 们 已 经 确定 了 x3， 铬 我 们 把 x 的 值 代入 方程 2， 我 们 就 会 确定 x*,， 因 而 可 由 方程 1 确定 
x1， 所 以 解 是 存在 的 ， 即 该 方程 组 是 相 容 的 . ( 事实 上 ，x, 由 方程 2 惟一 确定 ,而 xi 由 方程 1 惟 
一 确定 ， 所 以 解 是 惟一 的 .) 图 
例 3 确定 下 列 方程 组 是 否 相 容 : 
X2 —4x3=8 
2x1 ~—3x2+2xs =1 (5) 
Sx—8x2+7xs=1 


解 ” 增 广 和 矩阵 为 : 


为 使 第 一 个 方程 包含 x! 项 ， 对 换 第 一 行 与 第 二 行 : 


2 -3 2 1 
0 1 -4 8 
5 -8 7 1 


为 消去 第 3 个 方程 的 项 5x, ， 把 第 1 行 的 -5/2 倍加 到 第 3 行 ; 
2 -3 2 1 
1 -4 8 
0 -1/2 2 -3/2 
其 次 ， 用 第 二 个 方程 的 x 项 消去 第 三 个 方程 的 -(1/2)x, 项 ， 把 第 2 行 的 1/2 倍加 到 第 3 行 上 : 


(6) 


2 -3 2 1 
0 1-4 8 (7) 
0 0 0 5/2 


现在 增 广 矩阵 已 成 为 三 角形 ， 我 们 来 说 明 这 个 矩阵 . 化 为 方程 表示 : 
2X 一 3x2 十 223 三 1 
Xx2—4Xx3=8 (8) 
0=5/2 
方程 0=5/2 是 0x,+0x,+0xs =5/2 的 简写 . 这 个 三 角形 线性 方程 组 显然 是 矛盾 的 ， 所 以 满足 (8 ) 
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的 未 知 数 x,x,x% 的 值 是 不 可 能 存在 的 ， 因 等 式 0=5/2 不 可 能 成 立 . 由 于 (8) 和 (5) 有 同样 的 
解 集 ， 原 方程 组 是 不 相 容 的 ( 即 无 解 )， 见 图 1-4. 


1-4 ”该 方程 组 是 不 相 容 的 ， 因 为 没有 同时 落 在 三 个 平面 上 的 点 国 
注意 (7) 的 增 广 和 矩阵， 它 的 最 后 一 行 在 三 角形 不 相 容 方程 组 中 是 典型 的 . 


数值 计算 的 注解 ”在 实际 问题 中 线性 方程 组 是 通过 计算 机 求解 的 . 对 于 方 阵 ， 计 算 机 
程序 基本 上 是 应 用 这 里 以 及 1.2 节 的 消去 法 ， 稍 作 修 正 以 改进 精确 度 . 
工商 业 中 的 大 量 线性 代数 问题 运用 浮 点 运算 求解 ， 数 表示 为 小 数 形式 : 

+d1…d，, X10",，r 是 整数 ， 而 小 数 点 右面 的 数位 为 8 至 16 位 . 这 种 数 的 算术 运算 一 般 
是 有 误差 的 . 其 结果 必须 四 舍 五 入 (或 舍 去 ) 为 存储 时 需要 的 数位 .“ 含 入 误差 ”在 输 
入 像 1/3 这 样 的 数 时 也 会 产生 ， 因 为 它 必 须 用 近似 的 有 限 位 小 数 表示 . 幸运 的 是 ， 浮 
点 运算 中 的 不 精确 性 很 少 引 起 严重 问题 . 本 书 中 关于 数值 计算 的 注解 将 会 提醒 你 注意 
这 些 问题 . 

练习 题 

本 书 中 练习 题 应 该 在 做 习题 之 前 完成 ， 它 们 的 解答 在 每 一 节 习 题 之 后 给 出 . 
1. 用 语言 叙述 解 每 个 方程 组 时 下 一 步 应 做 的 行 变换 . 


a. Xi+4x,—2x3+8x4 =12 b. x—-3x+5xm—2x4= 0 
Xs 一 723 十 2X4 三 一 Jp + BX3 = 一 
Sx3— X= 7 2 和 = 3 
Ja 十 3X4 =—5 X4 = 
2. 某 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 已 经 由 行 变换 化 为 以 下 形式 . 确定 它 是 否 有 解 . 
1 5 2 -6 
0 4 -7 2 
8 5 改 


3. 数组 (3，4，-2) 是 否 为 下 列 方程 组 的 解 : 
SX — Xs+2o= 7 
—2X1+6x;+9x3= 0 
—7X + 5x —3x =—7 
4. 当 h 和 上 取 何 值 时 下 列 方程 组 相 容 ? 
2x1— x=h 
一 6 + 3x, = 
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习题 1.1 


利用 对 方程 或 增 广 和 矩阵 的 行 初等 变换 解 1-4 
题 中 的 方程 组 . 依照 本 节 中 给 出 的 消去 过 程 . 
1. XA+IX2 = 7 
—2X1 — Tx =—5 
2, 2xi+4x;=—4 
Sxi+7x2=11 
3. 求 在 直线 x+5xi =7 和 xy-2xs =-2 上 的 点 (%, %)， 
见 下 图 . 


1 一 2X2= 一 2 
X 1 十 $xY2 一 了 


4. 求 直 线 一 5x, =1 与 3x 一 7x, =5 的 交点 . 

习题 5、6 中 的 和 矩阵 是 某 个 线性 方程 组 的 增 广 
矩阵 . 说 明 在 解 方程 组 时 下 一 步 应 进行 的 行 初等 
变换 . 


1 -4 50 7 
0 1 -30 6 
5.10 0 10 2 
0 0 01 -5 
1 -6 40 -I 
s。 10 2 了 70 4 
0 0 12 -3 
0 0 31 6 


在 7~10 题 中 某 个 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 已 由 
行 变换 化 成 如 下 所 示 ,继续 进行 适当 的 行 变 换 并 说 
明 原 方程 组 的 解 集 . 
17 3 -4 
0 1 -1 
0 0 0 
00 1 -2 


1 -4 
8. |0 1 
0 0 


Lo 


iD ~ 0 
Lm 所 
-一 


1 -1 0 0 -4 
0 1 -3 0 -7 
> 0 0 1 -3 -1 
0 0 0 2 4 
1 -2 0 3 -2 
10 0 10 -4 7 
0 01 0 6 
0 00 1 -3 
解 11~14 题 的 方程 组 . 
11. Xi + 4x3 一 一 


Xi+3x+Sx =—2 
3x+7Txs+7Ixs3= 6 
12. NX —3x2+4xs = —4 
3 一 72 十 720 三 一 8 
-4X+6xX— N= 7 


13. 为 —3x= 8 
2 妇 十 2X2 十 9 妇 二 7 
2 Sx; 一 一 2 
14. x —3x, =5 
一 十 X22 十 5 二 2 
Xs+ Xs3=0 
确定 15~16 题 中 的 方程 组 是 否 相 容 ,不 必 解 出 
方程 组 . 
15. 为 + 3x = 2 
Ma 一 3x4 = 3 
— 2x2+3x3+2x4= | 
3 十 7X4 = 一 
16. 加 一 2x4 三 一 3 
2X2 + 2x3 = 0 
K+3x4= 1 


—2X+3xX+2X3+ XI= 5 
17. 三 条 直线 x-4x,=1，2x x, =--3 和 -x 一 
3xs =4 是否 有 一 个 交点 ?请 解释 . 
18. 三 条 直线 次 +2m+ 避 =4 吉 ;二 =1 和 + 
3x; =0 是 否 有 至 少 一 个 交点 ? 请 解释 . 
在 19~22 题 中 ,确定 h 的 值 使 矩阵 是 某 一 个 相 
容 方 程 组 的 增 广 矩阵 


1 
19. 4 
3 6 8 


70 
20 1 h -3 
-2 4 6 
21 1 3 22 
-4 h 8 


在 23~24 题 中 ,或 是 直接 引用 本 节 的 重要 命 

题 ， 略 为 改 述 (但 依然 成 立 )， 或 被 错误 修改 . 判 

断 每 个 命题 的 真 或 假 并 给 出 理由 . ( 若 判 断 为 真 ， 

指出 教材 中 相似 命题 的 出 处 ,或 参考 的 定义 、 定 理 . 

若 判 断 为 假 , 指出 引用 或 用 错 的 命题 出 处 , 或 举例 

说 明 . ) 类 似 的 真 / 假 问 题 会 在 本 教材 的 许多 章节 中 

出 现 . 

23. a. 每 个 行 初等 变换 为 可 道 的 . 

b. 5x6 和 矩阵 有 6 行 . 

. 包含 个 变量 x,x,,…,x, 的 线性 方程 组 的 解 
集 是 一 组 数 (s,s,,…,s,) ， 当 用 这 组 数 代替 
xp 时， 方程 组 中 每 个 方程 成 为 恒 等 
去。 

. 线性 方程 组 的 两 个 基本 问题 涉及 存在 性 和 

惟一 性 . 

24. a. 对 增 广 矩阵 的 行 初等 变换 不 改变 相关 的 线性 

方程 组 的 解 集 . 

两 个 矩阵 是 行 等 价 的 ， 若 它们 有 相同 的 行 

数 . 

c. 不 相 容 方程 组 的 解 多 于 一 个 . 

.两 个 线性 方程 组 是 等 价 的 , 若 它们 有 相同 的 
解 集 . 

25. 求 出 包含 gp，h 和 * 的 方程 组 ， 使 以 下 和 矩阵 是 

相 容 方程 组 的 增 广 矩 阵 . 
| 1 -4 7 8 
0 .355 天 
-2 5 -9 大 
26. 给 解 集 为 am=-2, x, =1, 为 =0 的 线性 方程 组 构 

造 三 个 不 同 的 增 广 和 矩阵 . 

27. 设 下面 的 方程 组 对 所 有 和 8 的 可 能 取 值 都 是 
相 容 的 ， 则 系数 c 和 d 有 何 特 性 ? 给 出 理由 . 


O 〇 


性 - 


” 


. 


m+3x=f 
CXl 十 dx =8 
28. 设 a,b,c,d 为 常数 ，a 不 为 零 , 下 面 的 方程 组 对 
所 有 f 和 8 的 可 能 取 值 都 是 相 容 的 ， 则 系数 
a,b,c,d 有 何 特性 ?给 出 理由 . 
ax+bx,=f 
cA+dx»=8g 
在 29~32 题 中 , 求 出 把 第 一 个 矩阵 变 为 第 二 个 
矩阵 的 行 初等 变换 ,并 求 出 把 第 二 个 矩阵 变 为 第 一 


个 矩阵 的 逆行 初等 变换 ， 
0 =@ :| 
29. |1 4 -7|,|0 -2 
3 -1 6| |3 -1 6 
1 3 -4| [1 3 -4 
30. k > 和 3 
0 -5 9| |0 -5 9 
LL 如 人 六 工 
31. k 5 -2 | 5 -2 : 
4 -1 3 6||10 7 -1 -6 
人 
I 3 | 
-3 9 5| 10 0 0 -1l 


热传导 的 研究 中 ,重要 问题 是 确定 某 一 块 平板 
的 稳 态 温度 分 布 , 假设 已 知 边 界 上 的 温度 分 布 , 假 
设 下 图 中 的 平板 代表 一 条 金属 梁 的 截面 ,忽略 垂直 
于 该 截面 方向 上 的 热传导 ， 设 T,T,,…,T, 表示 图 中 
4 个 内 部 结 点 的 温度 . 某 一 节点 的 温度 近似 地 等 于 
4 个 与 它 最 接近 的 结 点 ( 上、 下 、 左 、 右 ) 的 平均 
值 -， 例如 

T=(10+20++TL)/4 或 4 和 -TD,- T=30 


〇 ”参阅 Heat and Mass Transfer, F. M. White, 
Addison- Wesley Publishing, 1991, pp. 145-149. 
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33. 写 出 温度 7T,L…,T 所 满足 的 方程 组 . 计算 ,在 对 换 变 换 之 前 先 对 换 第 1 行 和 第 4 
34. 解 习题 33 中 写 出 的 方程 组 .( 提示: 为 快速 行 .) 
练习 题 答案 


1. a. 手工 计算 时 ， 最 好 是 把 方程 3 与 4 对 换 ， 另 一 种 办 法 是 把 方程 3 乘 以 1/5， 或 把 方程 4 化 为 它 与 方程 
3 的 -1/5 倍 的 和 ( 不 要 利用 方程 2 中 的 x 项 消去 方程 1 中 4x, ， 而 要 等 到 得 到 三 角形 矩阵 且 x3,x4 项 
已 从 前 2 个 方程 消去 之 后 ) . 
b. 方程 组 已 是 三 角形 . 进一步 的 简化 可 利用 第 四 个 方程 中 的 x 项 消去 它 上 面 的 各 个 x 项 ， 现 在 适当 的 
步骤 是 把 方程 4 的 2 倍加 到 方程 1 上 (此 后 再 把 方程 3 乘 以 112， 再 消去 其 他 的 六 项 ) . 
2. 对 应 于 该 增 广 矩阵 的 方程 组 是 
为 十 Sxz 十 2020 = 一 0 
4x;—7x3= 2 
Sw 0 
由 第 三 个 方程 得 到 x; =0 ， 这 当然 是 允许 的 . 消去 前 两 个 方程 中 的 x 项 ,我 们 可 以 继续 求 出 方程 
组 的 惟一 解 . 因此 解 是 存在 且 惟 一 的 . 注意 比较 本 题 与 例 3. 
3. 容易 检验 一 组 数 是 否 方程 组 的 解 . 把 x=3, 和 =4 和 为 =-2 代 入 方程 组 ， 求 得 
$5(3)— (4)+2(-2)= 15- 4- 4=7 
—2(3)+6(4)+9(-2)= -6+24-18=0 
—7(3)+5(4)—3(-2)= -21+20+ 6=5 
虽然 前 两 个 方程 满足 了 ， 但 不 满足 第 三 个 ， 所 以 (3 , 4 , -2) 不 是 方程 组 的 解 . 注意 代入 时 我 们 使 
用 了 括号 . 建议 你 这 么 做 是 为 了 避免 错误 ， 见 图 1-5. 


1-5 因为 (3,4,-2) 满 足 前 两 个 方程 , 所 以 它 落 在 前 两 个 平面 的 交 线 上 . 
因为 (3,4,-2) 不 满足 所 有 三 个 方程 ， 所 以 它 没有 落 在 三 个 平面 上 


4. 第 二 个 方程 代 以 它 与 第 一 个 方程 的 3 倍 的 和 ， 方 程 组 化 为 
2Xn—Xx2=h 
0=k+3h 
者 上 +3h 非 零 ， 该 方程 组 无 解 . 所 以 方程 组 对 任意 满足 k+3h=0 的 h 和 上 的 值 有 解 . 


12 邸 1 路 


1.2 行 化 简 与 阶梯 形 和 矩阵 


本 节 我 们 将 1.1 节 中 的 方法 进一步 精确 化 ， 编 成 行 化 简 算法 ( 也 称 行 消去 法 ), 它 可 用 来 解 
任意 线性 方程 组 .” 而 应 用 算法 的 第 一 部 分 ， 我 们 可 以 回答 1.1 节 中 提出 的 基本 存在 与 惟一 性 问 
题 . 

这 种 算法 可 用 于 任意 矩阵 ， 不 管 它 是 否 为 某 一 方程 组 的 增 广 矩阵 . 所 以 本 节 的 第 一 部 分 讨 
论 任意 矩阵 . 首先 我 们 引入 两 类 重要 的 矩阵 ， 它 们 包含 1.1 节 中 的 “三 角 ” 和 矩阵 ， 在 以 下 的 定 
义 中 ， 和 矩阵 中 非 零 行 或 列 指 矩阵 中 至 少 包含 一 个 非 零 元 素 的 行 或 列 ; 非 零 行 的 先导 元 素 是 指 该 
行 中 最 左边 的 非 零 元 素 . 


定义 ”一 个 矩阵 称 为 阶梯 形 (或 行 阶梯 形 )， 若 它 有 以 下 三 个 性 质 : 

1. 每 一 非 零 行 在 每 一 零 行 之 上 ; 

2. 某 一 行 的 先导 元 素 所 在 的 列 位 于 前 一 行 先导 元 素 的 右面 ; 

3. 某 一 先导 元 素 所 在 列 下 方 元 素 都 是 零 , 若 一 个 阶梯 形 和 矩阵 还 满足 以 下 性 质 , 称 它 为 简化 
阶梯 形 (或 简化 行 阶梯 形 ) . 

4. 每 一 非 零 行 的 先导 元 素 是 1; 

5. 每 一 先导 元 素 1 是 该 元 素 所 在 列 的 惟一 非 零 元 素 . 

若 一 个 矩阵 具有 阶梯 形 ( 简化 阶梯 形 )， 它 就 称 为 阶梯 形 ( 简化 阶梯 形 ) 矩阵 . 性 质 2 说 明 
先导 元 素 构成 阶梯 形 . 性 质 3 其 实 是 性 质 2 的 推论 ， 不 过 我 们 把 它 列 出 来 以 示 强 调 . 

1.1 节 中 的 “三 角 ” 和 矩阵 ， 如 


2 =3 二 1 1 0 0 29 
0 1 -4 8| 和 |0 10 16 
0 0 0%/2 0 1 3 


都 是 阶梯 形 的 ， 第 二 个 矩阵 是 简化 阶梯 形 的 : 再 举 更 多 的 例子 . 
例 1 下 列 和 矩阵 都 是 阶梯 形 的 ,先导 元 素 用 持 表 示 ， 它 们 可 取 任 意 的 非 零 值 ， 在 * 位 置 的 元 
素 可 取 任 意 值 ， 包 括 零 值 . 


0 是 * 
i 000W 0 rnn 
0 0 0 0 0 到 人 -人 
0 0 .00 8 
0000000 0 肖 
下 列 和 矩阵 是 简化 阶梯 形 的 ， 因 先导 元 素 都 是 1， 且 在 每 个 先导 元 素 1 的 上 、 下 ， 各 元 素 都 是 0. 


〇 ”我 们 的 算法 通常 称 为 高 斯 消去 法 ， 类 似 的 消去 法 大 约 在 公元 前 250 年 由 中 国 数学 家 应 用 . 这 种 方法 在 西方 直到 19 
世纪 才 由 著名 德国 数学 家 C.F. 高 斯 发 现 . 德国 工程 师 W. 约 当 把 它 写 在 1988 年 的 一 本 测 地 学 著作 中 ， 这 种 方法 才 
被 普及 . 
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1 es 
0001004 * 0 

0 1* * 
0 0 0 0 0 0 0 0 玉 On * 0 中 
和 000001** 0* 
00000000 1* 


| 看 

一 个 矩阵 可 以 行 化 简 〈 即 用 行 初等 变换 ) 变 为 阶梯 形 矩 阵 ， 但 用 不 同 的 方法 可 化 为 不 同 的 
阶 樟 形 和 矩阵. 然而 ， 一 个 矩阵 只 能 化 为 惟一 的 简化 阶梯 形 和 矩阵 ， 下 列 定 理 将 在 书 末 附 录 A 中 给 
出 证 明 . 


定理 1 (简化 阶梯 形 和 矩阵 的 惟一 性 ) 
每 个 矩阵 行 等 价 于 惟一 的 简化 阶梯 形 和 矩阵 . 


者 矩阵 4 等 价 于 阶梯 形 矩 阵 U， 称 U 为 A 的 阶梯 形 ( 或 行 阶梯 形 ); 车 U 是 简化 阶梯 形 ， 
称 U 为 A 的 简化 阶梯 形 . 大 部 分 矩阵 程序 用 RREF 作为 简化 ( 行 ) 阶梯 形 的 缩写 ， 有 些 用 REF 
作为 ( 行 ) 阶梯 形 的 缩写 . 


主 元 位 置 


当 和 矩阵 经 行 变换 化 为 阶梯 形 后 ， 经 进一步 的 行 变 换 将 矩阵 化 为 简化 阶梯 形 时 ， 先 导 元 素 的 
位 置 并 不 改变 . 因 简化 阶梯 形 是 惟一 的 ， 当 给 定 矩 阵 化 为 任何 一 个 阶梯 形 时 ， 先 导 元 素 总 是 在 
相同 的 位 置 上 . 这 些 先导 元 素 对 应 于 简化 阶梯 形 中 的 先导 1. 


定义 ”矩阵 中 的 主 元 位 置 是 A 中 对 应 于 它 的 阶梯 形 中 先导 元 素 的 位 置 . 主 元 列 是 A 的 含有 
主 元 位 置 的 列 . 


在 例 1 中 ,符号 (a ) 对 应 主 元 位 置 . 下 面 四 章 中 许多 基本 概念 与 矩阵 中 主 元 位 置 都 有 联 
系 . 
例 2 把 下 列 和 矩阵 4 用 行 变换 化 为 阶梯 形 ， 确 定 主 元 列 . 
0 -3-6 4 9 
ja 
-2 -3 0 3 -l 
1 4 5 -9 -7 
解 利用 1.1 节 的 方法 . 最 左边 的 非 零 列 的 第 一 个 元 素 就 是 第 一 个 主 元 位 置 . 这 个 位 置 必 
须 放 一 个 非 零 元 ， 即 主 元 素 . 最 好 将 第 一 行 与 第 四 行 对 换 ， 这 样 可 以 避免 分 数 运算 . 
主 元 
lI<4 5 -9 -7 
-1-2-l1 3 1 
-2 -3 0 3-1 
0-3-6 49 
主 元 列 
把 第 一 行 的 倍数 加 到 其 他 各 行 ， 以 使 主 元 1 下 面 各 元 素 变 成 0. 第 二 行 的 主 元 位 置 必须 尽量 舍 
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左 ， 即 在 第 二 列 . 我 们 选择 这 里 的 2 作为 第 二 个 主 元 . 
主 元 
(4 -9 -7 
0 2 所 4 -6 -6 
0 5 10 -15 -15 
0 ~3 -6 4 9 
个 ”新 的 主 元 列 
把 第 二 行 的 -5/2 倍加 到 第 三 行 ，3/2 倍加 到 第 4 行 . 
1 4 5 -9 -7 
0 2 4 -6 -6 
000 0 0 
000- 0 
(2 ) 中 的 矩阵 与 1.1 节 所 遇 到 的 不 同 ， 这 里 没有 办 法 在 第 3 列 中 找到 先导 元 素 ! 我 们 不 能 
利用 第 一 行 或 第 二 行 ， 否 则 会 破坏 已 产生 的 阶梯 形 的 先导 元 素 的 排列 . 然而 和 若 我 们 对 换 第 3 行 
和 第 4 行 ， 我们 可 在 第 4 列 产生 先导 元 素 . 


(1) 


(2) 


主 元 
1 4 5 -9 |-7 国术 炒米 沙 
0 :2 0 mk kw 
0 0 0 -sd0 | 
000 0 0 00000 


主 元 位 置 


(3) 


3<i-l 
1 4 5 -9 -7 
主 元 列 
如 例 2 所 示 ， 主 元 就 是 在 主 元 位 置 上 的 非 零 元素 ， 用 来 通过 行 变换 把 下 面 的 元 素 化 为 0， 
例 2 中 的 主 元 是 1，2，-5， 注 意 这 些 元 素 与 矩阵 4 中 同一 位 置 的 元 素 不 相同 ， 如 (3 ) 式 所 示 . 
事实 上 ， 用 不 同 的 行 变换 可 能 产生 不 同 的 主 元 . 为 方便 起 见 ， 常 把 矩阵 的 各 行 乘 以 一 个 数 使 先 
导 元 素 变 成 1. 
根据 例 2, 我 们 给 出 一 个 有 效 的 算法 , 变换 矩阵 成 阶梯 形 或 简化 阶梯 形 . 认真 掌握 这 一 算法 
将 使 你 获 益 菲 浅 . 


行 化 简 算法 
下 列 算法 包含 四 个 步骤 ， 它 产生 一 个 阶梯 形 和 矩阵 ， 第 五 步 产生 简化 阶梯 形 和 矩阵 . 我 们 用 一 
个 实例 来 说 明 这 一 算法 . 


线 任 江 禾 央 硝 线 姓 万 竹 绍 15 


例 3 用 行 初等 变换 把 下 列 矩 阵 先 化 为 阶梯 形 ， 再 化 为 简化 阶梯 形 . 
0 3 -6 64 -5 
3 -7 8-58 9 
3 -9 12 -9 6 15 


解 


第 一 步 ， 由 最 左 的 非 零 列 开始 . 这 是 一 个 主 元 列 . 主 元 位 置 在 该 列 顶 端 


0 3 -6 6 4 -5 

3 -7 8 -5 8 9 

3 -9 12 -9 6 15 
主 元 列 


第 二 步 ， 在 主 元 列 中 选取 一 个 非 零 元 作为 主 元 . 若 有 必要 的 话 ， 对 换 两 行使 这 个 元 素 移 


到 主 元 位 置 上 . 
对 换 第 1、3 两 行 (也 可 对 换 1 、2 两 行 ) 


主 元 
3<-9 12 -9 6 


3 -7 8 -5 8 9 
0 3 -6 6 4 -5 


第 三 步 ， 用 倍加 行 变换 将 主 元 下 面 的 元 素 变 成 0. 


我 们 当然 可 以 把 第 1 行 除 以 主 元 3. 但 这 里 第 1 列 有 两 个 3， 我 们 只 需 把 第 1 行 的 -1 倍加 到 第 2 
行 . 


主 元 
3€-9 12 -9 6 15 
0 2-4 4 2 -6 
0 3 -6 6 4 -5 


第 四 步 ， 暂 时 不 管 包含 主 元 位 置 的 行 以 及 它 上 面 的 各 
个 步骤 直到 没有 非 零 行 需要 处 理 为 止 . 


暂时 不 看 第 一 行 , 第 一 步 指 出 , 第 2 列 是 下 一 个 主 元 列 , 第 二 步 ， 我 们 选择 该 列 中 “顶端 "的 元 


素 作为 主 元 . 
4 2 -6 
0 4 


一 


行 ， 对 剩 下 的 子 和 矩阵 使 用 上 述 的 三 


个 新 主 元 列 
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对 第 三 步 ， 我 们 可 先 把 子 和 矩阵 的 “ 顶 行 ” 除 以 主 元 2. 不 过 也 可 以 把 这 一 行 的 -3/2 倍加 到 下 面 
的 一 行 . 这 就 得 到 


4 
0 
暂时 不 看 第 二 个 主 元 所 在 的 行 ， 我 们 剩 下 一 个 只 有 一 行 的 新 子 和 矩阵 . 


新 的 子 矩阵 已 不 需要 处 理 了 ， 我 们 已 得 到 整个 矩阵 的 阶梯 形 . 若 我 们 需要 简化 阶梯 形 ， 进 行 下 
一 个 步 又 . 


第 五 步 ， 由 最 右面 的 主 元 开始 ， 把 每 个 主 元 上 方 的 各 元 素 变 成 0. 若 某 个 主 元 不 是 1, 用 
倍 乘 变换 将 它 变 成 1. 


-9 12 -9 0 -9|<- 行 1+(-6). 行 3 


0 2 -4 4 0 -14|<- 行 2+(2). 行 3 


0 0 0 0 六 
下 一 个 主 元 在 第 2 行 ， 将 这 行 除 以 这 个 主 元 . 


3 -9 12 -9 0 -9 
0 1 -2 2 0 -7c- 行 乘 以 /2 


0 0001 4 


将 第 2 行 的 9 倍加 到 第 1 行 


3 0 -6 9 0 -72 |< 行 1+9. 行 2 
k 1 -2 2 0 3 
00 00 1 4 

最 后 将 第 1 行 除 以 主 元 3 


00 00 1 1 
这 就 是 原 和 矩阵 的 简化 阶梯 形 . 日 
第 1~4 步 称 为 行 化 简 算法 的 向 前 步骤 ， 产 生 惟 一 的 简化 阶梯 形 的 第 5 步 ， 称 为 向 后 步骤 . 


数值 计算 的 注解 ”在 第 2 步 中 ， 计 算 机 程序 通常 选择 一 列 中 绝对 值 最 大 的 元 素 作为 主 
元 . 这 种 方法 通常 称 为 部 分 主 元 法 ， 可 以 减少 计算 中 的 合 入 误差. 


1 0 -2 3 0 -24 
0 1 -2 2 0 -7 [KK- 行 乘 以 /3 
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线性 方程 组 的 解 


行 化 简 算 法 应 用 于 方程 组 的 增 广 和 矩阵 时 ， 可 以 得 出 线性 方程 组 解 集 的 一 种 显 式 表示 法 . 

例如 ， 设 某 一 个 线性 方程 组 的 增 广 抢 阵 已 经 化 为 等 价 的 简化 阶梯 形 

1 0 -5 1 

0 1 1 4 

0 0 0 0 

因为 增 广 矩阵 有 4 列 ， 所 以 有 3 个 未 知 数 ， 对 应 的 线性 方程 组 是 
XI —Sx3=1 


X2+ Xs3=4 (4) 


0 =0 
对 应 于 主 元 列 的 变量 x 和 xx, 称 为 基本 变量 ~ 其 他 变量 如 x ， 称 为 自由 变量 . 

当 一 个 线性 方程 组 是 相 容 的 ， 如 方程 组 ( 4 ) 解 集 可 以 用 显 式 表示 ， 只 要 把 方程 的 简化 形式 
解 出 来 , 用 目 由 变量 表示 基本 变量 即 可 . 由 于 简化 阶梯 形 使 每 个 基本 变量 仅 包含 在 一 个 方程 中 ， 
这 是 很 容易 的 . 在 方程 组 (4) 中 ,我 们 可 由 第 1 个 方程 解 出 x， 第 2 个 方程 解 出 x, (第 3 个 方 
程 对 未 知 数 没有 任何 限制 ， 可 以 不 管 它 ) . 

XI 三 1 二 323 
Xz 一 4 一 和 (5) 
% 是 日 由 变量 
我 们 说 是 自由 变量 ， 是 指 它 可 取 任 意 的 值 ， 当 x 的 值 选 定 后 ， 由 (5 ) 中 的 前 2 个 方程 就 可 
以 确定 和 x 的 值 ， 例如， 当 x=0， 得 出 解 (1，4，0); 当 罗 =1， 得 出 解 (6，3，1), 4 的 
不 同 选择 确定 了 方程 组 的 不 同 的 解 ， 方 程 组 的 每 个 解 由 x 的 值 的 选择 来 确定 . 
(5 ) 式 给 出 的 解 称 为 方程 组 的 通 解 ， 因 为 它 给 出 了 所 有 解 的 显 式 表示 . 
例 4 求 方程 组 的 解 ， 该 方程 组 的 增 广 和 矩阵 已 经 化 为 
1] 6 2 -5 -2 -4 
0 0 2 -8 -1l 3 
0 .00 0 1 7 

解 ” 该 矩阵 已 是 阶梯 形 ， 但 我 们 在 解 出 基本 变量 前 仍 需 把 它 化 为 简化 阶梯 形 ， 记 号 “-” 

表示 它 前 面 和 后 面 的 两 个 矩阵 是 行 等 价 的 ( 译 者 注 : 该 记号 在 中 文教 科 书 中 并 未 通用 ) . 


162 -5 -2 -4| [162 -50 10 
002 -8 -1 3|-|002 -80 10 
000 0 1 7||1000 01 7 
162-50 10| [160 300 
于 | 
000 01 7|)lI1000 017 
增 广 和 矩阵 有 6 列 ， 所 以 原 方程 组 有 5 个 变量 ， 对 应 的 方程 组 为 


口 某 些 书 称 为 先导 变量 ， 因 为 它们 对 应 于 包含 先导 元 素 的 主 元 列 . 
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Xi 二 6x +3x4 =0 
妇 一 4x4 =5 (6) 
xs=1 
矩阵 的 主 元 列 是 第 1，3，5 列 ， 基 本 变量 为 x ，x;，xs ， 剩 下 的 变量 x, 和 x 为 自由 变量 , 解 
出 基本 变量 ， 我 们 得 通 解 为 
Xi = —OxX, 一 3X4 
x 闫 自由 变量 
x =5+4xa4 (7) 
x4 关 自由 变量 
xs=7 


注意 ， 由 方程 组 (6 ) 的 第 3 个 方程 ，x; 的 值 是 确定 的 . 图 


解 集 的 参数 表示 
解 集 的 表示 式 (5) 和 (7 ) 称 为 解 集 的 参数 表示 ， 其 中 自由 变量 作为 参数 . 解 方 程 组 就 是 
要 求 出 解 集 的 这 种 参数 表示 或 确定 它 无 解 . 
当 一 个 方程 组 是 相 容 的 ， 且 具有 自由 变量 ， 则 它 的 解 集 具有 多 种 参数 表示 . 例如 ， 在 方程 
组 (4) 中 ,我 们 可 以 把 方程 2 的 5 倍加 到 方程 1， 得 等 价 方程 组 
Xi + SX 一 21 
Xs 二 +X3 三 4 
这 时 可 把 x 看 作 参 数 ， 用 x, 表示 x, 和 x，， 得 到 解 集 的 第 一 种 表示 法 . 不 过 ,我 们 总 是 约定 
使 用 自由 变量 作为 参数 来 表示 解 集 ( 本 书 末 尾 的 习题 解答 也 采用 这 一 约定 ) . 
当 方 程 组 是 不 相 容 时 ， 解 集 是 空 集 ， 无 论 方程 组 是 否 有 自由 变量 ， 此 时 ， 解 集 无 参数 表示 . 
回 代 
考虑 下 列 方程 组 ， 它 的 增 广 矩阵 已 是 阶梯 形 ， 但 还 不 是 简化 阶梯 形 : 
和 一 700 十 220 一 9x4 十 8x =10 
X22 一 323 十 3X4 十 Xs 二 一 
X4 一 Xs= 4 
计算 机 程序 通常 用 回 代 法 解 此 方程 组 ， 而 不 是 求 它 的 简化 阶梯 形 . 就 是 说 ， 程 序 先 解 第 3 
个 方程 ， 用 x; 表示 x ， 并 把 此 表达 式 代 入 第 2 个 方程 ， 从 中 解 出 x, ， 最 后 把 x 和 x 的 表达 式 
代入 第 1 个 方程 解 出 x. 
我 们 的 矩阵 算法 ， 即 行 化 简 算法 的 向 后 步骤 ， 它 求 出 简化 阶梯 形 ， 与 回 代 法 所 需 算术 运算 
次 数 相同 . 但 矩阵 算法 通常 减少 了 手 算 时 出 错 的 可 能 性 . 我 强烈 建议 你 仅 使 用 简化 阶梯 形 来 解 
方程 组 ! 与 本 书 配合 的 学 习 指 导 书 给 出 一 些 好 的 建议 帮助 你 更 快 更 准确 地 解 方程 组 . 


数值 计算 的 注解 ”一般 地 ， 行 化 简 算 法 的 向 前 步骤 比 向 后 步骤 需要 更 多 运算 . 解 方程 
组 的 算法 通常 用 浮 算 来 衡量 . 一 个 浮 算 (flop 或 浮 点 运算 ) 就 是 两 个 浮 点 实数 进行 一 
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次 算术 运算 (+，-，*，1/) .对 一 个 mxG+D 短 阵 ， 化 简 为 阶梯 形 大 约 需要 
2n 13+1 12-7116 次 浮 算 (当天 相当 大 ， 比 如 说 m>30 时 ， 大 约 是 21313 次 浮 算 )， 而 
进一步 化 为 简化 阶梯 形 大 约 最 多 只 需 有 2 次 浮 算 . 
在 MATLAB 中 ， 可 用 命令 flops 来 计算 菜 次 计算 中 所 需 的 实际 浮 算 次 数 . 
存在 与 惟一 性 问题 
捍 然 非 简化 的 阶梯 形 并 不 适 于 解 线 性 方程 组 ， 这 种 形式 对 于 回答 1.1 节 中 提出 的 两 个 基本 
问题 已 经 足够 了 . 
例 5 确定 下 列 线性 方程 组 的 解 是 否 存在 且 惟 一 
3x2 一 602 二 6Ox4 十 4x5 = 一 5 
320 一 7j 十 82 -5Sx4 +8x = 9 
32 —9x2 十 12X3 一 9x4 +6xs = 15 
解 ”该 方程 组 的 增 广 矩阵 在 例 3 中 化 简 为 
3 -9 12 -9 6 15 
0 2 -4 4 2 -6 
0 0 0 0 1 4 
基本 变量 是 ,x 和 x ; 自由 变量 是 六 和 xz ,这 里 没有 类 似 0=1 的 造成 不 相 容 方程 组 的 方程 ， 所 
以 我 们 可 用 回 代 法 求解 . 但 解 的 存在 性 在 方程 (8 ) 中 已 经 清楚 了 . 同时， 解 不 是 惟一 的 ， 因 为 
有 目 由 变量 存在 .为 和 xz 的 每 一 种 选择 都 确定 一 组 解 ， 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . | 
当 一 个 方程 组 化 为 阶梯 形 ， 有 目 不 包含 形 如 0=5 的 方程 ， 其 中 bx0 ， 每 个 方程 包含 一 个 基 
本 变量 , 它 的 系数 非 零 . 或 者 这 些 基本 变量 已 完全 确定 ( 此 时 无 自由 变量 )， 或 者 至 少 有 一 个 基 
本 变量 可 用 一 个 或 多 个 自由 变量 表示 ， 对 前 一 种 情形 ， 有 惟一 的 解 ; 对 后 一 种 情形 ， 有 无 穷 多 
个 解 ( 对 应 自由 变量 的 每 一 个 选择 都 有 一 个 解 ) . 
上 述 讨论 证 明了 以 下 定理 


定理 2 (存在 与 惟一 性 定理 ) 


线性 方程 组 相 容 的 充 要 条 件 是 增 广 和 矩阵 的 最 右 列 不 是 主 元 列 . 就 是 说 ， 增 广 矩阵 的 阶梯 形 
没有 形 如 


(8) 


[0 ...0b] bz0 
的 行 ， 若 线性 方程 组 相 容 ， 它 的 解 集 可 能 有 两 种 情形 ; ( i ) 当 没 有 自由 变量 时 ， 有 惟一 解 ; 
(1 ) 车 至 少 有 一 个 自由 变量 ， 有 无 穷 多 解 . 


以 下 是 求解 线性 方程 组 的 步骤 . 


虽 ”传统 意义 上 ， 浮 算 仅 表示 一 次 乘法 或 除法 ， 因为 加 法 和 减法 需 时 很 少 ， 可 以 忽略 ， 这 里 定义 的 浮 算 现 在 使 用 较 多 ， 
这 是 由 于 计算 机 算术 运算 能 力 的 提高 . 见 Golub and Van Loan, Matrix Computations, 2nd ed. (Baltimore: The Johns 
Hopkins Press, 1989), pp. 19-20. 
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应 用 行 化 简 算法 解 线性 方程 组 
1， 写 出 方程 组 的 增 广 矩 阵 . 
? 应 用 行 化 简 算法 把 增 广 旗 阵 化 为 阶梯 形 . 确定 方程 组 是 否 有 解 ， 如 果 没有 解 则 停止 
否则 进行 下 一 步 

3， 继续 行 化 简 算 法 得 到 它 的 简化 阶梯 形 . 

4. 写 出 由 第 3 步 所 得 矩阵 所 对 应 的 方程 组 ， 
5. 把 第 4 步 所 得 的 每 个 方程 改写 为 用 自由 变量 表示 基本 变量 的 形式 ， 


练习 题 
1. 求 出 下 列 增 广 邱 阵 对 应 的 方程 组 的 解 


1 -3 -5 0 
0 1 1 3 


Xi 一 222 一 Xs 十 3X4 =0 
—2X + 4X; + Sx — Sx4 二 3 
3x1—6x—6Xx3+8X4=2 


2. 求 出 下 列 方程 组 的 通 解 


习题 1.2 
在 习题 1~2 中 ， 确 定 哪 些 和 矩阵 是 简化 阶梯 形 ， 用 行 化 简 算 法 把 习题 5、 习题 6 中 的 矩阵 化 为 
哪些 仅 是 阶梯 形 . 简化 阶梯 形 ， 指 出 主 元 列 . 
1000 10 10 5. 给 出 一 个 非 零 2x2 和 矩阵 可 能 的 阶梯 形 ， 用 例 1 
l. a.l0 1 0 0 b.|0 1 1 0 中 的 符号 s，* 和 0 表示 ， 
1 1 1 1 1 1 ， | 6. 对 一 个 非 零 3x2 矩阵 ， 重 复习 题 5. 
9110 , 0 2022 在 习题 7-14 中 ,给 出 线性 方程 组 的 增 / 答 阵 ， 
“lo0000 “0000 33 求 其 通 解 . 
0001 00004 7 8 
1! 1 01 1 100 
2.al0011 bl|o 1 10 > 0 
0 0 0 0 0 0 1 1 3 4 ，1 
1 000 0 1 1 1 1 ll. |-9 12 -6 0 
.|1100 4100222 -6 8 40 
“Io0o 1 10 0 0 0 0 3 1 -7 0 6 5 
0011 00000 12. | 0 0 1 -2 -3 
行 化 简 习 题 3~4 中 的 矩阵 为 简化 阶梯 形 . 在 最 -] 7 -4 2 7 
终 的 矩阵 和 原始 矩阵 中 国 出 主 元 位 置 , 指出 主 元 列 . 1 -30 -1 0 -2 
1 2 34 1 3 57 13. 10 10 0 1 
3. 14 56 7 4. |3 5 7 9 0 00 1 9 4 
6 789 5 791 0 00 0 0 0 


线 华 江 缆 关上 护 线 此 方 逢 细 
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2 -5 -6 0 -5 
1 -6 -3 0 2 
0 0 01 0 
00 0 00 0 

习题 15~16 使 用 例 1 中 阶梯 形 矩 阵 的 符号 给 出 
线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 ,判断 每 个 矩阵 对 应 的 方程 
组 是 否 相 容 . 如 果 方 程 组 相 容 ， 判 断 解 是 否 惟一 . 


0 
14. 
0 


国 洲 米 水 0 本 * 炒 水 
15.a. |0 mm * * b. |0 0 * * 
00m 0 000 0 
间 六 炒 需 米 米 冰冰 
oe b, 10 0 mm * * 
0 00 0 四 
在 习题 17~18 中 , 确定 h 的 值 , 使 所 给 矩阵 是 
一 个 相 容 方程 组 的 增 广 和 矩阵 . 
1 Hr 
17. 18. 
467 5 h -7 


在 习题 19~20 中 , 确定 h 和 上 :的 值 , 使 方程 组 
(a) 无 解 ,(b) 有 惟一 解 , (c) 有 多 解 ， 给 出 每 种 


情况 的 答案 . 
19. +hx;=2 20. 为 +3xz = 了 2 
4X 十 8x; 二 大 320 + hr, 一 天 


在 习题 21~22 中 , 判断 每 个 命题 的 真 假 , 给 出 
理由 .“ 
21. a, 某 些 矩 阵 只 要 用 不 同 的 行 运算 次 序 就 可 行 化 
简 为 不 止 一 个 简化 阶梯 形 和 矩阵 . 
b. 行 化 简 算法 只 能 用 于 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 . 
c. 线性 方程 组 中 的 基本 变量 是 系数 矩阵 中 主 
元 列 对 应 的 变量 . 
d. 求 线性 方程 组 的 解 集 的 参数 表示 就 是 解 这 
个 方程 组 ， 
e. 知 某 个 增 广 和 矩阵 的 一 行 是 [0 0 0 5 0], 则 对 应 
的 线性 方程 组 是 不 相 容 的 . 
22. a. 矩阵 的 阶梯 形 是 惟一 的 . 
b. 和 矩阵 的 主 元 位 置 依赖 于 在 行 化 简 算法 中 是 
否 使 用 行 对 换 变 换 . 
c. 将 一 个 矩阵 化 为 阶梯 形 称 为 行 化 简 算法 的 
向 前 步骤 . 


d. 当 方程 组 具有 自由 变量 时 , 解 集 一 定 包 含 许 
多 解 . 

e. 线性 方程 组 的 通 解 是 所 有 人 解 的 一 个 显 式 表示 . 
设 一 个 方程 组 的 3x5 系数 矩阵 有 3 个 主 元 列 ， 
这 个 方程 组 是 否 相 容 ， 为 什么 ? 

24. 设 一 个 线性 方程 组 的 3x5 增 广 矩阵 的 第 5 列 是 

主 元 列 . 该 方程 组 是 否 相 容 ， 为 什么 ? 

25. 设 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 每 行 有 --- 个 主 

元 位 置 ， 说 明 为 什么 方程 组 是 相 容 的 . 

设 包 含 3 个 未 知 数 的 3 个 方程 的 系数 矩阵 每 列 

有 一 个 主 元 . 说 明 为 什么 方程 组 有 惟一 解 . 

利用 主 元 列 的 概念 重 述 定理 2 的 最 后 一 句 :“ 若 

线性 方程 组 是 相 容 的 ， 则 解 是 惟一 的 当 且 仅 

当 .” 

28. 为 了 知道 一 个 方程 组 是 相 容 的 且 具 有 惟一 解 ， 

你 需要 知道 它 的 增 广 矩阵 的 主 元 列 的 什么 情 

况 ? 

者 线性 方程 组 的 方程 个 数 少 于 未 知 数 个 数 , 它 

称 为 欠 定 方程 组 . 设 一 个 欠 定 方程 组 是 相 容 

的 ， 说 明 它 为 什么 会 有 无 穷 多 解 . 

. 给 出 一 个 含有 3 个 未 知 数 和 2 个 方程 的 不 相 容 
的 估 和 定 方 程 组 的 例子 . 

. 者 线 性 方程 组 的 方程 个 数 多 于 未 知 数 个 数 , 它 
称 为 超 定 方程 组 , 这 样 的 方程 组 是 否 可 能 相 
容 ? 用 一 个 含 2 个 未 知 数 ，3 个 方程 的 方程 组 
说 明 你 的 管 案 . 

32. 设 一 个 nx(n+D 和 矩 阵 用 行 化 简 算 法 化 为 简化 

阶梯 形 , 当 n=30 和 n=300 时 总 的 运算 ( 浮 算 ) 
次 数 中 ， 向 后 步骤 占 了 多 少 比例 ? 
设 实验 数据 用 平面 上 一 些 点 表示 . 这 些 数据 

的 一 个 插值 多 项 式 是 其 图 像 通过 这 些 点 的 一 个 多 

项 式 . 在 科学 工作 中 , 这 样 的 多 项 式 可 用 来 估计 在 

已 知 数据 之 间 的 一 些 数值 . 另 一 个 应 用 是 在 计算 


23. 


Cp 


26. 


A 


27., 


~ 


29. 


‘DO 


3 


心 


3 


je 


口 判断 命题 的 真 假 在 许多 章节 中 出 现 ， 论 证 的 方法 
在 1.1 节 习 题 23~24 之 前 的 说 明 中 已 经 指出 . 
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机 屏幕 绘制 造 图 像 . 求 这 种 插值 多 项 式 的 一 种 方 
法 是 解 线 性 方程 组 . 
33. 求 数据 ( 1,12 )，( 2,15 )，( 3,16 ) 的 插值 多 项 
式 p(t)=ao+alt+azt* ， 即 求 ao,ai,a; 使 
ao+ wa(D+a(D2=12 
ao+a(2)+az(2) =15 
ao +ai(3)+a,(3)* =16 
34. [M] 在 一 次 风 洞 实验 中 ， 空 气 对 飞机 的 阻力 在 
练习 题 答 案 


1. 增 广 矩阵 的 简化 阶梯 形 和 相应 的 方程 组 是 


10 -2 9 
bl" 


基本 变量 是 x 与 x, ， 通 解 为 ( 见 图 1-6): 


Xl 


Xl =9+2x; 
X2 =3—x% 


甸 1 莫 


不 同 速 度 下 为 
速度 (1l00ft/sec) 0 2 4 6 8 10 
空气 阻力 (100Ib) 0 2.90 14.8 39.6 74.3 119 
求 这 些 数据 的 插值 多 项 式 ， 估 计 飞 机 速度 为 
750ft/sec 时 的 空气 阻力 用 

p(t)=ao +at+azt? +ast’ 十 G4 +ast’ 
若 你 用 低 于 5 次 的 多 项 式 去 计算 ,结果 如 何 ? 
( 例如 ， 试 用 3 次 多 项 式 .) ” 


一 223 =9 
MX 十 N=3 


x 是 自 由 变量 


1-6 方程 组 的 通 解 是 空间 中 两 个 平面 相交 的 直线 


注意 : 要 点 是 一 般 解 要 描述 每 个 变量 ,参数 要 明显 标 出 . 下 面 的 写法 是 不 正确 的 : 


| =9+2x 
2 一 3 一 好 


Ja 一 3 一 2 


不 正确 的 解 


在 这 种 写法 中 ， 似 乎 总 和 为 都 是 自由 变量 ， 这 当然 是 不 对 的 ， 


2. 当 我 们 行 化 简 方程 组 的 增 广 和 矩阵， 得 


1 -2 -1 3 0 1 -2 -l 
-2 4 5 -5 3|~|0 0 
3 -6 6 8 2 


3 0 
1 3 
0 0 -3 -1 2 


1 -2 -1 3 0 
“| 6 3 
0 0 003 


G 〇 标 有 记号 [M] 的 习题 是 设计 为 利用 “和 矩阵 程序 ”来 求解 的 ,例如 MATLAB、Maple、Mathematica、MathCad、Derive 
或 有 矩阵 计算 功能 的 计算 器 ， 如 德州 仪器 公司 或 惠普 公司 所 制造 的 . 
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所 得 阶梯 矩阵 说 明 方程 是 不 相 容 的 ， 因 它 的 最 右 列 是 主 元 列 ; 第 3 行 相应 于 方程 0=5， 因 此 不 必 
再 进行 任何 行 变换 . 注意 ， 自 由 变量 在 此 问题 中 并 不 起 作用 ， 因 为 方程 组 是 不 相 容 的 


1.3 向 量 方程 


线性 方程 组 的 重要 性 质 都 可 用 向 量 概念 与 符号 来 描述 . 本 节 把 通常 的 线性 方程 组 与 向 量 方 
程 联系 起 来 . 和 名词“ 向 量 ” 出 现在 各 种 数学 和 物理 教科 书 中 , 在 第 4 章 我 们 将 讨论 “向 量 空间 
在 此 以 前 ， 我 们 用 向 量 表示 一 组 数 . 这 种 简单 的 思想 使 得 我 们 能 够 尽快 地 将 它们 应 用 于 有 趣 和 
重要 的 问题 . 


了 及 "中 的 向 量 
仅 含 一 列 的 矩阵 称 为 列 向 量 , 或 简称 向 量 , 包含 两 个 元 素 的 向 量 如 下 所 示 . 
| | 网 
u = ,二 ，W= 
一 ] 0.3 Ww 
这 里 w 和 w, 是 任意 实数 . 所 有 两 个 元 素 的 向 量 的 集 记 为 民 * ， 取 表示 向 量 中 的 元 素 是 实数 ， 而 
指数 2 表示 每 个 向 量 包 含 两 个 元 素 .” 


R? 中 两 个 向 量 相 等 ， 当 且 仅 当 对 应 元 素 相等 . 因此 ， | 和 | | 是 不 相等 的 我 们 称 及 :中 


向 量 是 实数 的 有 序 对 . 
给 定 及 ?中 两 个 向 量 w 和 vv， 它们 的 和 zz+y 是 把 对 应 元 素 相 加 所 得 向 量 . 例如 ， 


四 NERO 


给 定向 量 uw 和 实数 c, & 与 c 的 标量 乘法 (或 数 乘 ) 是 把 w 的 每 个 元 素 乘 以 c, 所 得 向 量 记 为 cu. 


例如 ， 
#u| | ,C=5, 则 = 引 -| 3; 


cu 中 的 数 c 称 为 标量 ( 或 数 )， 它 写成 细 体 字母 以 区 别 于 黑 斜 体 的 向 量 a. 
向 量 加 法 与 标量 乘法 也 可 以 组 合 起 来 ， 如 下 例 ， 


例 1 妆 定 =| | 和 ?=| 了 | 求 44 ，(-3)y 以 及 4u+(-3)v. 


、 “4 
4u+(-3)r = 四 + 加 | 


口 本 书 大 部 分 内 容 讨 论 元 素 为 实数 的 向 量 与 矩阵 . 然而 , 第 1~5 章 的 所 有 定义 和 定理 , 以 及 本 书 其 他 部 分 的 大 部 分 内 
容 ， 对 元 素 是 复数 时 也 成 立 ， 复 向 量 与 矩阵 应 用 于 在 电气 工程 和 物理 中 . 
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有 时 为 了 方便 ( 以 及 节省 篇 幅 )， 我 们 把 列 时 量 | | 写成 (3, -1) 的 形式 . 这 时 ， 我 们 用 


圆 括 弧 表 示 向 量 ， 并 在 两 个 元 素 之 间 加 上 逗号 ， 以 便 区 别 向 量 〈3, -1 ) 与 1x2 行 矩 阵 [3 -1]， 
后 者 使 用 方 括号 且 两 元 素 之 间 无 逗号 . 


于 是 四 [3 一]] 
因为 这 两 个 矩阵 的 维度 不 同 ， 尽 管 它们 有 相同 的 元 素 . 
及 的 几何 表示 


考虑 平面 上 的 直角 坐标 系 . 因 平面 上 每 个 点 由 实数 的 有 序 对 确定 ， 我 们 可 把 几何 点 (4.b) 与 
向 量 | "| 等 同 所 以 我 们 可 把 了 :看 作 平 面 上 所 有 点 的 集合 ， 见 图 1.7. 


向 量 | | 的 几何 表示 是 一 条 由 原点 ( 0,0 ) 指向 点 ( 3, -1 ) 的 有 向 线段 ( 用 箭头 画 出 )， 见 


图 1-7 ”用 点 表示 的 向 量 图 1-8 用 箭头 表示 向 量 


在 这 种 情况 下 ， 单 个 的 在 箭头 方向 上 的 点 本 身 并 不 重要 ” 
四 量 的 和 也 有 很 有 用 的 几何 意义 . 下 列 规则 可 用 解析 几何 的 知识 证 明 . 
问 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 


若 耻 "中 向 量 & 和 vw 用 平面 上 的 点 表示 ， 则 w+v 对 应 于 以 w, 0 和 "为 三 个 顶点 的 平行 四 
边 形 的 第 4 个 顶点 ， 见 图 1-9. 


0 


图 1-9 平行 四 边 形 法 则 


例 2 各 量 w=| ?| "| 和 = 如 图 1-10 所 示 . 


一 、 


口 在 物理 中 ,“ 稍 头 ”可 表示 力 ， 通 常 可 在 空间 中 自由 移动 ， 向 量 的 这 种 解释 将 在 4.1 节 讨 论 . 
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例 3 设 w=| | 在 图 上 表示 向 量 w,24 和 -u， 


解 ” 见 图 1-11， 其 中 表示 出 向 量 u， | S|-3u=| 2 2u 表示 的 箭头 长 度 是 z 表 


示 的 箭头 长 度 的 2 倍 ， 指 向 相同 的 方 癌 ， -3u 表 示 的 箭头 长 度 是 u 表示 的 箭头 长 度 的 2/3 倍 且 
指向 相反 的 方向 . 一 般 地 ，cu 表示 的 箭头 长 度 是 & 表示 的 箭头 长 度 的 1c1 倍 . [回忆 由 (0,0) 到 
(a,b) 的 线段 长 度 为 ya? +b* ， 我 们 将 在 第 6 章 做 进一步 的 讨论 .] 


X2 


u 的 倍数 u 的 所 有 倍数 的 集合 
等 1-11 而 
有 中 的 向 量 
了 R 中 的 向 量 是 3xl 列 矩 阵 ， 有 3 个 元 素 . 它们 表示 3 维 坐 标 空间 中 的 点 ,或 起 点 为 原点 的 
py 


箭头 ， 图 1-12 表示 问 量 a =|3 | 与 24. 


图 1-12 ”RR’ 中 向 量 的 标量 乘法 
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R" 中 的 向 量 
硅 n 是 正 整 数 ，R" 表 示 所 有 n 个 实数 数列 (或 有 序 n 元 组 ) 的 集合 , 通常 写成 nx1 列 矩阵 
的 形式 ， 如 


Un 
所 有 元 素 都 是 零 的 向 量 称 为 零 向 量 ， 用 0 表示 ( 0 中 元 素 的 个 数 可 由 上 下 文 确定 ) . 
RR" 中 癌 量 相 等 ， 向 量 加 法 与 标量 乘法 运算 类 似 于 RR? 中 的 定义 . 向 量 运算 有 下 列 性 质 ， 它 
们 可 直接 由 实数 的 相应 性 质证 明 . 见 本 节 末 的 练习 题 1 与 习题 33 和 34. 


R" 中 向 量 的 代数 性 质 
对 及 "中 一 切 向 量 w,v,w 以 及 标量 c 和 da ， 


(1) utv=v+u (V) clutv)=cutcy 


(11) (tv)+w=ut+(vy+w) (VI) (ctd)u=cu+t+du 
(i) uw+0=0+u=u ( Vi ) c(du) = (cd)(u) 
(1V) ut+(-u)=—-ut+u=0 (yh) lu=u 

其 中 -& 表示 (-1)u. 


为 了 简单 起 见 , 我 们 也 使 用 “向 量 减法 ”, 用 zx- 代替 xz+(-Dy ,图 1-13 说 明 wu-v 是 uw 和 -yp 
的 和 . 


Uy 


图 1-13 向量 减法 


线性 组 合 
给 定 展 " 中 向 量 mw,w，…p 和 标量 ,cx,…,c, ， 向 量 


= Ciyi1 十 … 十 Cnpn 
称 为 向 量 wm，…yn 以 cc,…cr 为 权 的 线性 组 合 . 上 述 性 质 (ji ) 使 我 们 在 计算 这 样 的 线性 组 合 
时 不 必 加 上 括号 . 线性 组 合 中 的 权 可 为 任意 实数 , 包括 零 . 例如 , 下列 向 量 都 是 w 和 vw, 的 线性 组 合 . 


1 1 
vV3w + 、 3" (=m tor, ? 0(= Ov + 0v,) 
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__ 2 
例 4 图 1-14 选择 性 给 出 向 量 w -| | 和 =| | 的 菜 些 线性 组 全 ( 注 : 图 中 平行 网 格 线 
是 通过 ww 和 v, 的 整数 倍 画 出 的 . ) 估计 由 vi 和 ov, 的 线性 组 合生 成 的 同 量 w 和 w. 


> 1 


a 


图 1-14 与 w 的 线性 组 合 
解 ”平行 四 边 形 法 则 说 明 z 是 3" 与 -2w 的 和 ， 即 


2 一 3pi 一 272， 
这 个 & 的 表达 式 可 以 解释 为 经 过 两 条 直线 路 径 从 原点 到 达 z 的 移动 指令 . 首先 在 vv 方向 移 到 3 
个 单元 到 达 3y, ， 然 后 在 v; 方向 (平行 于 经 过 vy, 和 0 的 直线 ) 移动 -2 个 单元 . 虽然 向 量 w 不 在 


网 格 线 上 ， 它 在 两 条 线 的 正中 间 ， 在 由 (5/2)v 和 (-1/2)v; 所 确定 的 平行 四 边 形 的 顶点 处 ( 见 图 
1-15 )， 因 此 


二 
下 面 的 例子 把 线性 组 合 与 1.1 节 、1.2 节 的 存在 性 问题 联系 起 来 . 
1 2 7 
例 5 se 41， 确 定 5 能 否 写成 a 和 a, 的 线性 组 合 ， 也 就 是 说 ， 
一 6 一 3 
确定 是 否 存 在 权 和 x, 使 
MG 十 X202 =b (1) 


坷 问 量 方程 (1 ) 有 和 解 ， 求 它 的 解 . 
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解 ”根据 向 量 加 法 和 标量 乘法 的 定义 把 问 量 方程 


1 2 7 
Xl—2|+x|5|= : 
—5 6 一 3 
个 人 个 
al a2 b 
Xl 2X2 7 
-EE 
一 9 各 OX» 一 3 
Xi + 2X2 7 
或 | 4 (2 ) 
一 XI 十 0O7x2 一 3 


(2 ) 式 左 右 两 边 的 向 量 相 等 当 且 仪 当 它们 的 对 应 元 素 相等 . 即 x, 和 和 x， 满足 向 量 方程 ( 1), 当 生 
仅 当 x 和 x 满足 方程 组 


Xi+2x2 = 7 
—2xX1+5x2 = 4 (3) 
Sx + 06x = —3 
我 们 用 行 化 简 算 法 将 上 述 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 化 简 ， 以 此 解 方 程 组 ”: 
1] 2 7 1 2 7 ] 2 7 1] 0 3 
-2 3 4|~ 9 18|~ 1 2|I~lI0 1 2 
-> 6 -3 0 16 32 0 16 32 0 0 0 
(3) 的 解 是 x =3,x, =2， 因此 4b 是 a 与 a; 的 线性 组 合 ， 权 为 x =3 和 x, =2， 贡 
2 7 
3 a =| 4 国 
一 6 一 3 
注意 例 5 中 原来 的 向 量 a, ，a; 和 卢 是 我 们 进行 行 化 简 的 增 广 和 矩阵 的 列 
1] 2 7 
-2 5 4 
-5 6 -3 
+ + 人 
a a bb 
让 我 们 将 此 矩阵 写成 另 一 形式 ， 使 它 的 列 备 受 关注 ， 即 
[a a; .6b] (4) 


这 样 , 由 向 量 方程 ( 1 ) 可 以 直接 写 出 增 广 和 矩阵 而 不 必 经 过 例 5 中 的 中 间 步 骤 . 就 是 按 它们 在 (1 ) 
中 出 现 的 次 序 排列 ， 就 得 到 和 矩阵 (4 ) . 


@ 记号 “~” 表 示 和 拖 阵 行 等 价 ( 见 1.2 节 ). 
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由 上 述 讨论 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 . 
向 量 方程 


XiQl1 + Xd2 ++ Xa, =b 


和 增 广 和 矩阵 为 


[a ds *** &, b| (二 
的 线性 方程 组 有 相同 的 解 集 . 特别 地 ,b 可 表示 为 ql,a,,…,a, 的 线性 组 合 , 当 且 仅 当 对 应 于 (5 ) 
式 的 方程 组 有 解 . 


线性 代数 的 一 个 主要 思想 是 研究 可 以 表示 为 某 一 固定 向 量 集合 fy,,v,…,v,} 的 线性 组 合 的 
所 有 问 量 . 
定义 ”车 yi,v2,…,v, 是 民 " 中 的 向 量 ， 则 yi,v,,…,Vp 的 所 有 线性 组 合 所 成 的 集合 用 记号 
Span{Vi,v2,…,Vp} 表示 ， 称 为 由 Vi,v,,…,v, 所 生成 (或 张 成 ) 的 下 "的 子 集 ， 也 就 是 说 ， 
Span{Vi,v2,…,V 5p} 是 所 有 形 如 
CVit em tt eo, 


的 向 量 的 集合 ， 其 中 ci,c,,…,c, 为 标量 . 
要 判断 癌 量 b 是 否 属于 Span{vi,v;,…,v,}， 就 是 判断 癌 量 方程 


XiV1 十 X2V2 十 … 十 Xpyp 三 及 
是 否 有 解 ， 或 等 价 地 ， 判 断 增 广 和 矩阵 为 [w mm…w b] 的 线性 方程 组 是 否 有 人 解 . 
注意 Span{w,y……yp} 包 含 的 所 有 倍数 ， 因 cw = cwi +0v +…+0v, ， 特 别 地 ， 它 一 定 包含 
零 问 量 . 
Span{v} 与 Span{u,v} 的 几何 解释 


设 y 是 恨 中 的 向 量 , 那么 Span{v} 就 是 v 的 所 有 数量 倍数 的 集合 ,也 就 是 通过 v 和 0 的 直线 
上 的 所 有 点 的 集合 ， 见 图 1-16. 

各 & 和 "是 玉 中 的 非 零 向 量 , v 不 是 ww 的 倍数 , 则 Span{u,v} 是 恨 ;中 通过 u,v 和 0 的 平面 ， 
特别 地 ，Span{u,v} 包含 民 ' 中 通过 w 与 0 的 直线 ， 也 包含 通过 v 与 0 的 直线 ( 见 图 1-17 ) . 


作 | $ 
*2 法 ry 
| ， 


图 1-16 ”Span{v} 是 通过 原点 的 直线 图 1-17 Span{u,v} 是 通过 原点 的 平面 
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1 一 3 
一 2 ， 要 ;7 二 ， b= 8 
3 ] 


问 b 是 否 在 该 平面 内 ? 
解 ” 方 程 ma + xas =b 是 否 有 解 ” 为 回答 此 问题 ， 把 增 广 和 矩阵 [a C2 引进 行 行 化 简 


—13 , 则 Span{fa,ez} 是 及 ”中 通过 原点 的 一 个 平面 ， 


一 3 


例 6 设 c = 


1 5 -3] [1 5-3|[11 5 -3 
-2 -13 8|~|0 -3 | 0 -3 
3 -3 1 [0 -8 10| 10 0 -2 
第 3 个 方程 为 0x, = -2 , 它 说 明 方 程 组 无 解 , 向 量 方程 we + za =5b 无 解 , 故 b 不 属于 Span{ai,a2} . 国 


应 用 中 的 线性 组 合 


本 节 最 后 一 个 例子 说 明 标 量 乘法 与 线性 组 合 在 某 一 个 量 ,例如 “成 本 ”"， 被 分 解 成 若干 部 分 时 的 
一 个 应 用 . 这 个 例子 的 基本 原理 是 ， 生 产 某 种 产品 的 单位 成 本 已 知 时 ， 可 求 出 生产 若干 个 单位 的 成 本 . 
{单位 数量 }x{ 每 单位 成 本 }={ 总 成 本 } 

例 7 某 公 司 生 产 两 种 产品 ， 每 美元 价值 的 产品 8 ， 公 司 需 耗费 0.45 美元 材料 ，0.25 美元 
劳动 , 0.15 美元 管理 费用 , 对 每 美元 价值 的 产品 C , 公司 耗费 0.40 美元 材料 , 0.30 美元 劳动 , 0.15 
美元 管理 费用 ， 设 


0.45 0.40 
b=|0.25| c=|0.30 
0.15 0.15 


则 5 和 称 为 两 种 产品 的 “单位 美元 产 出 成 本 ”. 
a . 问 量 100b 的 经 济 解 释 是 什么 ? 
b. 设 公司 希 望 生产 x 美元 产品 B 和 x 美元 产品 C. 给 出 描述 该 公司 花费 的 各 部 分 成 本 
( 材料， 劳动 ， 管 理 费 用 ) 的 向 量 . 
45 
0.25 上 后 
0.15| | 15 


解 a .我 们 有 
向 量 100b 列 出 生产 100 美元 的 产品 B 需 要 的 各 种 成 本 ， 即 45 美元 材料 、25 美元 劳动 、15 美元 
管理 费用 . 

b. 生产 美元 的 产品 B 的 成 本 由 向 量 5 给 出 ， 生 产 训 美元 的 产品 C 的 成 本 由 向 量 tc 给 
出 . 因此 总 的 成 本 为 Xb + x2c . 国 


练习 题 
1. 对 RR" 中 的 任意 向 量 w 与» ,证明 w+v=y+u. 
2. h 取 什么 值 时 ， 向 量 y 属 于 Span{viyv2,v3} ， 若 


1 
Vi =|—l1| ,vv;= 
—2 


0.45 
100b = 100 
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习题 1.3 
在 习题 1 和 2 中， 计算 z+yp 与 -27. 


| 


在 习题 3 和 4 中 ， 用 箭头 在 心平 面 上 表示 下 
列 向 量 ; wv, 一 y, 一 2v,u+v,uU 一 v,u 一 2v ,注意 wv 是 


a 
ee 


a” 
A 


3. Ww 与 yy 如 习题 1. 
4. 2 与， 如 习题 2. 
在 习题 5 和 6 中, 写 出 等 价 于 所 给 疝 量 方程 的 


线性 方程 组 . 
6 一 3 1 
$5. x|—ll+ x | 一 7 
5 0 -5 


sl jj 
3 5 6 0 

利用 附带 的 图 把 习题 7 和 8 中 的 向 量 用 w 和 vw 
的 线性 组 合 表示 . 有 R* 中 的 任意 问 量 是 否 一 定 是 癌 
量 w 和 vw 的 线性 组 合 ? 
7. 问 量 a,b,c,d 8. 问 量 w,x,y,z 

在 习题 9 和 10 中 写 出 等 价 于 给 出 的 方程 组 的 
向 量 方程 


9. op +Sx3=0 10. 425 十 XT 二 + 3x = 9 
4X 二 6z 一 Xx;=0 KN—7X—2X= 2 
一 局 十 3x2 一 8 二 0 8xi+ Ox,— Sx;=15 


在 习题 11 和 12 中 ， 确定 Bb 是 否 qi,a,,a; 的 线 
性 组 合 . 


了 7 


1 0 2 一 
12. di =|—2 a; 三 | ,03=|01,65= 11 
2 $ 8 一 7 
在 习题 13 和 14 中 ,确定 5 是否 矩 阵 4 的 各 列 
向 量 的 线性 组 合 . 
1] 4 2 3 
13. A=| 0 3 SI1,b=| -7 
-2 8 -4 —3 
1 -2 -6 11 
14. A=|I0 3 7|1,8=|-5 
1 -2 5 9 


在 习题 15 和 16 中 , 写 出 属于 Span{y1,v2} 中 的 
5 个 向 量 以 及 用 来 生成 这 些 向 量 的 vv 的 权 ,并 写 
出 这 些 向 量 的 3 个 元 素 . 不 用 画图 . 


7 -5 
15. y=!: 1| ,v=|: 3 
-6 0 
3 -2 
2 3 
1 -2 4 
17. 设 @ = 本 -3| ,5=|1|， 当 4h 取 何 值 
-2 7 
时 5 是 在 al 和 a, 生 成 的 平面 内 ? 
1 -3 h 
18. 设 m =| 0| ,wm%=| 11 ,y=| -5|, 当 有 hh 取 任 何 
-2 8 -3 


值 时 y 在 v, 和 v, 生 成 的 平面 内 ? 
19. 对 下 面 的 向 量 ， 给 出 Span{vi,v2} 的 几何 解释 ， 


8 12 
Yi 三 2 2 三 3 
-6 -9 
20. 对 习题 16 中 的 向 量 ， 给 出 Span{vi,v2} 的 几何 


解释 . 


了 2 


21 流 w=| ， ,=| ?| 证明 :对 所 及 和 k ,| 


属于 Span{u,v}. 
22. 构造 一 3 x 3 无 零 元 素 的 矩阵 4 和 一 到 中 的 向 
量 b， 使 得 b 不 属于 4 的 列 向 量 的 生成 集 . 
在 习题 23 和 24 中 , 判断 下 列 命题 的 真 假 , 给 
出 理由 . 


23. a 向 量 | | 的 男 一 个 写法 是 [-4 习 


[ew 


平面 上 对 应 于 | -| 和 | | 的 两 点 位 二 通过 


原点 的 一 条 直线 上 . 
c. 向 量 > 是 向 量 几 和 请 的 线性 组 合 . 


. 增 广 矩 阵 为 [ea， ai bj 的 线性 方程 组 的 解 
集 与 向 量 方程 wa + xxaas + x43 = 的 解 集 相 
同 . 

e, 集 Span{u,v} 总 是 表示 通过 原点 的 一 个 平面 . 

. 任意 5 个 实数 组 成 的 数列 是 Ri 中 一 个 向 量 ， 

b. 癌 量 w 等 于 向 量 &-v 与 向 量 y 之 和 . 

.在 线性 组 合 cvitews+…+cov, 中 ， 权 
cl, cz，…,cp 不 能 全 为 0. 

d. 当 ww 和 vv 是 非 零 向 量 时 ，Span{w,v} 包含 通 
过 与 原点 的 直线 ， 

.对 应 增 广 和 矩阵 [a，a, a bj] 的 线性 方程 组 
是 否 有 和 解 的 问题 等 价 于 5b 是 否 属于 
Span{fa, ea, a;] 的 问题 . 


1 0 -4 4 
0 3 -2| ,b= 


L 
小 
a 


[要 


人 


25., 设 A= 9 bl qa,a ,a 表示 


l 
-2 .6 3 一 4 
4 的 各 列 . 并 设 W =Span{ai,a;,a;}. 
a. 五 是 否 属于 {a, az, a3} ?在 {qa, ea a;} 中 
有 多 少 个 向 量 ? 
b. 5 是否 属 于 W ?，W 中 有 多 少 个 向 量 ? 
c. 证 明 : a 属于 W (提示 : 不 必 作 行 变换 ) . 
2 0 0 10 
-1] 8 本 3 
1 -2 1 3 


26. 设 4= ， 设 多 为 4 的 列 


27. 


28. 


29. 


儿 1 有 村 


向 量 的 所 有 线性 组 合 的 集合 . 

a. 上 了 是否 属于 W? 

b. 证 明 : 4 的 第 3 列 属于 W. 

某 矿业 公司 有 两 个 矿 ，#1 矿 每 天 生产 20 吨 铀 
和 550 公斤 银 ， 扎 矿 每 天 生产 30 吨 铜 和 500 


20 30 
\ 1 一 一 2 
公斤 银 ， 设 m | :| | 则 yy 和 


分 别 表 示 #1 矿 与 #2 矿 的 “日 产 出 ”.， 

a. 问 量 5v, 有 什么 实际 意义 ? 

b. 设 该 公司 的 得 矿 生产 x 天 , 报 矿 生产 x 天 ， 
写 出 表示 该 公司 生产 150 吨 铜 与 2 825 公斤 
银 时 , 各 矿 生 产 天 数 的 向 量 方程 ,不 必 解 方 
程 . 

c，[M] 解 (b ) 中 的 方程 . 

某 蒸 汽 厂 烧 两 种 煤 : 无 烟煤 ( A ) 和 烟煤 (B )， 

每 吨 煤 A 燃 烧 产 生 27.6 百 万 焦耳 的 热量 ,3 100 

死 二 氧化 硫 和 250 克 固 体 粒子 污染 物 . 每 吨 煤 

B 燃烧 产生 30.2 百 万 焦耳 的 热量 ，6 400 克 二 

氧化 硫 和 360 克 固 体 粒 子 污染 物 . 

a. 若 该 厂 燃烧 x 吨 煤 A 和 x 吨 煤 B， 它 产 出 
多 少 热量 ? 

b. 设 该 三 的 产 出 可 用 它 产 出 的 热量 ,二 氧化 硫 
和 固体 粒子 污染 物 的 量 构成 的 向 量 表示 . 
把 这 个 产 出 用 两 个 向 量 的 线性 组 合 表示 , 设 
它 燃 烧 煤 A x 吨 和 煤 Bx, 吨 . 

c.，[M] 设 某 一 段 时 间 , 该 厂 生产 162 百 万 焦耳 
的 热量 , 23 610 克 二 氧化 硫 和 1 623 克 固 体 
粒子 污染 物 ， 写 出 向 量 方程 ， 并 确定 该 厂 
烧 了 两 种 煤 各 多 少 吨 ? 

设 ,mm 是 下 "的 点 ， 且 对 了 =12…, 大 在 

点 vv) 有 质量 为 mj 的 物体 . 物理 学 家 称 这 些 物 

体 为 质点 . 这 个 质点 系 的 总 质量 为 

更 二 11 十 ji + .+m 


质点 系 的 重心 ( 或 质心 ) 是 


— 1 
三 


— (mb 十 Fly 十:…: 十 mv ) 
ni 


计算 由 下 列 质点 组 成 的 质点 系 的 重心 ( 见 下 a. 求 这 块 薄板 的 质心 坐标 (x,y) .这 块 薄板 的 
图 ): “平衡 点 ”与 在 三 个 顶点 上 有 1 克 质 量 的 东 
点 质量 板 的 质心 相 重合 . 
ne 2 克 b. 求 如 何在 三 个 顶点 上 分 布 额外 的 6 克 物 质 ， 
v2 =(4 ,3 , -2) 5 克 使 得 薄板 的 平衡 点 定位 在 点 (2,2) 上 .( 提 
v3 =(-4, -3, —l) 2 克 示 : 设 mw,w,w 分 别 表 示 加 在 三 个 顶点 上 的 
"4 =(-9, 8, 6) 1 克 质量 ， 则 w+w+w=6.) 


32， 考虑 在 RR 中 的 向 量 V1 ,V2 ,73 和 1 如 下 图 所 
方程 XiV! 十 X2VY2 + xav3=b 是 否 有 解 ? 解 是 
否 惟一 ? 使 用 图 形 给 出 解释 . 


y 
和 3 


30. 设 v 为 习题 29 中 的 一 组 质点 vy…,vi 的 质心 ， 
v 是 否 属于 Span{v…,vi} ?给 出 理由 . 
31. 一 块 密度 和 厚度 均匀 的 三 角形 薄板 , 其 三 个 顶 


点 分 别 是 yi = (0,1),v, = (8,1),v3 =(2,4) 如 下 图 33, 设 u = (Ui,U,*, Un ) ,了 一 (Viyy VY, ) ,W = (Wi, 
所 示 ， 且 其 质量 为 3 元. wwi) ， 证 明 了 "的 下 列 代数 性 质 : 


a. (Ut+y)+w=uUu+(V+w). 
b，c(u+v)=cu+cv, 其 中 c 为 任意 数 . 

34. 设 w= (www,…,us) ， 证 明 RR" 的 下 列 代数 性 质 : 
a. U+(-u)=(-u)+u=0. 


b，c(du) = (cd)u,， 其 中 c,d 为 任意 数 . 


练习 题 答案 
1. 取 屎 "中 任意 回 量 & = (四 zz) Y= (Vi,V2,……,Vn) ， 
Ut+y=(U + Ut+V2,, Un 十 Vn) 向 量 加 法 的 定义 
= (Vi 十 Wi， V2 十 MK2……yVn + un) 及 中 加 法 交换 律 


=y+u 向 量 加 法 的 定义 
2. 向 量 属于 Span{w, v2, v3} ， 当 且 仅 当 存 在 数 %, xi, 为 使 
1 3 一 3 一 4 
Xl—1|l+x|i—4|+x3| 1|=| 3 
一 2 一 7 0 h 


该 向 量 方 程 等 价 于 含 3 个 未 知 数 的 3 个 方程 组 成 的 方程 组 . 化 简 这 个 方程 组 的 增 广 和 矩阵， 得 


费 1 莫 


34 
1 > -3 4 1] 5 -3 -4 1 5 -3 -4 
-ll 一 1 3|I~I0 1 -2 -1 |~|I0 1 -2 -| 
-2 -7 0 hl 03-6 h-8| I00 0 h=5 


当 且 仅 当 第 4 列 没有 主 元 时 , 方程 组 是 相 容 的 , 也 就 是 说 ，h -5 必须 为 0, 因此 当 且 仅 当 =5 时 ，y 属 
于 Span{y, v2, Vv3} . 见 图 1-18. 
记 住 : 方程 组 中 有 自由 变量 并 不 能 保证 方程 组 有 解 . 


一 4 
3 
h 


图 1-18 当 h=5 时 ， 点 位 于 与 平面 相交 的 直线 上 


1.4 ”和 矩阵 方程 Ax =b 


线性 代数 中 的 一 个 基本 思想 是 把 向 量 的 线性 组 合 看 作 矩 阵 与 向 量 的 积 . 下 列 定义 允许 我 们 
将 1.3 节 的 某 些 概念 用 新 的 方法 表述 出 来 . 
定义 若 A 是 mxn 纶 阵 ， 它 的 各 列 为 ql,…,a,. 若是 及 ” 中 向 量 ， 则 4 与 此 的 积 ， 记 为 Lx ， 
就 是 A 的 各 列 以 x 中 对 应 元 素 为 权 的 线性 组 合 ， 即 
Xl 


xX2 
Ax=[a, a, … a,] | .|=xiai + xas + + x,a, 


Xn 


注意 Ax 仅 当 4 的 列 数 等 于 x 中 元 素 个 数 时 才 有 定义 . 


例 1 
4 
* os 3) -drs)el s)-lolLsl:la]-le] 
J 0 -5 3| 10| 1-15| |21| 16 
2 2 -3 8] [-21| [~13 
b. | 8 0| | |= 8|+7| 0|=| 32|+| 0|=| 32 
-5 2 -5 21 1320 4 6 疙 


例 2 对 下" 中 wm,m,w ， 把 线性 组 合 3w -S$w +7w 表 示 为 矩阵 乘 向 量 的 形式 . 
解 ” 把 vy,v,,v; 排 列 成 矩阵 A ， 把 数 3，-5，7 排列 成 向 量 x ， 即 
3 
3 -S$y: +7y3 =[w， v, v3] |-5|= Ax 
7 南 
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在 1.3 节 中 我 们 学 习 了 将 线性 方程 组 写成 包含 向 量 线性 组 合 形式 的 向 量 方程 , 例如 , 方程 组 
Xi 十 272 一 Xx 三 4 (1) 
— SX» 十 32X3 =] 


| ， 


如 例 2 所 示 ， 我 们 也 可 将 方程 左边 的 线性 组 合 写成 矩阵 乘 向 量 的 形式 ，( 2 ) 成 为 


Xl 
| 2 3 n -| (3) 
0 -5 3 | Ll 
方程 (3 ) 有 形式 hx =b ， 我 们 称 这 样 的 方程 为 矩阵 方程 ， 以 区 别 于 (2 ) 式 那 样 的 向 量 方程 . 
注意 ( 3 ) 中 的 矩阵 仅 是 方程 (1 ) 中 的 系数 矩阵 ， 类 似 的 计算 说 明 ， 任 何 线性 方程 组 ， 或 


类 似 于 (2 ) 式 的 向 量 方程 ， 可 以 写成 等 价 的 形式 为 Ax = 的 矩阵 方程 ， 这 一 简单 的 观点 将 在 
本 书 中 重复 使 用 . 


等 价 于 


下 面 是 正式 的 结果 . 
定理 3 车 4 是 mx 矩阵 ， 它 的 各 列 为 @ ,eg&,， 而 五 属于 下”， 则 矩阵 方程 
Ax=b (4) 
与 向 量 方程 
XAi+ Xd ++xa, =b (5 ) 
有 相同 的 解 集 . 它 又 与 增 广 矩阵 为 
[lal a, :… a, b] (6) 


的 线性 方程 组 有 相同 的 解 集 . 


定理 3 给 出 了 研究 线性 代数 问题 的 一 个 有 力 工具 ， 使 我 们 现在 可 将 线性 方程 组 用 三 种 不 同 
但 彼此 等 价 的 观点 来 研究 : 作为 矩阵 方程 、 作 为 向 量 方程 或 作为 线性 方程 组 ， 当 我 们 构造 实际 
生活 中 某 个 问题 的 数学 模型 时 ， 我 们 可 自由 地 选择 任何 一 种 最 自然 的 观点 . 于 是 我 们 可 在 方便 
的 时 候 由 一 种 观点 转向 另 一 种 观点 . 任何 情况 下 ， 和 矩阵 方程 、 向 量 方程 以 及 线性 方程 组 都 用 相 
同方 法 来 解 一 一 即 用 行 化 简 算 法 来 化 简 增 广 和 矩阵 (6 ) . 其 他 解法 将 在 以 后 讨论 . 


解 的 存在 性 
Ax 的 定义 直接 导致 下 列 有 用 的 事实 . 


方程 hr =b 有 和解 当 且 仅 当 bb 是 A 的 各 列 的 线性 组 合 ， 


在 1.3 节 中 ， 我 们 考虑 了 存在 性 问题 ， 六 是 否 属于 Span{fe,…a,}? ”等 价 地 ,“ Ax =b 是 
否 相 容 ?” ”一 个 更 困难 的 问题 是 要 确定 方程 hx =b 对 任意 的 5 是 否 有 和 解 . 
] 3 4 b. 
-4 2 -6 bs 
-3 —2 一 7 b; 


例 3 设 4= ,b=|b, |. 方程 hx =b 是 否 对 一 切 可 能 的 b,b,,b 有 解 ? 


36 寓 耻 但 


解 把 4xr=z8 的 增 广 矩阵 行 化 简 ， 


1 3 4 hb 1 3 4 b 1 3 4 b 
-4 2 -6 b,|~|I0 14 10 b+4b|~I0 14 10 b, + 4b, 
-3 -2 -1 b&b 0 TT 3 + 


8 0 0 b+3b -7 (ba+4b) 


增 广 列 的 第 3 个 元 素 为 b -有 + ,方程 Ax =b 并 不 是 对 一 切 的 b 都 有 解 ， 因 hb ->b + 可 能 


不 为 零 . 而 
例 3 中 的 简化 矩阵 描述 了 使 Ax =b 有 解 的 所 有 5b 的 集合 ; b 必须 满足 


b, -= +bs=0 
这 是 及 中 一 个 通过 原点 的 平面 ， 这 个 平面 就 是 4 的 3 列 的 所 有 线性 组 合 的 集合 ， 见 图 1-19. 


X3 


X2 


图 1-19 4=[e a, a;j] 的 各 列 生成 通过 原点 的 平面 


例 3 中 的 方程 hx =b 并 非 对 所 有 的 b 都 相 容 ， 这 是 因为 4 的 阶梯 形 含 有 零 行 . 假如 4 在 所 
三 行 都 有 主 元 ， 我 们 就 不 必 注 意 增 广 列 的 计算 ， 因 为 这 时 增 广 矩 阵 的 阶梯 形状 不 可 能 产生 如 
[0 0 0 也 的 行 . 
在 下 一 定理 中 ， 当 我 们 说 4 的 列 生成 阴 " 时 ， 意 思 是 说 及 "中 的 每 个 向 量 汪 都 是 4 的 列 的 线 
性 组 合 . 一 般 地 ，R”" 中 向 量 集 {v1,…,v,} 生 成 民 "， 意思 是 说 ，R" 中 的 每 个 向 量 都 是 yy,…,v, 的 
线性 组 合 ， 即 Span{v1,…,v,}= RR”. 


定理 4 设 4 是 mmx7 给 阵 ， 则 下 列 命题 是 逻辑 上 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 对 某 个 4 ， 它 们 都 成 
立 或 者 都 不 成 立 . 
.对 及 ”中 每 个 pb， 方程 Ax =b 有 解 . 
了 "中 的 每 个 六 都 是 4 的 列 的 一 个 线性 组 合 . 
A 的 各 列 生 成 妥 ”. 
A 在 每 一 行 都 有 一 个 主 元 位 置 . 


SE 
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定理 4 是 本 章 中 最 有 用 的 定理 之 一 . 命题 (a)、(b) 和 (c) 等 价 是 根据 hx 的 定义 和 一 组 
向 量 生 成 了 "空间 的 含意 而 得 到 的 . 再 根据 例 3 后 面 的 讨论 得 到 命题 (a) 和 (d ) 等 价 . 定理 完 
整 的 证 明 在 本 节 末 尾 中 给 出 . 在 习题 中 给 出 应 用 定理 4 的 例子 . 


警告 ”定理 4 讨论 的 是 系数 矩阵 ， 而 非 增 广 矩 阵 ， 若 增 广 和 矩阵 [4 引 j 在 每 一 行 都 有 主 
元 位 置 ， 方 程 Ax =b 可 能 相 容 ， 也 可 能 不 相 容 . 
Ax 的 计算 


例 1 中 的 计算 是 根据 矩阵 4 与 向 量 x 的 乘积 的 定义 . 下 面 的 例子 给 出 手工 计算 4x 的 元 素 的 一 


种 更 有 效 的 方法 ， 

2 3 4 
-1 5 -3 
6 -2 8 


例 4 计算 Ax ， 其 中 4= 


解 ”由 定义 


2 3 4 | 入 2 3 4 
一 ] 9 一 3 X2 | 二 Xi 一 ] | 十 2 S$ | + 3 一 3 
6 —2 8|1x 6 一 2 8 


(7) 


2 3X2 4x3 2xX1 + 33x + 4x 
一 | 一 Xi | 十 Sx» 十 一 3203 一 | 一 Xl + SX 一 323 
Oxi 一 2X2 8x3 Oxi — 2x, + $x 


矩阵 Ax 的 第 一 个 元 素 是 4 的 第 一 行 与 中 相应 元 素 乘 积 之 和 ( 有 时 称 为 点 积 )， 即 


| 


此 矩阵 说 明 ， 如 何 直 接 计算 Ax 中 的 第 一 个 元 素 ， 而 不 必 像 (7 ) 中 那样 写 出 所 有 运算 步骤 .类 
似 地 ，4x 中 的 第 二 个 元 素 可 以 直接 把 4 的 第 二 行 各 元 素 与 x 中 对 应 元 素 相 乘 再 求 和 得 出 : 


-1] 3 —3 
3 


类 似 地 ，Ax 中 第 3 个 元 素 可 由 4 的 第 3 行 与 x 的 元 素 算出 . 关 
计算 4x 的 行 一 一 向 量规 则 


Xl 2xX1 十 3X2 + 4xX 


X3 


Xl 


X2 | 三 | Xi 十 97X2 — 3x3 


若 乘积 Ax 有 定义 ， 则 Ax 中 的 第 i 个 元 素 是 4 的 第 i 行 元 素 与 x 的 相应 元 素 乘 积 之 和 . 


-oe _[3 
[0:4+(-5):3+3.7| |6 
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2 -3 4 2.4+(-3).7 13 
b. | 8 0 小- 8.4+0.7 |=| 32 
-3 2 (-5).4+2.7 


l:r +0:s +0.:t 
O0-.r+l:s+0.: 
O.r+O.s+1-:r 
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例 5(c) 中 的 矩阵 ， 主 对 角 线 上 元 素 为 1， 其 他 位 置 上 元 素 为 0， 这 个 矩阵 称 为 单位 矩阵 ， 
并 记 为 1，(c) 中 的 计算 说 明 ， 对 任意 及 中 的 zx ， 疾 =Y. 类 似 地 ， 有 mxza 单 位 矩阵 ， 有 时 记 
为 1,， 如 (c) 中 所 示 ， 对 任意 有 R" 中 的 x，Jx=Xx. 


和 矩 阵 -向 量 积 Ax 的 性 质 
下 面 乍 理 中 的 事实 是 重要 的 ， 在 本 书 里 经 常 使 用 ， 它 们 的 证 明 依赖 于 hx 的 定义 及 疏 " 的 代 


定理 5 若 4 是 1rixF 短 阵 ， z& 和 ”是 及 "中 向 量 ， c 是 标量 ， 则 


a. A(u+v)= Au+ Avr. 
b,. A(cu)=c(Au). 


证 ”为 简单 起 见 ， 取 n=3，A=[aia，as],uyv 为 有 R! 中 的 向 量 (一 般 情 况 的 证 明 类 似 )， 对 
i=1,2,3, 设 4 和 vw 分 别 为 w 和 vw 的 第 i 个 元 素 . 为 证 明 (a), 把 A(u+v) 作 为 4 的 各 列 的 以 w+v 
的 元 素 为 权 的 线性 组 合 来 计算 . 


ft 十 Wi 
4(z+y)=|Lail 他 2 a | U2 + Vy 
U3 十 了 3 
xz+? 的 元 素 
= (ui 站 + (U2 + v2) + (Us + Vs a 
4 的 各 列 
一 (CI + Wd 十 1303 ) + (VIA + Vd + Vd;) 
= Au+ Avy 
为 证 明 (b )， 把 A(cw) 作 为 4 的 各 列 以 cu 的 各 元 素 作 为 权 的 线性 组 合 来 计算 . 
CH 
A(cu) =[la az a;] “ = (cui)ai + (cu )Q2 + (cus)a3 
CH 


= CGI ) +Cc(GtC2 ) + cua;) 
= CCUGI + U0 + usa) 
=c(Au) 


数值 计算 的 注解 ”为 使 计算 hx 的 计算 机 算法 最 优化 ， 一 系列 的 计算 对 存储 在 相连 的 
存储 单元 中 的 数据 进行 . 矩阵 计算 中 最 广泛 运用 的 算法 是 用 Fortran 语言 写成 的 , 它 把 
矩阵 作为 若干 列 来 存储 ， 这 样 的 算法 把 hr 作为 4 的 列 的 线性 组 合 来 计算 . 对 比 而 言 ， 
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若 程 序 用 通用 的 C 语言 来 写 ， 它 把 矩阵 按 行 存 储 ， hx 就 必须 用 另 一 种 规则 计算 ， 这 

种 算法 使 用 4 的 行 . 

定理 4 的 证 明 如 定理 4 后 面 所 指出 的 ， 命 题 (a), (b) 和 (c) 逻辑 上 等 价 ， 因 此 ， 这 里 
只 需 证 明 ( 对 任意 矩阵 A ) 命题 (a) 和 (d) 同时 为 真 ， 或 同时 为 假 ， 就 可 以 建立 四 个 命题 的 
等 价 性 . 

设 U 为 4 的 阶梯 形 . 给 定 东 "中 的 上 ， 我 们 可 把 增 广 和 矩阵 [4 妇 行 化 简 为 增 广 和 矩阵 [5 d] ， 
这 里 4 是 及 "中 的 某 个 向 量 . 

[4 bl~.…~[U dd 

在 (d) 成 立 ,U 的 每 一 行 包含 一 个 主 元 位 置 而 在 增 广 列 中 不 可 能 有 主 元 . 故 对 任意 ， 
Ax =b 有 解 ， 故 (a) 成立. 若 (d) 不 成 立 ,，U 的 最 后 一 行 都 是 0， 设 d 是 最 后 一 个 元 素 为 1 
的 向 量 ， 于 是 [UV qj 代表 一 个 不 相 容 的 方程 组 ， 因 行 变换 是 可 道 的 ，[U dd 可 变换 为 形 如 [4 中 


的 矩阵 ,所 得 方程 组 hx =b 也 是 不 相 容 的 , 故 (a ) 也 不 成 立 . 国 
练习 题 
1 $5 -2 0 ; 一 7 
1 设 4=|-3 1 9 -5|,p=| ,| ,5=| 9|， 可 以 证 明 p 是 Ax=5 的 一 个 解 . 应 用 这 个 事实 把 bp 表示 
4 -8 -1 7 0 
为 4 的 列 的 线性 组 合 ， 


2. 设 4-|3 | ， -| ， -| | 计算 A(w+v) 和 Au + Av 来 验证 定理 5 (a). 


1 . 


习题 1.4 
计算 习题 1~4 中 的 乘积 , ( a ) 像 例 1 那样 使 用 7 -3 1 
定义 ，(b ) 使 用 计算 Ax 的 行 向 量规 则 . 若 某 一 个 。 | 2 | 
乘积 没有 定义 ， 加 以 说 明 . 2 5 , 
-4 2 3 2 4 。 , , 
| | | 图 一] 3 -8| | -8 
0 1 7 一 7. A 十 2 + Xa = 
7 -5 0 0 
4 1 2| | -7 


1 
8 3 -4 

4 | I 
; 1 2 


6 5 
2 
3. | -4 -3 加 
7 :| 1 
在 习题 5~8 中 ,使 用 hx 的 定义 把 矩阵 方程 写 
成 向 量 方程 ， 或 反 过 来 . 


， 


在 习题 9~10 中 ， 将 方程 组 写成 向 量 方程 和 抢 


5 阵 方 程 . 
5 1 -8 4]|-1i| f-8 9. 3 一 5 =9 10. 86- 六 =4 
> 2 -7 3 | 3 -| Xs+4x; 三 0 SX+ 4x 二 1 


—2 区 1 一 3x; = 2 
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在 习题 11~12 中 , 给 定 A 和 4b ， 写 出 对 应 矩阵 方 
程 Ax =b 的 增 广 矩阵 并 求解 ， 将 解 表示 成 向 量 形式 . 


| < 
ll. 4=| 0 1 5|,b=| 2 
-3 9 
放生 三 0 
这 | | | | 
和 包 = 
0 3 -5 
13. 设 w=|4|, 4=|-2 6| ,是 否 在 由 4 的 列 
4 疏 


所 生成 的 了 及” 的 子 集中 ?( 见 图 1-20. ) 为 什么 ? 


u 在 何 处 


图 1-20 


2 3 7 
一 3 0 1 -l 
2 13 0 


列 所 生成 的 有 R 的 子 集中 ? 为 什么 ? 
, 2 一 ] bl 、 
15. 设 4=| 5 3 b=| 2 | ,证明 方程 r=5 不 是 
对 一 切 都 相 容 ， 并 说 明 使 hx =b 相 容 的 所 有 
向 量 b 的 集合 . 
] -3 一 4 
= b, 
= = b; 
习题 17~20 用 到 下 面 的 矩阵 4 和 B, 给 出 回答 
以 及 用 到 的 定理 . 
LL i 
1 1 = 3 ns Ci 
0 2-8| 11 半 - 寺 本 
= 0 -3 -8 2 -| 
17. 4 中 有 和 多少 行 包含 主 元 位 置 ? 方程 hx =b 是 否 
对 有 R“ 中 的 每 个 b 都 有 解 ? 


14. 设 x= ,A= ，U 是 否 在 由 A 的 


b, 


16. 又 设 4= ,b= ， 重 复 15 题 . 


20. 


21. 


Zt 


23. 


24. 


席 1 路 


.8B 的 列 是 否 可 以 生成 民 ? 方程 Bx =y 是否 对 


R* 中 的 每 个 y 都 有 解 ? 


.有 R“ 中 的 每 个 向 量 都 可 以 写成 矩阵 4 的 列 的 线 


性 组 合 吗 ? 4 的 列 是 否 可 以 生成 民 *? 
RR* 中 的 每 个 向 量 都 可 以 写成 矩阵 B 的 列 的 线 
性 组 合 吗 ? B 的 列 是 否 可 以 生成 民 *? 

1 0 | 


一 1 0 
i = ,V2 = V3 = ,{V1i,V2,V3} 是 
改 J Vp» 0 3 0 {V1,v2,V3} 
0 1 一 ] 
否 生成 及 ?为 什么 ? 
0 0 4 
设 Vy] 三 0 ,p> 二 一 3 ,3 三 一 ] , {V1, V2, V3} 是 
一 2 8 一 9 
否 生 成 民 ? 


习题 23~24 中 , 判断 各 命题 的 真 假 , 给 出 理由 . 

a. 方程 Ax =b 称 为 向 量 方程 ， 

b. 向 量 b 是 矩阵 4 的 列 的 线性 组 合 , 当 且 仅 当 
方程 Ax =b 至 少 有 一 个 解 . 

. 方程 hx =b 相 容 ， 当 且 仅 当 增 广 矩 阵 [4 5] 
的 每 一 行 有 一 个 主 元 位 置 . 

d. 乘积 Ax 的 第 一 个 元 素 是 乘积 的 和 |. 

e. 若 mxn 和 矩阵 4 的 列 生成 及 ”， 则 对 R” 中 任 
意 的 b， 方程 Ax =b 相 容 . 

f. 若 4 是 mx 矩阵 , 且 方 程 hx =b 对 有 R” 中 某 
个 是 不 相 容 的 , 则 4 不 能 在 每 一 行 都 有 一 
个 主 元 位 置 . 

a. 每 个 矩阵 方程 Ax = 对 应 一 个 有 相同 解 集 
的 向 量 方程 . 

. 问 量 的 任何 线性 组 合 总 可 以 写成 hx 的 形 
式 ，4 是 适当 的 矩阵 ，x 是 适当 的 向 量 . 
c. 增 广 和 矩阵 为 [ea as b] 的 线性 方程 组 的 解 
集 与 方程 Ax=b 的 解 集 相 同 ， 其 中 

pF 全 ] 

. 看 方程 ，4x =b 不 相 容 , 则 bb 不 属于 4 的 列 
生成 的 集合 . 

e. 若 增 广 和 矩阵 [4 bj] 在 每 一 行 有 一 个 主 元 位 


OO 


ST 


[wm 


线性 代 费 只 后 线性 大 验 组 


一 一 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


置 ， 则 方程 Ax =b 不 相 容 . 
f. 若 4 是 mxn 和 矩阵 , 它 的 列 不 生成 R”, 则 对 
恨 ” 中 某 个 b， 方程 hx =b 不 相 容 . 


4 -3 11f-3] [-7 
由 等 式 | 5 -2 5||-1i=|-3| 求 出 标量 
-6 2 -3 : 10 
c,c2,C;( 不 用 行 变 换 ) 使 
-7 4 -3 1 
-| 5 a ; 
10 -6 2 -3 
7 3 6 
设 u= | ,WwW =ili, 已 知 3w-Sv-w=0 
5 3 0 
7 3 6 
解 方程 ( 不 用 行 变换 ) |2 1 了 |- 
5 3| 一- |0 


设 g,9g,g;, 和 是 了 :中 的 向 量 ，zpe 是 标 
量 ， 将 向 量 方程 nag, +zga + 293=? 写成 一 个 
矩阵 方程 ， 注 意 你 选用 的 符号 . 

使 用 符号 wm,w，: 表 示 向 量 , ci,c,,… 表示 标量 ， 
重 写 下 面 的 ( 数值 ) 矩阵 方程 . 给 出 每 个 符号 


表示 的 意义 . 矩阵 方程 如 下 : 
一 3 


构造 一 个 3x 3 非 阶梯 形 和 矩阵 ， 使 得 矩阵 的 列 
可 以 生成 及 . 说 明 你 构造 的 矩阵 具有 这 种 属 
性 . 

构造 一 个 3x3 非 阶梯 形 和 矩阵， 使 得 矩阵 的 列 
不 可 以 生成 腿 '. 说 明 你 构造 的 矩阵 具有 这 种 
属性 . 

设 A4 是 3x2 矩阵， 说 明 为 什么 方程 hx =b 不 
可 能 对 所 有 了 到: 中 的 向 量 b 都 是 相 容 的 . 推广 
你 的 结论 到 任意 行 数 多 于 列 数 的 矩阵 4. 


R’ 中 的 3 个 向 量 能 否 生 成 整个 RR*"? 说 明理 由 . 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41., 


42. 
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当 m>n 时 ，R” 中 的 n 个 向 量 是 能 否 生成 R”? 

设 A 是 4x3 和 矩阵 ，b5 是 人 R' 中 的 任 一 向 量 , 且 

Ax =b 有 惟一 解 . 由 此 可 知 4 的 简化 阶梯 形 

是 怎样 的 ”给 出 理由 . 

设 4 是 3x3 和 矩阵 ，8 是 到 中 的 任 一 向 量 ， 且 

Ax =b 有 惟一 解 . 说 明 为 什么 4 的 列 一 定 可 

以 生成 吏 ? 

设 4 是 3x4 和 矩阵 ，y 六 为 到 中 的 向 量 ， 

= 六 + 思 ， 设 对 下 中 的 向 量 阅 和 Yaz， 

=Axi1 ， 咏 =Ahr ， 为 什么 方程 Ax=w 相 

容 ? ( 注 ， xz 和 xz 是 向 量 而 不 是 向 量 中 的 数值 

元 素 . ) 

设 A 是 5x3 矩阵，y 是 RR 中 的 向 量 , z 是 民 

中 的 向 量 . 又 设 hy =z ， 什 么 事实 使 你 断定 方 

程 hx = 4z 是 相 容 的 ? 

[M] 习 题 37~40 中 ， 确 定 矩 阵 各 列 能 否 生 成 及 . 
7 2 -3 8 


-5 -3 4 -9 
6 10 -2 7 
-7 9 2 15 


mn 

sh 

oo [Bd 
t 
>“ 
Je 
aa 
| 
“© 
Ch 


-3 4 1 8 7 

[M] 在 习题 39 中 去 掉 矩 阵 的 某 一 列 , 使 剩 下 的 
各 列 仍然 可 以 生成 民 ”. 

fM] 在 习题 40 中 去 掉 和 矩阵 的 某 一 列 , 使 剩 下 的 
各 列 仍然 可 以 生成 RR*. 能 否 去 掉 更 多 的 列 ? 


12 镭 ] 芋 


二 


练习 题 答 案 


] 
一 3 
4 


1} 5 -2 0 
1. 矩阵 方程 | -3 1 9 | |- 9 | 等 价 于 向 量 方程 3 它 表 示 


4 -8 -1 7 


2 
ho 
人 四: 


1.5 ”线性 方程 组 的 解 集 


[| 


线性 方程 组 的 解 集 是 线性 代数 研究 的 重要 对 象 ， 它 们 出 现在 许多 不 同 的 问题 中 . 本 “合用 
问 量 符号 给 出 这 样 的 解 集 的 显 式 表示 以 及 几何 解释 . 


齐 次 线性 方程 组 

线性 方程 组 称 为 齐 次 的 ， 若 它 可 写成 Ax =0 的 形式 ， 其 中 4 是 闫 xn 矩阵 而 0 是 及 "中 的 零 
门 量 . 这 样 的 方程 组 至 少 有 一 个 解 . 即 x =0(RR" 中 的 零 向 量 )， 这 个 解 称 为 它 的 平凡 解 . 对 给 定 
方程 hr =0, 重要 的 是 它 是 否 有 非 平凡 解 , 即 满足 Ax =0 的 非 零 向 量 x. 由 1.2 节 解 的 存在 性 与 
惟一 性 定理 ( 定理 2 )， 得 出 以 下 事实 . 


齐 次 方程 hr =0 有 非 平凡 解 ， 当 且 仅 当 方程 至 少 有 一 个 自由 变量 . 
例 1 确定 下 列 齐 次 方程 组 是 否 有 非 平凡 解 ， 并 描述 它 的 解 集 . 


3xX1+Ix —4x3=0 
-3Jx —2x2 ++4x;=0 
OXI 二 XX; — BX =0 


解 令 4 为 该 方程 组 的 系数 矩阵 ， 用 行 化 简 法 把 增 广 矩阵 [4 0] 化 为 阶梯 形 . 


3 5 4 0 3 5 -40 3 5 二 4 0 
-3 -2 4 0|-~ 3 0 0|~I0 3 0 0 
6 1 -8 0 0 -9 0 0 00 0 0 


因为 是 自由 变量 ，4x =0 有 非 平 凡 解 ( 对 为 的 每 一 选择 都 有 一 个 解 ), 为 描述 解 集 ， 继续 把 [4 0] 
化 为 简化 阶梯 形 


线性 化 履 灾 折线 性 厄 娠 组 


43 
4 
1 0 -一 0 入 _ 4 -0 
3 
0 1 0 0 和 =0 
0 =0 
0 0 00 


解 出 基本 变量 丸和 忆 得 = 太太 一 0, 太 是 自由 变量 ， Ax =0 的 通 解 有 向 量 形式 


4 4 4 
3 3 3 


=| 0 |= 罗 |01=xwv, 其 中 v=|0 


Xl 


X3 ] ] . 
这 里 % 由 通 解 向 量 的 表达 式 中 作为 公 因子 提出 来 . 这 说 明 本 例 中 hx =0 的 每 一 个 解 都 是 v 的 信 
数 . 平凡 解 可 由 为 =0 得 到 . 几何 意义 下 ， 解 集 是 RR 中 通过 0 的 直线 ， 见 图 1-21. 


注意 ， 非 平凡 解 癌 量 x 可 能 有 些 零 元 素 ， 只 要 不 是 所 有 元 素 都 是 0 就 行 . 
例 2 单一 方程 也 可 看 作 是 方程 组 ， 描 述 下 列 齐 次 “方程 组 ”的 解 集 . 

10x, ~—3x;, —2x3 =0 (1) 
解 ”这 里 无 需 矩 阵 记 号 . 用 自由 变量 表示 基本 变量 x . 通 解 为 


Xi = 0.3x, 十 0.223 


x 和 x 为 自由 变量 . 写成 向 量 形式 ， 通 解 为 


Xl 0.3x2 + 0.2x 0.3x» 0.2xs 
X=| Xx |= xX» | | ,| 
X3 Xs 0 Xa 
0.3 0.2 
| 0 | ( X,Y 为 自由 变量 ) (2) 
0 1 


+ + 


V 
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计算 表明 ， 方程 (1) 的 每 个 解 都 是 向 量 w 和 vw 的 线性 组 合 ， 如 (2) 式 所 示 . 即 解 集 为 
Span{u,v} ， 因 为 ，u 不 是 v 的 倍数 ， 解 集 是 通过 原点 的 一 个 平面 . 见 图 1-22. 


图 1-22 二 


例 1 和 例 2 以 及 后 面 的 练习 , 说 明 齐 次 方程 Ax =0 总 可 表示 为 Span{v1,…,v,} ,其 中 由, 
是 适当 的 解 向 量 . 兰 惟一 解 是 零 向 量 ， 则 解 集 就 是 Span{0} ， 若 方程 hx =0 仅 有 一 个 自由 变量 ， 
解 集 是 通过 原点 的 一 条 直线 ， 见 图 1-21. 若 有 两 个 或 更 多 自由 变量 ,那么 图 1-22 的 通过 原点 的 
平面 就 给 出 Ax =0 的 解 集 的 一 个 很 好 的 图 形 说 明 . 注意 ， 类 似 的 图 可 用 来 解释 Span{u,v} ， 即 使 
u,v 并 不 是 Ax =0 的 解 ， 见 1.3 节 图 1-17. 
参数 向 量 形式 

最 初 的 方程 (1 ) 是 例 2 中 的 平面 的 隐 式 描述 , 解 此 方程 就 是 要 找 这 个 平面 的 显 式 描述 ， 就 
是 说 ,将 它 作 为 uw 和 vw 所 生成 的 子 集 . 方程 (2 ) 称 为 平面 的 参数 向 量 方程 . 有 时 也 可 写 为 

Xx=sSUutty ( s,t 为 实数 ) 

来 强调 参数 可 取 任 何 实数 值 ， 例 1 中 ,方程 x=xv (x%% 是 自由 变量 ), 或 x =tw (1 为 实数 )， 是 直 
线 的 参数 方程 ， 当 解 集 用 向 量 显 式 表 示 为 如 例 1 和 例 2 时 ， 我 们 称 之 为 解 的 参数 向 量 形式 . 
非 齐 次 方程 组 的 解 


当 非 齐 次 线性 方程 组 有 许多 解 时 ， 一 般 可 表示 为 参数 向 量 形式 ， 即 由 一 个 向 量 加 上 满足 对 
应 的 齐 次 方程 的 一 些 向 量 的 任意 线性 组 合 的 形式 . 
例 3 描述 Ax = 的 解 ， 其 中 


3 5 -4 _ 

A=|-3 -2 4|,b=|-l 

6 1 -8 一 4 

解 这 里 4 就 是 例 1 的 系数 矩阵 . 对 [4 b] 作 行 变换 得 
3 $§ id 7 1 0 -3 3 Xl -和 =-l 
-3 -2 4 -1l|~I0 1 0 2 X2 = 2 
6 1 -8 -4 00 0 0 0 =0 
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所 以 = 了 _? x 为 自由 变量 ， 4x =b 的 通 解 可 写成 向 量 形式 


为 人 一 | 一 和 3 | Ed 

| 3 | | | 了 

| 0 0 

8 大 1 

X3 3 人 ^ R 

方程 x = p+xsv ， 或 用 1 表示 一 般 参 数 ， 
x=p+ty (1 为 实数 ) K 

就 是 用 参数 向 量 形式 表示 Ax =b 的 解 集 . 回忆 例 1 中 Ax =0 的 解 集 有 参数 向 量 形式 

X= (t 为 实数 ) z (4) 
(vv 与 (3 ) 中 的 v 相同 ), 故 Ax=b 的 解 可 由 向 量 p 加 上 4x =0 的 解 得 到 , 向 量 p 本 身 也 是 Ax=b 
的 一 个 特 解 (在 (3) 中 对 应 :=0 ) . 


为 了 从 几何 上 描述 Ax =z 的 解 集 ， 我 们 可 以 把 向 量 加 法 解释 为 平移 ， 给 定 恨 "或 RR 中 的 向 量 ， 
与 p ,把 p 加 上 v 的 结果 就 是 把 vy 沿 着 平行 于 通过 pp 与 0 的 直线 移动 ， 我 们 称 v 被 平 称 p 到 vyv+p， 
见 图 1-23. 大 及 "或 民 中 的 直线 L 上 的 每 一 点 被 平移 p ， 就 得 到 一 条 平行 于 工 的 直线 ， 见 图 1-24. 


1-23 vV 加 上 p, 使 vy 平 移 到 y+p 图 1-24 ”直线 的 平移 


设 工 是 通过 0 与 的 直线 ， 由 方程 (4 ) 表示 . 工 的 每 个 点 加 上 p 得 到 由 方程 (3 ) 表示 的 平 
移 后 的 直线 . 注意 p 也 在 直线 (3) 上 . 称 (3) 为 通过 pp 平行 于 v 的 直线 方程 . 于 是 hx =b 的 解 
集 是 一 条 通过 jp 而 平行 于 Ax=0 的 直线 . 图 1-25 说 明了 这 一 结论 . 


1-25 Ax=b 与 Ax =0 的 解 集 平行 


图 1-25 中 Ax =b 和 Ax =0 的 解 集 之 间 的 关系 可 以 推广 到 任意 相 容 的 方程 hx =b , 虽然 当 自 
由 变量 有 多 个 时 ， 解 集 将 多 于 一 条 直线 . 下 列 定理 给 出 了 这 一 结论 ， 证明 见习 题 25. 
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定理 6 设 方程 Ax =b 对 菜 个 b 是 相 容 的 ，p 为 一 个 特 解 ， 则 Ax =b 的 解 集 是 所 有 形 如 
w 二 p+Vv; 的 向 量 的 集 ， 其 中 vi 是 齐 次 方程 hx =0 的 任意 一 个 解 . 


定理 6 说 明 若 Ax =b 有 解 , 则 解 集 可 由 Ax =0 的 解 平移 向 量 p 得 到 ，p 是 Ax =b 的 任意 一 


个 特 解 ， 图 1-26 说 明 当 有 两 个 自由 变量 时 的 情形 . 即使 当 n > 3 时 ， 相 容 方 程 组 Ax=b (bz0 ) 
的 解 集 也 可 想象 为 一 个 非 零点 或 一 条 不 通过 原点 的 线 或 平面 . 


图 1-26 ”Ax=b 与 Ax =0 的 解 集 平行 


警告 ”定理 6 与 图 1-26 仅 适 用 于 方程 Ax =b 至 少 有 一 个 非 零 解 p 的 前 提 下 . 


下 列 算法 总 结 了 例 1、2 和 3 中 的 计算 . 


把 相 容 方程 组 的 解 集 表示 成 参数 向 量 形式 


1. 把 增 广 矩阵 行 化 简 为 简化 阶梯 形 . 


2. 把 每 个 基本 变量 用 自由 变量 表示 . 
3. 把 一 般 解 x 表 示 成 向 量 ， 如 果 有 自由 变量 ， 其 元 素 依 赖 于 自由 变量 . 
4. 把 工分 解 为 向 量 (元 素 为 常数 ) 的 线性 组 合 ， 用 自由 变量 作为 参数 . 


练习 题 


1. 下 列 两 个 方程 都 确定 R 中 的 平面 ， 它 们 是 否 相 交 ? 如 果 相 交 的 话 ， 描 述 它们 的 交集 . 
加 十 422 一 923 =0 
2x1 一 X2 + BX =9 


2. 写 出 方程 10x 一 3x -2x =7 的 参数 向 量 形式 的 通 解 ， 讨 论 这 个 解 集 与 例 2 中 的 解 集 的 关系 . 


习题 1.5 


在 习题 1~4 中 ， 确 定 方程 组 是 否 有 非 平 凡 解 ， 
使 用 尽 可 能 少 的 行 运算 ， 
1. 2x1—5xs+ 8x3=0 2. 
—2X—7xs+ X33=0 
4xi 十 2x2 十 7X3 =0 
3. —3x+5x,—7x3=0 
6X1+7x2+ x3=0 


Xi 一 3x2 十 723 =(0 
—2xX1+ Xs—4x3 =0 
Xi+2x2+9x3=0 
4. —S$xi+7x,+9x3=0 
X—2x+6x3=0 


在 习题 5、6 中 , 用例 1、2 的 方法 把 给 出 的 各 
线性 方程 组 的 解 集 用 参数 向 量 形式 表示 出 来 . 


3 X 十 3X 十 双 三 从 6. Xi 十 3xX2 一 923 = 
—4x—9x,+2x3=0 Xi 十 4x2 一 8x3 =0 
—3x,—6x3=0 一 32 一 7x 十 923 =0 


在 习题 7~12 中 ， 把 方程 Ax =0 的 解 用 参数 向 
量 形 式 表示 出 来 ， 其 中 4 行 等 价 于 给 定 的 矩阵 . 


线 糙 代 必 内 上 扒 线 妊 记 杖 细 
1 7 i < 
ya 3 
0 1=4 5 0 1 2 -6 
i 130 4 
ed 10. 
本 0 -8 
1 -4 -2 0 3 -5 
0 0 100 -=| 
|0 0 00 1 -4 
人 0 0 有 0 0 
1 和 =56 OO D0 
001 =7 4 =8 
1 
1 
上 站 


13. 设 某 方程 组 的 解 集 表 示 为 X=5+4x,x2 = 一 2 一 
72, 为 为 自由 变量 . 用 向 量 把 它 表 示 成 及 中 
的 直线 . 

14. 设 某 方程 组 的 解 集 表示 为 为 =3x47zP =8+ XX4, 太 
=2-Sx4,xs 为 自由 变量 . 用 向 量 把 它 表示 成 
R“ 中 的 直线 . 

15. 用 例 3 的 方法 以 参数 向 量 形式 表示 下 列 方程 组 
的 解 . 给 出 该 解 集 的 几何 解释 并 与 习题 5 的 解 
集 做 比较 . 


XA+3x+ x= 1 
一 4xXi —9x, 二 22 三 一 ] 
一 3x2 — 6x; = 一 3 
16. 和 习题 15 一 样 ， 把 下 列 方程 组 的 解 集 表 示 出 
来 ， 给 出 几何 解释 并 与 习题 6 的 解 集 做 比较 . 
XI 十 3x2 一 9X3 = 4 
Xi+4x,—8x3= 7 
一 32xi 一 722 十 923 = 一 0 
17. 说 明和 比较 +9x, 一 4x3=0 与 xi+9x, 一 
4x; = 一 2 的 解 集 . 
18. 说 明和 比较 为 -3 如 +S$z =0 与 为 -3xz +5x3=4 
的 解 集 . 
在 习题 19~20 中 , 求 出 通过 a 且 平 行 于 4b 的 直 
线 的 参数 方程 . 


和 


在 习题 21~22 中 ， 求 出 通过 p 与 q 的 直线 M 
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的 方程 . ( 提示 : M 平行 于 向 量 qg-p. 见 图 1-27.) 


se 四 = 


图 1-27 通过 与 4 的 直线 


在 习题 23 和 24 中 , 判断 每 个 命题 的 真 假 , 并 
给 出 理由 . 
23. a. 齐 次 方程 总 是 相 容 的 . 
b. 方程 Ax =0 给 出 它 的 解 集 的 显 式 表达 式 . 
c. 齐 次 方程 hx =0 当 且 仅 当 方程 至 少 有 一 个 
自由 变量 时 有 平凡 解 . 
d. 方程 x=p+t 描述 了 一 条 直线 , 它 通 过 "而 
和 行 于 下 
e. 方程 hx =b 的 解 集 是 所 有 形 如 w= p+v; 的 
向 量 的 集 ， 其 中 vv 是 方程 hx =0 的 任意 一 
解 . 
24.a. 若 x 是 Ax =0 的 非 平凡 解 , 则 x 的 每 个 元 素 
不 等 于 零 . 
b. 方程 x=xzu+xv 描述 了 通过 原点 的 一 个 平 
面 , 其 中 心 和 为 是 自由 变量 , 而 w 和 vw 的 任 
何 一 个 都 不 是 另 一 个 的 倍数 . 
c. 方程 Ax =b 是 齐 次 的 , 当 且 仅 当 零 回 量 是 它 
的 解 . 
d. 把 一 个 向 量 加 上 p 就 是 把 该 向 量 沿 平行 于 
P 的 方向 移 动 . 
e. 方程 hx =b 的 解 集 可 由 平移 hx =0 的 解 集 
得 到 . 
25. 证 明定 理 6: 
a. 设 p 是 Ax =b 的 解 ， 即 Ap=b， 设 v 为 齐 
次 方程 Ax =0 的 解 ，w = p+v;. 证 明 w 是 


26. 


27. 


34. 


,给 定 A= 
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Ax =b 的 解 . 

b, 设 w 是 hx =5b 的 任意 解 ， 定义 v, =w 一 p， 
证 明 y, 是 hx =0 的 解 。 这 说 明 ，4r =5 的 
任意 解 有 形式 w=pt+v,，p 是 Ax =b 的 特 
解 ，v; 是 Ax =0 的 解 . 

设 hx =b 有 和 解 , 说 明 为 什么 当 Ax =0 仅 有 平凡 

解 时 ， hx =b 的 解 是 惟一 的 . 

设 4 是 3x3 零 矩 阵 ( 所 有 元 素 都 是 零 )， 求 方 

程 Ax =0 的 解 集 . 


. 若 bzx0 ,方程 hx =b 的 解 集 是 否 可 能 是 通过 


原点 的 平面 ? 说 明理 由 . 
在 习题 29~32 中 ,( a) 方程 hx =0 是 否 有 非 平凡 


,(b ) 方 程 hx =b 是 否 对 每 个 5 都 至 少 有 一 个 解 ? 
. 4A 是 3x3 矩阵， 有 3 个 主 元 位 置 . 
.4 是 3x3 矩阵， 有 2 个 主 元 位 置 . 
.4 是 3x2 和 矩阵， 有 2 个 主 元 位 置 . 
.4 是 2x4 和 矩 阵 ， 有 2 个 主 元 位 置 . 


-2 -6 
7 21 
-3 -9 

( 提示: 把 方程 hx =0 写成 向 量 方 


， 用 观察 法 求 hx =0 的 一 个 


非 平 几 解 . 
程 形式 . ) 
4 -6 
-8 12 
6 -9 


给 定 A= ， 用 观察 法 求 hx =0 的 一 个 


练习 题 答案 
1. 行 化 简 增 广 矩阵 


1 4 -5 0| |1 
2 -1 8 9| |0 


Xl 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


雾 1 中 


非 平 凡 解 . 
1 
构造 一 3x3 非 零 矩 阵 4 ， 使 向 量 |1| 是 4xr =0 
1 
的 一 个 解 . 
1 
构造 一 3x3 非 零 矩 阵 4 ,使 向 量 | -2| 是 Ax=0 


1 
的 一 个 解 . 

构造 一 2x2 矩阵 4 , 使 方程 hx =0 的 解 集 是 一 
条 经 点 (4, 1 ) 和 原点 的 及 "中 的 直线 ， 随后 ， 
在 RR’ 中 找 一 向 量 b 使 Ax =b 的 解 集 不 是 到 :? 
中 平行 于 hx =0 的 解 集 的 直线 .为 什么 这 与 
定理 6 没有 矛盾 ? 

设 A 是 3x3 和 矩阵，y 是 RR’ 中 的 一 个 向 量 ， 且 
方程 Ax = 无 解 ， 讨 论 是 否 存在 取 " 中 的 一 个 
问 量 z ， 使 方程 hx =z 有 惟一 解 ? 

设 A4 是 mxn 矩阵，w 是 了 "中 满足 hx =0 的 向 
量 . 证 明 对 任 一 数 c ， 向 量 cu 也 满足 Ax =0. 
( 即 证 明 A(cw)=0.) 

设 4 是 闫 xn 和 矩阵 ，w 和 "是 下 "中 满足 Au=0 
和 4r=0 的 向 量 ， 解 释 为 什么 A(u+vr) 一 定 
是 零 向 量 ， 以 及 对 每 一 对 标量 c 和 d， 为 什么 
A(cu t+ dv)=0. 


4 -5 0| |10 3 4 
-9 18 9 0 1 -2 -| 


+ 3x3 = 4 


2 — 2xX3 = 一 ] 


Xl 
2 
X3 


3 


两 个 平面 的 交 是 通过 p 平行 于 vy 的 直线 . 


4 
=| -1 
0 


本 
P 


因此 x =4-3x,xz = 一 1+2xs,%% 为 自由 变量 . 通 解 的 向 量 形式 为 
4 — 3x 
—1 + 2x; 


一 3 


+x3| 2 


| 


Ep 
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2. 增 广 上 矩阵 上 0 -3 -2 7] 行 等 价 于 [1 -0.3 -0.2 0.7] ， 故 通 解 为 x =0.7+0.3x;+0.2x;3， 训 和 x 是 自由 
变量 ， 即 
0.2 
1 二 Xs 0 


0 0 1 
二 Pp 十 XH + Xb 


非 齐 次 方程 hx =8 的 解 集 是 平移 过 的 平面 p+Span{u,v} , 它 经 过 p 且 平 行 于 例 2 中 的 齐 次 方程 的 解 集 . 


0.3 


2 + X2 


| 
=| 0 


X3 


1.6 ”线性 方程 组 的 应 用 


你 也 许 希 望 现实 生活 中 涉及 线性 代数 的 问题 会 是 只 有 惟一 解 ， 或 者 可 能 无 解 . 本 节 的 意图 
是 要 说 明 有 多 解 的 线性 方程 组 是 如 何 自然 产生 的 . 这 里 的 实例 来 自 经 济 学 、 化 学 和 网 络 流 . 
经 济 学 中 的 齐 次 线性 方程 组 

本 章 介 绍 中 提 到 的 500 个 变量 的 500 个 方程 组 成 的 方程 组 ， 现 称 为 列 昂 惕 夫 “ 投 入 - 产 出 ” 
(或 “生产 ”) 模型 .” 

在 2.6 节 将 详细 讨论 这 个 模型 ， 那 时 我 们 有 更 多 的 理论 和 更 好 的 符号 ., 目前， 我 们 先 看 一 
个 简单 的 “交易 模型 "， 这 个 模型 也 是 由 列 昂 惕 夫 提出 的 . 

假设 一 个 国家 的 经 济 可 以 划分 为 许多 部 门 ， 如 各 种 制造 、 交 通 、 娱 乐 和 服务 业 . 假设 我 们 
知道 每 个 部 门 年 度 的 总 产 出 ， 并 精确 知道 该 总 产 出 是 如 何在 其 他 经 济 部 门 进行 分 配 或 “交易 ” 
的 . 称 一 个 部 门 产 出 的 总 货币 价值 为 该 产 出 的 价格 . 列 昂 惕 夫 证 明了 下 面 的 结论 . 

存在 能 够 指派 给 各 个 部 门 总 产 出 的 平衡 价格 ,使 得 每 个 部 门 的 总 收入 恰 等 于 它 的 总 支出 . 

下 面 的 例子 说 明 如 何 求 平衡 价格 . 

例 1 假设 一 个 经 济 由 煤炭 、 电 力 (电源 ) 和 钢铁 三 个 部 门 组 成 ， 各 部 门 之 间 的 分 配 如 表 
1-1 所 示 ， 其 中 每 一 列 中 的 数 表 示 该 部 门 总 产 出 的 比例 . 如 表 1-1 的 第 二 列 ， 将 电力 的 总 产 出 分 
配 如 下 : 40% 给 煤炭 部 门 ，50% 给 钢铁 部 门 ， 剩 下 10% 给 电力 部 门 . ( 电力 部 门 把 这 10% 作 为 运 
转 费 用 . ) 因 所 有 产 出 都 必须 分 配 ， 每 一 列 的 分 数 之 和 等 于 1. 

记 符号 pc, ps, ps 分 别 表示 煤炭 、 电 力 和 钢铁 部 门 年 度 总 产 出 的 价格 ( 即 货币 价值 ) . 如 果 
可 能 ， 求 平衡 价格 使 每 个 部 门 的 收 支 平衡 . 

表 1-1 一 个 简单 的 经 济 问题 
部 门 的 产 出 分 配 


采购 部 门 
本 记 
To 到 
0 TT 


C) 见 Wassily W. Leontief, “Input-Output Economics,” Scientific American, October 1951, pp.15-21. 
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0.2 
解 ” 某 一 部 门 所 在 的 一 列表 示 它 的 产 出 的 去 向 ， 它 所 在 的 一 行 表 示 它 从 哪些 部 门 获得 了 投 
入. 例如 ， 表 1-1 的 第 一 行 说 明 煤 炭 部 门 接受 (采购 ) 40% 的 电力 产 出 和 60% 的 钢铁 产 出 . 因为 相 
应 部 门 的 总 产 出 价格 为 pg 和 ps , 煤炭 部 门 必须 支付 电力 部 门 0.4ps 美元 , 支付 钢铁 部 门 0.6ps 美元 ， 
因此 煤炭 部 门 的 总 支出 是 0.4ps +0.6ps 美元 . 为 使 煤炭 部 门 的 总 收入 pc 等 于 它 的 总 支出 ,有 


pc =0.4pe +0.6ps C1 
交易 表 的 第 二 行 说 明 电 力 部 门 的 开支 有 0.6pc 美元 采购 煤炭 ，0.1ps 美元 采购 电力 ，0.2ps 美 
元 采购 钢铁 .因此 电力 部 门 的 收 支 平衡 条 件 是 


PE =0.6pc +0.1pe +0.2ps ( 2) 
最 后 ， 交 易 表 的 第 三 行 导出 最 后 的 条 件 : 
Ps =0.4pc +0.5pe +0.2ps ( 3 ) 


为 求解 方程 组 ( 1)、(2)、(3), 将 所 有 未 知 量 移 到 方程 的 左边 并 合并 同类 项 ，( 例如 ， 在 
方程 (2 ) 的 左边 将 pe -0.1ps 写成 0.9ps.) 
pc —0.4pe —0.6ps =0 
—0.6pc +0.9ps -0.2ps =0 
-0.4pc —0.5pe +0.8ps =0 
接 下 来 进行 行 简化 . 为 简明 起 见 ， 数 值 伟 人 到 小 数 点 后 两 位 ， 
| 1 -0.4 -0.6 0 | -0.4 -0.6 0| [1 -0.4 -0.6 , 


-0.6 09 -0.2 0|~|0 0.66 -0.56 0|~|0 0.66 -0.56 0 
-0.4 -0.5 0.8 0 0- -0.66 0.56 0| 10- 0 0 0 


1 -0.4 -0.60 0 1 0 -0.94 0 
~ 1 -0.85 0|~|0 1 -0.85 0 
0 0 0 0| |0 0 0 0 


通 解 是 pe =0.94ps, ps =0.85ps ， ps 为 自由 变量 . 这 个 经 济 问 题 的 平衡 价格 向 量 为 
Dc 0.94p, 0.94 

p=|Pse |=|0.85p, |= ps | 0.85 
Ds 


Ds 1 
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任意 ( 非 负 ) ps 取 值 可 以 算出 平衡 价格 的 一 种 取 值 . 例如 , 如 果 取 ps 为 100( 或 1 亿美 元 )， 
那么 pc =94, ps =85 . 即 如 果 煤 炭 的 产 出 价格 是 9 400 万 美元 ， 电 力 的 产 出 价格 是 8 500 万 美元 ， 
钢铁 的 产 出 价格 是 1 亿美 元 ,那么 每 个 部 门 的 总 收入 和 总 支出 将 会 相等 . 国 
配 平 化 学 方程 式 

化 学 方程 式 描述 了 化 学 反应 的 物质 消耗 和 生产 的 数量 . 例如 ， 当 丙烷 气体 燃烧 时 ， 丙 烷 
( C3Hg ) 与 氧 ( 0; ) 结合 生成 二 氧化 碳 (CO,) 和 水 ( H2O )， 按 照 如 下 形式 的 一 个 方程 式 

(xX)CaHs + (X23)O02 (W)CO, + (x HO (4) 

为 “ 配 平 ” 这 个 方程 式 ， 化 学 家 必须 找到 x,、…,x 的 全 体 数 量 ,， 使 得 方程 式 左边 碳 (C)、 和 氢 
(H)、 氧 (0O) 原子 的 总 数 等 于 右边 相应 原子 的 总 数 ( 因为 在 化 学 反应 中 原子 既 不 会 被 破坏 ,也 
不 会 被 创造 ) . 

配 平 化 学 方程 式 的 一 个 系统 方法 是 建立 描述 一 个 化 学 反应 中 每 一 种 类 型 的 原子 的 数目 的 一 
个 向量 方程 . 由 于 方程 式 (4) 包含 三 种 类 型 的 原子 ( 碳 、 毛 、 氧 ), 给 (4) 式 的 每 一 种 反应 物 
和 生成 物 构 造 一 个 属于 及 ?的 向 量 ， 列 出 每 个 分 子 的 组 成 原子 的 数目 如 下 : 
3 0 1 0 
8 0 0 2 


< 一 碳 


CHs . ,OO : ,CO, 。 , HO: < 一 氢 


< 氧 


Xl + XX 一 Xs 二 Xa 


Xl 十 XX2 


3 0 1 0 
将 全 部 项 移 到 等 式 左边 ( 修改 第 三 和 第 四 个 向 量 的 符号 )， 得 到 : 
0 2 一 | 
因为 化 学 方程 式 的 系数 应 为 整数 ， 取 x,=4, 那么 aa =1,x =5,x3 =3， 配 平 的 方程 式 为 
化 学 家 倾向 于 使 用 全 体系 数 尽 可 能 小 的 数 来 配 平方 程式 . 
如 ， 城 市 规划 和 交通 工程 人 员 监 控 一 个 网 格 状 的 市 区 道路 的 交通 流量 模式 ; 电气 工程 师 计 算 流 


0 2 2 1 
要 配 平 方程 式 (4 )，x…,Xx 的 系数 必须 满足 
8 0 0 2 
0 2 2 1 
3 0 一 1 0 0 
8 Ol+xs| 0|+xal —21= 
—2 0 
行 化 科 该 方程 组 的 增 广 矩阵 得 到 通 解 
后 =x 交 = 了 ,为 = 了 ,是 自由 变量 
CHs + 50, — 3CO, +4H2O 
如 宁 方 程式 中 的 每 个 系数 乘 两 倍 (比如 说 )， 该 方程 式 仍 然 是 配 平 的 . 然而 在 一 般 情 形 下 ， 
网 络 流 
当 科 学 家 、 工 程 师 或 经 济 学 家 研究 一 些 数量 在 网 络 中 的 流动 时 自然 推导 出 线性 方程 组 . 例 
经 电路 的 电流 ; 以 及 经 济 学 家 分 析 通 过 分 销 商 和 零售 商 的 网 络 从 制造 商 到 顾客 的 产品 销售 . 许 
多 网 络 中 的 方程 组 涉及 成 百 甚 至 上 千 的 变量 和 方程 . 


二 


一 个 网 络 包含 一 组 称 为 接合 点 或 节点 的 点 集 ， 并 由 称 为 分 支 的 线 或 弧 连接 部 分 或 全 部 的 节 
点 . 流 的 方向 在 每 个 分 支 上 有 标示 ， 流 量 ( 速度 ) 也 有 显示 或 用 变量 标记 . 

网 络 流 的 基本 假设 是 网 络 的 总 流入 量 等 于 总 流出 量 , 且 流 经 一 个 节点 的 总 输入 等 于 总 输出 . 
例如 ， 图 1-28 显示 30 单元 经 过 一 个 分 支流 人 一 个 节点 ， 丸 和 x 标记 该 节点 经 过 其 他 分 支 的 流 
出 . 因为 流量 在 每 个 节点 中 是 守恒 的 ， 我 们 有 x+x, =30. 类 似 地 ， 每 个 节点 的 流量 可 以 用 一 个 
方程 描述 . 网 络 分 析 的 问题 就 是 确定 当局 部 信息 ( 如 网 络 的 输入 ) 已 知 时 每 一 分 支 的 流量 . 


图 1-28 ”一 个 节点 


例 2 图 1-29 中 的 网 络 是 巴尔 的 摩 市 区 一 些 单行 道路 在 一 个 下 午 早 些 时 候 ( 以 每 小 时 车 辆 
数目 计算 ) 的 交通 流量 . 计算 该 网 络 的 车 流量 . 


Calvert St. 


Lombard St. 


图 1-29 巴尔 的 摩 道路 


解 ” 写 出 该 流量 的 方程 组 ， 并 求 其 通 解 . 如 图 1-29 所 示 ， 标 记 道 路 交叉 口 (节点 ) 和 未 知 
的 分 文 流量 . 在 每 个 交叉 口 ， 令 其 车 辆 驶 入 数目 等 于 车 辆 驶 出 数目 . 


交叉 口 车辆 驶 人 数目 车 辆 驶 出 数目 
A 300+500 肌 十 大 
300 + x3 
Xa4 二 Xs 


600 


并 且 ， 网 络 中 的 总 流入 量 ( 500+300+100+400 ) 等 于 总 流出 量 ( 300+ za +600 ), 经 简化 得 x; = 400. 
该 方程 与 上 面 四 个 方程 联 立 并 重 排 后 得 到 下 面 的 方程 组 : 


Xi 十 x = 800 


X2 十 Xa 
100+400 


Xl+xs 


DD Nm 
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xX» — X3 十 Xa = 300 
X4 + Xxs=500 
Xl 斗 xs =600 
X3 = 
行 化 简 相 应 的 增 广 矩阵 得 到 
XI +xs =600 
X2 —Xxs =200 
X3 = 
X4 +xs =500 
该 网 络 的 车 流量 为 
Xi 三 000 —xs 
xX; = 200 +xs 
x = 400 
X4 = 500 —xs 
xs 是 自由 变量 


网 络 分 支 中 的 一 个 负 流 量 对 应 模型 中 显示 方向 相反 的 流量 ,由 于 本 问题 中 的 道路 是 单行 
线 ， 这 里 不 允许 有 负 值 变量 . 这 种 情况 给 变量 的 可 能 取 值 增加 了 某 种 限制 . 例如 ， 因 为 x 不 能 
取 负 值 , 因此 xs < 500. 其 他 变量 的 约束 在 练习 题 2 中 有 考虑 . 和 


练习 题 


. 假设 一 个 经 济 有 农业 、 矿 业 和 制造 业 三 个 部 门 . 农业 部 门 销售 它 的 产 出 的 5% 给 矿业 部 门 ，30% 给 制造 
业 部 门 ， 保 留 余下 的 产 出 . 矿业 部 门 销售 它 的 产 出 的 20% 给 农业 部 门 ，70% 给 制造 业 部 门 ， 保 留 余下 
的 产 出 . 制造 业 部 门 销售 它 的 产 出 的 20% 给 农业 部 门 ， 30% 给 矿业 部 门 , 保留 余下 的 产 出 . 计算 该 经 济 
的 交易 表 ， 表 中 的 列 给 出 各 个 部 门 的 产 出 如 何 分 配给 其 他 部 门 . 

2. 考虑 例 2 中 的 网 络 流 . 确定 x 和 x 的 可 能 取 值 范围 ，( 提示 : 在 例 中 xs<500. 这 对 4 和 x 意味 着 什 

么 ”同时 xs 0.) 

习题 1.6 


1. 假设 一 个 经 济 只 有 商品 和 服务 两 个 部 门 . 在 每 出 . 找 出 商品 和 服务 部 门 的 年 度 产 出 的 平衡 价 
一 年 中 ， 商 品 部 门 销售 它 的 总 产 出 的 80% 给 服 格 使 得 每 一 部 门 的 收 支 平衡 . 

务 部 门 ， 并 保留 余下 的 产 出 ， 而 服务 部 门 销售 2. 找 出 例 1 中 经 济 的 另 一 组 平衡 价格 .假设 同样 的 
它 的 总 产 出 的 70% 给 商品 部 门 , 并 保留 余下 的 产 经 济 中 使 用 日 元 而 不 是 美元 来 衡量 各 部 门 的 产 
出 值 ， 讨 论 这 个 问题 会 有 什么 变化 . 

3. 考虑 一 个 由 五 金 化 工 、 石 油 能 源 和 机 械 三 个 部 
门 构成 的 经 济 体系 . 化 工 部 门 销售 30% 的 产 出 
给 石油 部 门 和 50% 的 产 出 给 机 械 部 门 ， 保 留 余 
下 的 产 出 . 石油 部 门 销售 80% 的 产 出 给 化 工 部 
门 和 10% 的 产 出 给 机 械 部 门 ， 保 留 余 下 的 产 出 . 
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机 械 部 门 销 售 40% 的 产 出 给 化 工 部 门 和 40 多 的 

石油 部 门 并 保留 余下 的 产 出 . 

a. 写 出 该 经 济 体系 的 交易 表 . 

b. 建立 方程 组 表示 各 部 门 收 支 平衡 的 条 件 . 写 
出 对 应 的 增 广 和 矩阵 以 便 行 化 简 求 平衡 价格 . 

c. [Mj] 找 出 当 机 械 部 门 产 出 的 价格 是 100 个 单 
位 时 的 一 组 平衡 价格 . 

4. 假设 一 个 经 济 体系 有 四 个 部 门 ， 分 别 是 农业 
(A). 工程 (E)、 制 造 (M ) 和 运输 (TT) 部 门 . 
部 门 A 销售 产 出 的 10% 给 部 门 E 和 25% 给 部 门 
M 并 保留 余下 的 产 出 . 部 门 E 销售 产 出 的 30% 
给 部 门 A，35% 给 部 门 M 和 25% 给 部 门 工 并 保 
留 余 下 的 产 出 . 部 门 M 销售 产 出 的 30% 给 部 门 
A，15% 给 部 门 E 和 40% 给 部 门 T 并 保留 余下 
的 产 出 . 部 门 T 销 售 产 出 的 20% 给 部 门 A,10% 
给 部 门 E 和 30% 给 部 门 M 并 保留 余下 的 产 出 . 
a. 写 出 该 经 济 体系 的 交易 表 . 

b. [Mj] 找 出 该 经 济 体系 的 一 组 平衡 价格 . 
习题 5~10 使 用 本 节 讨 论 的 向 量 方程 的 方法 配 

平 化 学 方程 式 ， 

5. 硫化 硼 与 水 剧烈 反应 生成 硼酸 和 硫化 氢气 体 
( 奥 蛋 昧 ) .未 配 平 的 方程 式 为 

B,S;+H,O 一 H;BO,;+H,S 
( 对 每 种 化 合 物 , 构造 一 个 向 量 列 出 硼 、 硫 、 氧 、 
氧 的 原子 数目 . ) 

6. 磷酸 钠 和 硝酸 钢 溶 液 混 合 时 产生 磷酸 钢 ( 沉淀 

物 ) 和 硝酸 钠 ， 未 配 平 的 方程 式 为 

Na;3PO, +Ba(NO,), 一 Ba;(PO,);,+NaNO,; 
( 对 每 种 化 合 物 , 构造 一 个 向 量 列 出 钠 、 磷 . 氧 、 
饥 和 氮 原 子 数 目 . 例如 ， 硝 酸 钢 的 向 量 是 
( 0,0,6,1,2) .) 

7，Alka-Seltzer 碱 性 苏打 包含 重 碳酸 钠 (NaHCO; ) 
和 柠檬 酸 (HiCesHsO, )， 当 一 颗 药片 溶解 在 水 中 
时 ， 会 发 生化 学 反应 生成 柠 榜 酸 钠 、 水 和 二 氧 
化 碳 ( 气体 ); 


NaHCO; + HiCeH;O, 一 NasCeHsO; +H2O + CO, 
8 高 锰 酸 钊 和 硫酸 锰 在 水 中 发 生化 学 反应 生成 二 
氧化 锰 、 硫 酸 钾 和 硫酸 : 
KMnO, + MnSO, + H2O — MnO, + KSO0, + H,SO, 
( 对 每 种 化 合 物 , 构造 一 个 向 量 列 出 钾 、 锰 、 氧 、 
硫 和 和 氧 原子 数目 .) 
9. [Mj] 如 果 可 能 , 使 用 精确 的 算术 或 合理 的 计算 格 
式 配 平 如 下 的 化 学 反应 方程 式 : 
PbN¢ + CrMn20 一 Pb;04 + Cr,03 + MnO, + NO 
10. [Mj 下面 的 化 学 反应 可 以 在 工业 过 程 中 应 用 ， 


如 砷 ( AsH; ) 的 生产 . 配 平 方程 式 ， 
MnS+As CrioO3s +H 2SO,4 
一 HMnO + AsH; + Cr$3O01; + H2O 


11. 求 下 图 中 网 络 流量 的 通 解 . 假设 流量 都 是 非 负 
的 ，x; 可 能 的 最 大 值 是 什么 ? 


20 


12. a. 求 下 图 中 高 速 公 路 网 络 的 交通 流量 的 通 解 . 
( 流量 以 车 辆 数 /分 钟 计算 .) 
b. 求 x 的 道路 交通 封闭 时 的 交通 流量 的 通 解 . 
c. 当 x%=0 时 ，x 的 最 小 值 是 什么 ? 


lk, 


3. a. 求 下 图 中 网 络 的 交通 流量 的 通 解 . 
b. 假设 流量 必须 以 标示 的 方向 流动 ， 求 分 支 
x2,X3,X4,X; 的 流量 的 最 小 值 . 
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流动 ， 求 x 的 最 小 值 . 


120 150 


14. 英格兰 的 交叉 路 通常 被 设计 成 单行 的 “环行 
路 " ,如 下 图 所 示 . 假设 流量 必须 以 标示 的 方向 

练习 题 答案 

1. 将 比例 用 小 数 表示 , 由 于 要 考虑 所 有 的 产 出 , 每 列 的 元 素 之 和 等 于 1. 这 种 情况 有 助 于 填补 空缺 的 元 束 . 


2. 因 x < 500 ,由 XI 和 x 的 方程 得 到 之 100 和 x, 二 700， 由 x; 之 0 得 到 Xi 所 600 和 x, 之 200 . 因此 
100 < x < 600 和 200 < x; < 700. 


1.7 ”线性 无 天 


1.5 节 的 齐 次 线性 方程 组 也 可 从 另 一 观点 研究 ， 即 把 它们 写成 回 量 方程 . 这 时 ， 重 后 从 
Ax =0 的 未 知 数 的 解 转向 出 现在 向 量 方 程 中 的 向 量 . 


例如 ， 考 虑 方程 
] 4 2 0 
x|l2|l+x i5i+xll i=|0 (1) 
3 6 0 0 


此 方程 当然 有 平 几 解 ， 即 x =x,=x;=0， 如 1.5 节 ， 主 要 问题 是 ,平凡 解 是 否 是 惟一 解 . 
定义 ”及 "中 一 组 向 量 {v1,…,v,} 称 为 线性 无 关 的 ， 若 向 量 方程 


XIV1 十 X2y2 十 … 十 Xoypp =0 
仅 有 平凡 解 . 向 量 组 ( 集 ) {v,,…,v,} 称 为 线性 相关 的 ， 若 存在 不 全 为 零 的 权 ci,…,c,， 使 


CIV1 十 C2y2 十 … 十 Coppp =0 (2) 


方程 (2 ) 称 为 同 量 y,…,v, 之 间 的 线性 相关 关系 ,其 中 权 不 全 为 零 . 一 组 向 量 为 线性 相关 ， 
当 且 仅 当 它 不 是 线性 无 关 的 . 为 简单 起 见 ， 我 们 也 可 说 mm，……w 线性 相关 ， 意 思 是 向 量 组 ( 集 ) 


56 用 1 中 
fy，…?p} 是 线性 相关 组 . 对 线性 无 关 组 也 使 用 类 似 的 语言 . 


例 1 设 
1 4 2 
Vi=|2|, v;=|I5 
3 6 0 


a, 确定 问 量 组 {v1,v2,V3} 是 否 线 性 相关 . 
b. 可 能 的 话 ， 求 出 Vi,V2,93 的 一 个 线性 相关 关系 . 
解 a. 我 们 需要 确定 方程 (1 ) 是 否 有 非 平 凡 解 ， 把 增 广 矩 阵 进 行 行 变换 ， 得 


1 4 2 0 1 4 2 0 
23 1 0|~|I0 -3 -3 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 


显然 ， 为 和 > 为 基本 变量 ， 为 为 自由 变量 ,为 的 每 个 非 零 值 确定 (1 ) 的 一 组 非 平 凡 解 ， 
因此 yi,v2,v; 线 性 相关 . 


b. 为 求 出 rm 的 线性 关系 ， 继 续 化 简 增 广 和 矩阵 ， 写 出 新 的 方程 组 


1 0 -2 0 Xi 一 223 =0 
0 ] 1l 0 Xz 十 xXx, =0 
0 0 0 0 0=0 


故 x=2x%3,xs = 一 为 ,为 为 自由 变量 选取 x 的 一 个 非 零 值 ， 比 如 =5 ， 则 w=10, x = 一 5 ， 
把 这 些 值 代入 (2) 得 
10v, ~ Sv, +Sv =0 
这 是 一 个 (无穷 多 个 之 中 的 一 个 ) 可 能 的 线性 相关 关系 . 图 


和 矩阵 各 列 的 线性 无 关 
设 我 们 考虑 矩阵 4=[a,…a,] ， 和 矩阵 方程 hx =0 可 以 写成 


XICI + Xd +…: 十 XX, = 人 0 


A 的 各 列 之 间 的 每 一 个 线性 相关 关系 对 应 于 方程 hx =0 的 一 个 非 平凡 解 . 因此 我 们 有 下 列 
重要 事实 . 


矩阵 4 的 各 列 线性 无 关 ， 当 上 且 仅 当 方 程 hz =0 仅 有 平凡 解 


0 1 4 
例 2 确定 矩阵 A4=|1 2 -1| 的 各 列 是 否 线性 无 关 . 
5 8 0 
解 ”研究 4x=0， 把 增 广 和 矩阵 行 变换 
01 40l| [1 2 -1 0 fi1 2 -1 0 
1 2 -1 0|~ oo 
58 00||10 -2 50| |0o0 130 
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此 时 ， 显 然 方程 有 3 个 基本 变量 ， 没 有 自由 变量 ， 因 此 方程 hx =0 仅 有 平凡 解 ，4 的 各 列 
是 线性 无 关 的 . 国 
一 个 或 两 个 向 量 的 集合 

仅 含 一 个 向 量 ， 比 如 说 由 v 形成 的 集合 线性 无 关 当 上 且 仅 当 vv 不 是 零 向 量 . 这 是 因为 当 v #0 
时 癌 量 方 程 wv =0 仅 有 平凡 解 . 零 向 量 是 线性 相关 的 ， 因 x.0=0 有 许多 非 平凡 解 . 

下 列 例 子 说 明 两 个 向 量 线性 相关 的 情况 . 

例 3 确定 下 列 向 量 组 是 否 线性 无 关 


人 


解 a. 注意 v, 是 v 的 倍数 ， 即 V, = 291. 因此 -2v1+v2=0， 表明 {v1,v2} 线 性 相关 . 
b. vi 和 vw 的 任意 一 个 不 是 另 一 个 的 倍数 . 它们 能 否 线性 相关 ? 设 c 和 4d 满足 


cvitdv,=0 
若 cz0，, 我 们 可 用 v, 表示 vy , 即 v =(-d/1c)v;, 这 是 不 可 能 的 , 因 v 不 是 vy, 的 倍数 . 故 c 必 
是 零 . 类 似 地 4 必 是 0， 于 是 {vj,v,} 是 线性 无 关 组 . 国 


例 3 中 的 讨论 说 明 , 你 总 可 以 用 观察 法 来 决定 两 个 向 量 是 否 线性 相关 . 行 变换 是 不 必要 的 ， 
只 要 看 一 个 向 量 是 否 是 另 一 个 向 量 的 倍数 即 可 ( 这 个 方法 只 能 用 于 两 个 向 量 的 情况 ) . 
两 个 向 量 的 集合 {vy,,v} 线 性 相关 ， 当 且 仅 当 其 中 一 个 向 量 是 另 一 个 向 量 的 倍数 . 这 个 集 
合 线性 无 关 ， 当 且 仅 当 其 中 任 一 个 向 量 都 不 是 另 一 个 向 量 的 倍数 . 


从 几何 意义 上 看 ,两 个 向 量 线性 相关 , 当 且 仅 当 它们 落 在 通过 原点 的 同一 条 直线 上 . 图 1-30 
表示 例 3 中 两 组 向 量 的 情况 . 


A2 


(6.2) 。 
3,1) 


线性 相关 线性 无 关 


两 个 或 更 多 个 向 量 的 集合 
下 面 定 理 的 证 明 类 似 于 例 3 的 思路 . 详细 的 证 明 在 本 节 末 给 出 . 


定理 7 (线性 相关 集 的 特征 ) 

两 个 或 更 多 个 向 量 的 集合 S={y1,…,y,} 线性 相关 ， 当 且 仅 当 5S 中 至 少 有 一 个 向 量 是 其 他 向 
量 的 线性 组 合 ， 事 实 上 ， 若 8 线性 相关 ， 且 丰 关 0， 则 某 个 w(j >D 是 它 前 面 几 个 向 量 由 pp jj 
的 线性 组 合 . 


警告 定理 7 没有 说 在 线性 相关 集中 每 一 个 向 量 都 是 它 前 面 的 向 量 的 线性 组 合 ， 线 性 
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相关 集中 某 个 向 量 可 能 不 是 其 他 向 量 的 线性 组 合 . 见 练习 题 3. 


1 
6 
0 


3 
1 
0 


例 4 设 u= ， 氢 述 w 和 vv 生成 的 集合 ， 并 说 明 癌 量 w 属 于 Span{u,v} 当 且 仅 当 


一 


{z,w,w} 线 性 相关 ， 

解 ” 回 量 x 和 "是 线性 无 关 的 ， 因 为 它们 之 中 任何 一 个 不 是 另 一 个 的 倍数 ， 所 以 它们 生成 
了 有 中 一 个 平面 ( 见 1.3 节 )， 事 实 上 ，Span{fz,y} 就 是 x 平面 ( 即 x;=0 ), 若 mw 是 x 和 ?的 线 
性 组 合 ， 由 定理 7 知 {u,v,w} 线 性 相关 ， 反之 , 设 {u,v,w} 线 性 相关 ， 由 定理 7 知 {u,v,w} 中 某 一 
回 量 是 它 前 面 的 向 量 的 线性 组 合 ( 因 wz0 ), 这 向 量 必 是 w ,因为 v 不 是 w 的 倍数 . 因而 w 属于 
Span{u,v} ， 见 图 1-31. 


线性 相关 ，w 属于 Span{u,»)} 线性 无 关 ，w 不 属于 Span{u,v} 
图 1-31 R’ 中 的 线性 相关 性 EE 


例 4 可 推广 到 RR 中 任意 集合 {u,v,w} ， 其 中 xz 与 线性 无 关 . 这 时 集合 {u,v,w} 线性 相关 当 
且 仅 当 w 在 x 和 "所 生成 的 平面 上 . 
下 面 两 个 定理 说 明了 线性 相关 的 一 些 条 件 .定理 8 在 今后 各 章 中 是 一 个 关键 的 结果 . 


定理 8 若 一 个 向 量 组 的 向 量 个 数 超过 每 个 向 量 元 素 个 数 ， 那 么 这 个 向 量 组 线性 相关 .就 
是 说 ， 民 "中 任意 向 量 组 {y1,…,v,}， 当 p>n 时 线性 相关 . 


证 设 A=[yy,…,v,]， 则 4 是 nxp 矩阵， 方程 对 应 于 p 个 未 知 量 的 n 个 方程 , 若 p>n， 
未 知 量 比方 程 多 ， 所 以 必定 有 自由 变量 . 因此 hx =0 必 有 非 平凡 解 ， 所 以 4 的 各 列 线性 相关 ， 
图 1-32 给 出 了 这 个 定理 的 矩阵 说 明 . 


p 
炒米 米 炒米 
n 米 来 米 玉米 
米 玉 来 玉米 
1-32 阁 p>n， 和 矩阵 各 列 线性 相关 国 


警告 定理 8 没有 涉及 向 量 组 中 向 量 个 数 不 超 过 每 个 向 量 中 元 素 个 数 的 情形 . 


例 5 向 量 | | | | 线性 相关 因为 每 个 向 量 仅 有 2 个 元 素 而 共有 3 个 向 量 ， 注 意 : 


线 华 和 代 复 关上 执 线 姓 大 西 细 39 


其 中 任何 一 个 向 量 并 不 是 另 一 向 量 的 倍数 . 见 图 1-33. 


(一 2,2) 
人 


图 1-33 RR? 中 的 线性 相关 集 辆 
定理 9 若 向 量 组 5S={yV,…,V,] 包含 零 向 量 ， 则 它 线 性 相关 ， 


证 ”把 这 些 向 量 重新 编号 ， 我 们 可 设 v,=0 ， 于 是 方程 1.v,+0:v;+…+0:v, =0 证 明了 5S 线 
性 相关 . 国 
例 6 用 观察 法 确定 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 . 


一 2 3 
1 2| 13 4 2| |I0| 11 
4 -0 
a. 17|1,101,11L1|1 ,11 b. 13|,10|,11 C. ， 
6 一 9 
6| 19 5 8 5 0| [8 
10 15 


解 a. 这 个 向 量 组 包含 4 个 向 量 ， 每 个 向 量 仅 有 3 个 元 素 ， 因 此 它们 线性 相关 . 

b. 定理 8 不 能 应 用 ， 因 为 向 量 个 数 不 超 过 每 个 向 量 中 元 素 个 数 . 因 该 组 中 有 零 向 量 ,， 根据 
定理 9， 因此 它 线 性 相关 . 

c. 看 我 们 比较 两 问 量 的 对 应 元 素 ， 第 2 个 问 量 看 来 是 第 一 个 向 量 的 -3/2 倍 . 这 个 关系 对 前 
3 对 元 素 成 立 , 但 对 第 4 个 不 成 立 . 因此 , 这 两 向 量 中 任意 一 个 不 是 男 一 个 的 倍数 ,因此 是 线性 
无 关 的 . 国 

一 般 地 ， 你 必须 把 每 一 节 完 整地 读 几 遍 才 能 理解 像 线性 相关 这 样 的 重要 概念 . 学 习 指 导 书 
中 的 这 一 节 的 注解 对 你 掌握 线性 代数 中 的 这 一 重要 思想 是 很 重要 的 . 例如 ， 下 列 的 证 明 值得 一 
读 ， 因 它 指 出 如 何 应 用 线性 无 关 的 定义 ， 


定理 7 〈 线 性 相关 集 的 特征 ) 的 证 明 寿 $ 中 某 个 上 是 其 他 向 量 的 线性 组 合 ， 那 么 把 方程 
两 边 减 去 vj 就 产生 一 个 线性 关系 ， 其 中 vj 的 权 为 ( -1)， 例 如 ， 若 p=cov;+c3v3， 那 么 
0=(—Dyvi+c2v2 + cav3+Ov4 t+.+Or, 
于 是 线性 相关 . 
反之 ， 设 3 线性 相关 ， 看 请 为 零 ， 则 它 是 8 中 其 他 向 量 的 一 个 (平凡 ) 线性 组 合 . 若 不 为 
零 ， 存 在 c,……cr 不 全 为 零 ， 使 
CiVy1 十 C2V2 十 … 十 Coyp 二 人 


设 j 是 使 cj#0 的 最 大 下 标 . 者 j=1 则 cw =0， 这 是 不 可 能 的 ， 因 v0， 故 j>1. 而 


这 1 八 
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CVit++CD ;+Ovjn+.…+Ov, =0 
练习 题 
3 -0 0 3 
设 w=| 2| ,v=| 11,m=|-53|，z=| 7 
-4 7 2 一 9 


.集合 {eyj,fawj,fazl,fwjfpz) 和 {w,z} 都 是 线性 无 关 的 吗 ? 为 什么 ? 


. 练习 题 1 的 答案 是 否 蕴 润 着 {wu,v,w,z} 也 线性 无 关 ? 


] 

2 

3. 为 确定 {u,v,w,z} 是 否 线性 相关 ， 是 否 有 必要 验证 w 是 wu,v,z 的 线性 组 合 ? 
4 


， {u,v,w,z} 是 否 线性 相关 ? 
习题 1.7 
习题 1~4 中 , 确定 向 量 组 是 否 线性 相关 , 给 出 理由 . 


S|| 7|11 9 0|| 01[-3 
1. i0|, 2|, 4 2. |0|| 51, 4 
0|1|-61|1-8 2 | | -8 1 


i 


习题 5~8 中 ,确定 给 定 矩 阵 的 各 列 是 否 构 成 线 


性 相关 和 集 ， 给 出 理由 . 
0 -8 5 -4 -3 0 
3 -7 4 0 -1 4 
”| 54 | 1 03 
1 -3 2 5 456 
1 4 -3 0 1 -3 3 -2 
7. 2 -7 5 1 8. |-3 7 -1 2 
-4 -5 75 0 1-4 3 


习题 9~10 中 , (a) 对 4 的 什么 值 ，v, 属于 
Span{y1,v,} ( b ) 对 的 什么 值 ， {v1,92,V3} 线性 相 


1 一 2 2 
10, Vi 二 一 9 ,p> 一 10 V3 一 一 9 
一 3 6 h 


习题 11~14 中 , 求 出 的 值 , 使 向 量 组 线性 相 


关 . 
If「 31[-1 21[-6] [8 
11. | -1 则 | ; 12. |-4|, 71 
4|| 7|| 4 1||-3||4 
1][-21[1 3 If-51T1 
13. 5 3 | | 14. | 7j| 1 
-3j | 6||29 -3|| 8||h 


习题 15~20 中 ,通过 观察 判断 向 量 组 是 否 线性 
无 关 ， 给 出 理由 . 


s RY «ll 


[EI 


时 


一 2 1 | |1=-2110 
19. 112 |,| -3 20. | 4|,| 51,10 
-4||-1l -7| | 3|10 


习题 21~22 中 , 判断 每 个 命题 的 真 假 . 仔细 读 
课文 ， 说 明 你 的 理由 . 
21. a. 者 方程 hx =0 有 平凡 解 , 则 和 矩阵 4 的 各 列 线 
性 无 关 . 


线 怪 江 费 庆 挑 线 糙 万 厦 级 
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b. 若 $S 是 线性 相关 集 ， 则 5 中 每 个 向 量 是 其 他 
向量 的 线性 组 合 . 
c. 任意 4x5 和 矩阵 的 各 列 线 性 相关 . 
d. 若 x 和 ?线性 无 关 , 而 {x,y,z} 线性 相关 ，, 则 
z 属 于 Span{x,y}. 
22. a. 两 个 向 量 线性 相关 ， 当 和 且 仅 当 它 们 在 一 条 通 
过 原点 的 直线 上 . 
b. 某 一 个 向 量 集 的 向 量 个 数 少 于 每 个 向 量 所 
含 元 素 个 数 ， 则 它 线性 无 关 ， 
c. 大 x 和 yy 线性 无 关 , 而 z 属于 Span{x,y} , 则 
{x,y,z} 线性 相关 . 
d. 右 取 " 中 一 个 向 量 集 线性 相关 ， 则 此 集 包 含 
的 向 量 个 数 多 于 每 个 向 量 中 元 素 的 个 数 . 
习题 23~26 中 , 给 出 矩阵 可 能 的 阶梯 形 . 使 用 
1.2 节 例 1 中 的 记号 . 
23. 4 是 3x3 和 犯 阵 ， 各 列 线性 无 关 . 
24. 4 是 2x2 矩阵， 两 列 线性 相关 . 


25. 4 是 4x2 和 矩阵 ，4=[a，e:] ，ea, 不 是 ai 的 倍数 . 


26. 4 是 4x3 矩阵，4=[e，e， ea] ，{fa,e} 线 
性 无 关 ，a, 不 属于 Span{a,a,}. 
27. 一 7x5 矩阵 如 果 各 列 线性 无 关 ， 则 它 有 多 少 
个 主 元 列 ? 为 什么 ? 
28. 一 5 x7 矩阵 如 果 其 列 生成 腿 ; , 则 它 有 多 少 个 
主 元 列 ? 为 什么 ? 
29. 构造 3x2 和 矩阵 4 和 BB 使 4x =0 仅 有 平凡 解 ， 
Bx =0 有 非 平 凡 解 . 
30. a. 填空 ;“ 若 4 是 mxn 矩阵， 则 4 的 各 列 为 线 
性 无 关 ， 当 且 仅 当 4 有 个 主 元 列 .” 
b. 说 明 命 题 (a ) 为 什么 是 真 的 . 
习题 31~32 中 ， 不 使 用 行 变换 求解 . ( 提示 : 


将 hr =0 写成 向 量 方程 . ) 
2 3 5 
 _| | ,观察 到 第 3 列 是 前 两 


l] 0 1 
列 之 和 . 求 出 hr =0 的 一 个 非 平 凡 解 . 


4 1 6 
-7 5 3 
9 -3 3 

列 的 两 倍 等 于 第 3 列 . 求 4x = 0 的 一 个 非 平凡 解 . 

习题 33~38 的 每 个 命题 是 (在 任何 情形 下 ) 真 
或 ( 至 少 一 种 情形 下 ) 假 . 若是 假 ， 举 例 说 明 该 合 
题 不 是 永远 为 真 . 这 样 一 个 例子 称 为 该 命题 的 一 
个 反例 . 若是 真 ,给 出 理由 ( 一 个 特例 不 能 说 明 该 
命题 总 是 真 的 ). 这 里 你 必须 做 比 习 题 21~22 更 多 


， 观 察 到 第 1 列 加 上 第 2 


的 工作 . 
33. 若 Vi,…,y4 属于 WR’ 9 ?3 一 了 2 十 ?2 9 则 {V1, v2, 
Va,V4} 线 性 相关 . 


34. 着,…,V4 属 于 RR', 且 v=0, 则 {pv2,v3,v4} 线 
性 相关 . 

35. 关中 与 Vv 属于 RR， 
{V1,v2} 线性 无 关 . 

36. 震 y…, 属 于 R', 而 vy 不 是 {v1,v2,v4} 的 线性 
组 合 ， 则 {y1,v2,y3,v4} 线 性 无 关 . 

37. 者 …,V4 属 于 恨 * ，{vi,v2,v3} 线性 相关 ， 则 
{v1,V2,V3,V4} 也 线性 相关 . 

38. 知 m，…m% 是 到 中 线性 无 关 向 量 ， 则 {v1,v2,v} 
也 线性 无 关 . ( 提示 : 考虑 方程 mp + xoy， 
+Joz +0.y =0.) 

39. 设 A 是 mxn 和 矩阵 ， 且 对 RR” 中 所 有 bb ， 方程 
4r =b 至 多 只 有 一 个 解 . 应 用 线性 无 关 的 定 
义 说 明 4 的 各 列 必定 线性 无 关 . 

40. 设 mxn 矩阵 4 有 nn 个 主 元 列 . 说 明 为 什么 对 
R” 中 每 个 b, 方程 Ax =b 至 多 有 一 个 解 ，( 提 
未 : 说 明 为 什么 hr =z 不 能 有 无 穷 多 个 解 ) 
[LM] 习题 41~42 中 , 求 出 4 中 尽 可 能 多 的 列 构 

造 矩 阵 B ， 使 方程 Bx =0 仅 有 平凡 解 . 解 方程 

Bx =0 来 证 明 你 的 结论 . 

8 -3 0 -7 2 


Vi 不 是 2 的 倍数 ， 则 


-9 4 5 1 -7 

41. A= ! 
6 -2 2 -4 4 
3 -1 7 0 10 
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2 06-3.710 构造 B 中 使 用 的 列 » ， 确 定 v 是 否 属于 B 的 各 
“7 6 7 -9 5 列 所 生成 的 集 ( 说 明 你 的 计算 ) . 
ts 44. [M] 对 习题 和 2 中 的 矩阵 A 和 8B 重复 习题 43 中 


-4 -3 1 6 -8 9 
8 7 -5 -9 1 -8 
43. [M] 对 习题 41 中 的 矩阵 A 和 B ,选择 4 中 未 在 


练习 题 答案 


1. 是 ， 每 一 种 情况 下 ， 任 一 个 向 量 都 不 是 另 一 个 的 倍数 . 所 以 每 个 向 量 组 都 线性 无 关 . 

2. 否 ， 练 习题 1 中 的 观察 并 不 说 明 {w,v,w,z} 线性 无 关 . 

3. 否 ， 检验 线性 无 关 性 ， 去 检验 某 个 特定 向 量 是 否 其 他 向 量 的 线性 组 合 不 是 好 方法 . 有 可 能 某 一 向 量 不 
是 其 他 向 量 的 线性 组 合 而 整个 向 量 组 仍然 线性 相关 ， 本 题 中 ，w 不 是 u,v,z 的 线性 组 合 . 

4. 是 ， 由 定理 8， 癌 量 个 数 (4 ) 超过 元 素 的 个 数 (3 ). 


的 工作 ,说 明 你 发 现 了 什么 . 


1.8 线性 变换 介绍 


矩阵 方程 Ax = 和 对 应 的 向 量 方程 ma +…+%a, =b 之 间 的 差别 仅仅 是 记号 上 的 不 同 ， 然 
而 ， 甜 阵 方程 还 可 以 由 线性 代数 中 其 他 问题 以 及 在 应 用 中 ， 例 如 计算 机 图 形 ， 信 号 传递 等 所 引 
起 ， 而 不 仅 是 直接 与 向 量 线性 组 合 的 问题 有 关 . 通常 的 情况 是 把 矩阵 4 当 作 一 种 “对 象 ”"， 它 通 
过 乘法 “作用 ”于 向 量 x ， 产 生 的 新 向 量 称 为 hx . 

例如 ， 方 程 
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乘 以 矩阵 A 后 ,将 x 变 成 bp， 将 w 变 成 零 向 量 ， 见 图 1-34. 


图 1-34 通过 和 矩阵 乘法 变换 向 量 


由 这 个 新 观点 , 解 方 程 Ax =b 就 是 要 求 出 及 中 所 有 经 过 乘 以 4 的 “作用 ”后 变 为 b 的 向 量 x. 

由 x 到 Ax 的 对 应 是 由 一 个 向 量 集 到 另 一 个 向 量 集 的 函数 . 这 概念 推广 了 通常 的 函数 概念 ， 
通常 的 函数 是 把 一 个 实数 变 为 另 一 个 实数 的 规则 . 

由 及 "到 及 "的 一 个 变换 ( 或 称 函 数 、 映 射 )T 是 一 个 规则 , 它 把 RR" 中 每 个 向 量 x 对 应 以 RR” 
中 的 一 个 向 量 T(z). 集 及 " 称 为 了 的 定义 域 ， 而 及 " 称 为 了 的 余 定 义 域 (或 取 值 空间 ) . 符号 T : 
有" 一 慷 "说明 7 的 定义 域 是 R" 而 余 定义 域 是 RR”", 对 于 及 "中 向 量 x ,RR" 中 向 量 T(x) 称 为 x (在 
了 作用 下 ) 的 像 所 有 像 T(x) 的 集合 称 为 7 的 值 域 . 见 图 1-35. 


, 定义 域 余 定义 域 
图 1-35 77: 了 "一 及 "的 定义 域 、 余 定义 域 和 值 域 


本 市 的 新 名 词 是 非常 重要 的 ， 因 为 矩阵 乘法 的 动态 观点 对 理解 线性 代数 和 建立 时 变 物理 系 
统 的 数学 模型 起 着 关键 作用 . 这 样 的 动力 系统 将 在 1.10 节 、4.8 节 、4.9 节 以 及 第 5 章 进行 讨论 . 


和 矩阵 变换 


本 节 以 下 内 容 研 究 有 关 和 矩阵 乘法 的 映射 . 对 及 "中 每 个 x，T(x) 由 Ax 计算 得 到 ， 其 中 4 是 
mxn 甜 阵 ， 为 简单 起 见 ， 有 时 将 这 样 一 个 矩阵 变换 记 为 x 一 Ax ,注意 当 A 有 nn 列 时 ,TT 的 定义 
域 为 R"， 而 当 4 的 每 个 列 有 m 个 元 素 时 ,T 的 余 定 义 域 为 RR”" .7 的 值 域 为 4 的 列 的 所 有 线性 组 
合 的 集合 ， 因 为 每 个 像 T(x) 有 Ax 的 形式 . 

.i 3 
| 
-5 


2 
当当 | = 
-1] 7 


3 
例 1 设 A= 2|， 定 义 变换 T:R? 一 RR 为 T(x)= Ax ， 于 是 
5 


1 一 3 
T(x)=Ax=| 3 5 
-1 7 


X1 一 3X2 
加 | 
2 a 
a. 求 u 在 变换 TT 下 的 像 T(w). 
b. 求 R’ 中 的 向 量 x ,使 它 在 T 下 的 像 是 向 量 b. 
c. 是 否 有 其 他 向 量 在 T 下 的 像 也 是 5b? 
d. 确定 c 是 否 属于 变换 了 的 值 域 . 


X2 


解 a. 计算 


3 


b. 解 T(x)=b ， 即 解 4xvx=z ， 或 


1 一 3 3 
3 5 加 (1) 
-1 7|H |-s 
应 用 1.4 节 的 方法 ， 把 增 广 和 拖 阵 进行 行 变 换 : 
1 -3 3| [1 -3 3| fli -3 31 [0 1.5 
3 5 2|~|0 14 -7 | 1 -0.5 | 1 四 (2) 
-1 7 -5| |I0 4 -2| |0 0 0| |100 0 


因此 x =1.5,x, = -0.5,x -| ， 这 个 向 量 x 在 T 下 的 像 是 给 定 的 向 量 b. 
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c. 任意 x， 若 它 在 7 下 的 像 是 bp ， 它 必 满 足 (1)， 由 (2) 知 方程 (1 ) 的 解 是 惟一 的 ， 所 


以 仅 有 一 个 x 使 它 的 像 是 b. 
d. 车 c 是 恨 ? 中 某 个 x 在 T 下 的 像 ， 则 它 属于 工 的 值 域 ， 也 就 是 说 ， 对 某 个 x，c =T(x)， 
这 就 是 说 ， 要 问 方程 组 hx =c 是 否 相 容 ， 为 找 出 答案 ， 把 增 广 和 矩阵 进行 行 变换 


FE 3 $l TL se | | 3 
9” 省 多 [al 丰 了 |1s 和 1 2 
a 7 Sl I RH Bl I0 | 10 0 -85 

第 3 个 方程 是 0=-35 ,说 明 方程 组 不 相 容 ,因此 ec 不 属于 TT 的 值 域 . 


例 1 (c) 的 问题 是 方程 组 的 惟一 性 问题 : 少 是 否 及 " 中 惟一 的 x 的 像 ? 类 似 地 , 例 1 (4d) 
是 存在 性 问题 : 是否 存 在 RR" 中 x 使 它 的 像 为 c? 

下 列 两 个 矩阵 变换 有 很 明确 的 几何 意义 ， 它 们 加 强 了 和 矩阵 作为 向 量变 换 的 动态 观点 ，2.7 
节 包 含 了 其 他 有 关 计 算 机 图 形 学 的 有 趣 例子 . 


1 0 0 
例 2 者 A4=|0 1 0|， 则 变换 xy* Ax 把 RR 中 的 点 投影 到 xx, 坐标 平面 上 ， 因 为 
0 0 0 
Xl 4 二 如 Xl Xl 
Xx2 PIO 1 0|x |=|x, 
X3 0 0 0 3 0 
见 图 1-36. 


图 1-36 ”投影 变换 


例 3 这 4-|。 中 变换 了 :及 : -> 有 :定义 为 T(z) = Ax 称 为 剪 切 变换 . 可 以 说 明 ， 若 工作 


用 于 图 1-37 的 2x2 正方 形 的 各 点 , 则 像 的 集 构成 带 阴 影 的 平行 四 边 形 .关键 的 想法 是 证 明了 
将 线段 映射 成 为 线段 ( 如 习题 27 所 示 )， 然 后 验证 正方 形 的 4 个 顶点 映射 成 平行 四 边 形 的 4 
RK _fo _ [1 3]ol felf2 1 3][2] [8 8 
顶点 .例如 ， 点 w=|2| 的 像 为 Tw=| 四 中 国力 中 2 =[2 .7 将 下 方形 
变形 ， 正 方形 的 底 保持 不 变 ， 而 正方 形 的 顶 拉 向 右边 . 前 切 变换 出 现在 物理 学 、 地 质 学 与 昌 
体 学 中 


剪 切 变换 后 的 绵羊 
1-37 前 切 变 换 中 


线性 变换 
1.4 节 定 理 5 表明 ,， 若 A 是 mxn 和 矩阵 ， 则 变换 x Ax 有 以 下 性 质 . 
A(u +v)= Au+ Av 和 A(cu) = cAu 
u,v 是 及 "中 任意 向 量 ，c 是 任意 数 . 这 些 性 质 若 用 函数 记号 来 表示 ， 就 得 到 线性 代数 中 最 
重要 的 一 类 变换 . | 
定义 ”变换 (或 映射 ) T 称 为 线性 的 ， 若 
(i) 对 TT 的 定义 域 中 一 切 wv，T(ut+tv)=T(u)+T(y). 
(ii) 对 一 切 & 和 标量 c，T(cx) = cT(x) . 
每 个 矩阵 变换 都 是 线性 变换 ， 非 矩阵 变换 的 线性 变换 的 重要 例子 将 在 第 4、5 章 中 讨论 . 
线性 变换 保持 向 量 的 加 法 运算 与 标量 乘法 运算 . 性 质 (i) 说 明 先 将 恨 " 中 的 wu 和 v 相 加 然后 
再 作用 以 7T 的 结果 Tu+m 等 于 先 把 了 作用 于 x 和 "然后 将 及 "中 的 To) 和 TG(v) 相 加 .由 这 两 个 
性 质 容 易 推 出 下 列 性 质 : 


若 了 是 线性 变换 ， 则 
7T(0) =0 


且 对 了 的 定义 域 中 一 切 向 量 & 和 ”以 及 数 c 和 qd 有: 
T(cut+dv)=cT(u)+aT(y) 


性 质 (3) 由 (ii) 得 出 ， 因 T(0) =7(0x) =07(x)=0. 性 质 (4) 由 (Ci) 和 (让 ) 推出 : 
T(cut+dv)=T(cu)+T(dy)=cT(u)+aT(y) 
若 一 个 变换 满足 (4 )， 它 必 是 线性 的 . ( 取 c=d=1 可 得 (i), 取 d=0 可 得 (ii).) 重复 应 
用 (4) 得 出 有 用 的 推广 : 
T(cvit+:*+cppy)=oT(W)++c,T(y,) (5) 
在 工程 和 物理 中 , (5 ) 式 称 为 个 加 原理 . 设想 yi,v,,…,v, 为 进入 某 个 系统 的 信和 号， 
T(y1)…,T(y,) 为 系统 对 这 些 信号 的 响应 . 系统 满足 琶 加 原理 ， 若 某 一 输入 可 表示 为 这 些 信 号 的 
线性 组 合 ， 则 系统 的 响应 是 对 各 个 信号 的 响应 的 同样 的 线性 组 合 . 我 们 将 在 第 4 章 研究 这 一 思 
想 . 
例 4 给 定 标量 >, 定义 了 :了 一 RR 为 T(x)=rx. 当 0O 和 r 和 1 时 ,7 称 为 压缩 变换 , 当 r >1 


时 T 称 为 拉 伸 变换 . 设 +=3， 证 明 7T 是 线性 变换 . 
解 ” 设 u,v 属于 及 ，c,d 为 数 ， 则 
T(cu+dv)=3(cu+dv) T 的 定义 
=3cu+3dv 
= CcC(3u)+d(3r) 
=cT(u)+aT(y) 
因 满 足 ( 4 )， 于 是 了 是 线性 变换 . 见 图 1-38. 


-一 个 


图 1-38 拉 伸 变换 省 
例 5 定义 线性 变换 了 :了 及 -一 及 ”为 


ro ol ls 
| Xl 
| -| 机 + | 在 7 下 的 人 

3 4 

ro o-oo l(a} ros ola 

1 1 4 | 上 1 9 1 要 6 
注意 T(w+v) 等 于 T(w)+T(Y). 由 图 1-39 可 知 ,T 把 w,v 和 w+v 逆 时 针 向 旋转 90°. 事实 上 ， 

T 把 由 wu 和 vw 确定 的 平行 四 边 形变 换 成 由 T(w),T(Y) 确 定 的 平行 四 边 形 ( 见习 题 28 ) . 
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图 1-39 ”旋转 变换 EE 
最 后 的 例子 不 是 几何 的 ， 它 说 明 线 性 变换 如 何 把 某 一 类 型 的 数据 变 成 男 一 种 类 型 的 数据 . 


例 6 某 公司 生产 两 种 产品 B 和 C, 使 用 1.3 节 例 7 中 的 数据 ,我 们 构造 “单位 成 本 ”和 矩阵 
U =[b cl]， 它 的 各 列 描述 “每 美元 产 出 成 本 ”. 


产品 
B C 
0.45 0.40|] 材料 
eo 0.35 | 劳动 
0.15 0.15 | 管理 
设 x= (zw) 为 “ 产 出 ”向 量 , 对 应 于 产品 B 和 x 美元 及 产品 C 和 x% 美 元 , 定义 T:R* 一 RR 
为 
0.45 0.40] | 材料 总 成 本 
T(x)=Ux =x|0.25 |+x;|0.35 |=| 劳动 总 成 本 
0.15 0.15 | | 管理 总 成 本 
变换 TT 将 一 列 产 出 数量 ( 以 美元 计算 ) 变换 为 一 列 总 成 本 . 该 变换 是 线性 的 ， 体 现在 两 方面 : 
1. 者 产量 增加 4 倍 ， 由 增 加 到 4xz ， 则 成 本 也 乘 以 同一 因子 ， 由 T(x) 增 加 到 4T(x). 
2. 若 x 和 yy 为 产 出 向 量 ， 则 对 应 产 出 向 量 x+y 的 总 成 本 恰好 等 于 成 本 向 量 T(x) 和 T(y) 之 
和 |， 医 
练习 题 


1. 设 7:R 一 民 ',T(x)= 4x,4 为 某 个 矩阵 ，Y 属于 RR ，4 应 有 几 行 几 列 ? 
2 这 4-|。 中 给 出 变换 xy hz 的 几何 解释 


3. 由 0 到 向 量 w 的 线段 是 形 如 tw 的 点 的 集合 , 其 中 0< 和 fgl, 证 明 线 性 变换 了 把 这 个 线段 变 为 0 到 Te 的 
线段 . 


习题 1.8 
> 0 1 0 -2 | 
1. 用 4-|。 | 定义 了 : 恨 * 一 民 : 为 T(x)= Axr， 3. A=|-2 1 6| ,5=| 7 
3 -2 -5 -3 
| | 59=| ?| 在 了 下 的 像 1 -3 2 6 
一 3 b 4. A=I0 1 -4|,4b=|-7 
05 0 0 1 a 3 -5 ~9 -9 
2. 设 4=|0 05 0 ju=| 0l,y=ibl, 定义 4 4-| -5 J p-| 2 | 
0 0 0.5 -4 c | -3 7 5|° -2 
7 :了 一 了 及 为 TOr)=4r, 求 Te 和 To)， ， , 。 
习题 3~6 中 ,定义 T(x)= hx , 求 出 x 使 它 在 了 6. 4= 0 1 1 25=| 3 
下 的 像 为 b， 并 判 浙 x 是 否 惟一 . -3 5 -4 _6 


线性 化 禾 赤 有 失 绪 性 分 娠 有 纳 


7. 设 A 是 6x5 和 矩阵 ,为 了 定义 T:R’ 一 RR", T(x)= 
Ax ，a 与 b 应 为 多 少 ? 
8. 为 了 定义 从 恨 ' 到 有 R’ 的 映射 T(x)= hx , 矩阵 4 
应 有 几 行 几 列 ? 
习题 9~10 中 ,， 求 出 屎 :中 所 有 >Y ， 它 在 变换 
xhF?A4r 下 映射 为 零 向 量 . 
1 -4 7 -5 


0 1 3 
2 -6 6 一 


9. A= 10. A= 


Cd 
OO 
nw 人 


一 2 


-1 
11. | 1 |，4 为 习题 9 中 的 矩阵 ，b 是 否 属 


0 
于 线性 变换 x hx 的 值 域 ? 
-1] 
12. 设 b= J, ,4 为 习题 10 中 的 矩阵, b 是 否 属 于 
4 
线性 变换 xF 4x 的 值 域 ? 
习题 13~16 中 ， 在 直角 坐标 系 下 标 出 向 量 


-| -| 和 它们 在 变换 了 下 的 像 ( 每 题 画 _- 


个 图 )， 给 出 变换 T 对 RR? 中 向 量 x 的 作用 . 


13. r=| 1 | 四 
0 一 1 | | >x2 
四 | 加 
14. T(x)= 
OU 0.3| | 加 
15. ro-|。 | 四 
0 1 xy 
16. roo=|， | 加 
] 0O||x; 


17 设 了 :Ra _yR: 是 线性 变换 所 | 变 为 


?| , 把， -| 加 ,利用 了 是 线性 变换 


的 事实 求 出 向 量 34，2v, 3x+27 在 T 下 的 像 . 
18. 下 图 给 出 向 量 wv,w ， 以 及 在 线性 变换 
7T :及 -一 及 的 作用 下 To 和 TQ) 的 像 ， 画 出 
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T(w) 的 像 ，( 提示 : 首先 将 w 写成 u 和 v 的 线 


| 
s T(u) 


| _10 _|2 _|~l 2 
ele 


一 下 是 线性 变换 ， 把 e 变 为 六， 把 ez 变 为 


yy, | | 和 | ”| 的 人 
一 3 2 


20， 设 = 3 rm 是 


X72 5 
线性 变换 , 把 x 映射 为 api+xpz , 求 矩 阵 4 ， 
使 对 每 个 x ，T(x)= Ax. 
习题 21~22 中 , 判断 每 个 命题 的 真 假 , 并 说 明 
理由 . 


21. a. 线性 变换 是 一 种 特殊 的 函数 . 


b. 若 4 是 3x5 矩阵 , T 是 由 T(x)= Ax 定义 的 
变换 ， 则 4 的 定义 域 是 到: . 
c. 若 4 是 闫 xm 和 矩阵, 则 线性 变换 xPy hx 的 值 
域 是 R”. 
d. 所 有 线性 变换 都 是 矩阵 变换 . 
e. 变换 了 是 线性 的 , 当 且 仅 当 对 任意 7 的 定义 
域 中 的 m,y 和 所 有 数 ci,c, 都 有 
T(cwit+car2)= oT )+cT(y,) 
22. a. 所 有 和 矩阵 变换 都 是 线性 变换 . 
b. 变换 x 户 hx 的 余 定义 域 是 4 的 列 的 所 有 线 
性 组 合 所 构成 的 集合 . 
c. 者 了 : 避 " 一 及 ”是 线性 变换 ，c 在 及 "中 ， 则 
惟一 性 问题 是 :“c 是 否 在 7 的 值 域 中 ? ” 
d. 线性 变换 保持 向 量 加 法 和 标量 乘法 运算 . 
e. 便 加 原理 是 线性 变换 的 物理 表述 . 
23. 设 T 是 把 点 映射 为 它 关 于 x 轴 的 对 称 点 的 线 
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性 变换 了 :了 及 -一 及 . ( 见 练习 题 2.) 画 出 类 似 
图 1-39 的 两 个 图 ， 说明 线 性 变换 的 性 质 (i ) 
和 (ii) . 

24. 设 癌 量 y,…,b ,生成 民 ” ,7T: 及 "一 及 " 是 一 线性 
变换 ，7TO;)=0，i=1…,p， 证明 7 是 零 变 换 ， 
即 知 x 是 有 R" 中 的 任 一 向 量 ， 则 T(x)=0. 

25. 给 定 及 " 中 向 量 y#0 和 yp ， 通 过 pp 方向 为 v 的 
直线 有 参数 方程 x+=p+w . 证 明 线 性 变换 
T:RR" 一 R" 把 此 直线 映射 到 男 一 条 直线 或 一 
点 ( 称 为 退化 直线 ) 上 . 

26. 设 wv 为 有 R" 中 线性 无 关 向 量 ，P 是 通过 wv 和 
0 的 平面 ，P 的 参数 方程 为 

X= SU+ty(s,1 为 实数 ). 
证 明 任 意 线性 变换 T:R 王 RR! 把 P 映射 为 通 
过 0 的 一 个 平面 ， 或 通过 0 的 一 条 直线 ， 或 仅 
是 民 中 的 原点 .为 了 使 平面 P 的 像 是 平面 ， 
T(w) 和 TQ@) 应 满足 什么 条 件 ? 
27..a. 证 明 通 过 R" 中 向 量 p 和 4 的 直线 可 写成 参 
数 方程 x =(1~t)p+tg . (参阅 1.5 节 的 习题 
21 和 22 中 的 图 . ) 
b. 由 p 到 4 的 线段 可 表示 为 所 有 形 如 
-Dp+tg，(0<1<&D) 的 点 的 集合 ( 如 下 
图 所 示 ). 证 明 任 意 一 个 线性 变换 T 把 此 线 
段 映射 为 一 条 线段 或 一 个 单独 的 点 . 


(l-—p+ta 
x 


(和 1)9 


(t=0)p 


28. 设 u 和 vv 是 恨 "中 的 向 量 , 可 以 证 明 , 由 ww 和 vy 
所 确定 的 平行 四 边 形 内 所 有 点 的 集 P 可 表示 
为 aut+tbv , 0sasl, 0<b<x1l. 设 T:R*»R” 
为 线性 变换 ,说明 为 什么 P 内 一 点 在 7 下 的 像 
是 在 由 T(w) 和 Tv) 确定 的 平行 四 边 形 内 . 

29. 定义 ff: 有 民 一 民 为 f(x)=mx+b. 

a. 证 明 当 b=0 时 ，f 是 线性 变换 . 


雾 1 全 


b. 求 出 线性 变换 的 一 个 性 质 ， 使 当 bz0 时 ， 
f 不 满足 . 
c. 为 什么 称 广 为 线 性 函数 ? 

30. 仿 射 变换 了 :下 "一 及 ”有 形式 T(z)=4r+z4 
为 mxn 和 矩阵, 5 属于 RR”", 证 明 当 bz0 时 , T 
不 是 线性 变换 ( 仿 射 变换 在 计算 机 图 形 学 中 很 
重要 ) . 

31. 设 T:R" 一 下 "为 线性 变换 ， 设 fy,v2,v3} 为 民 " 
中 线性 相关 集 ， 说 明 为 什么 集 {Tv,),T(y,), 
T(y3)} 线性 相关 . 
习题 32~36 中 ， 将 列 向 量 写 成 行 的 形式 ， 如 

X=(X,X), T(xX)=T(n,x). 

32. 证 明 由 了 T(x,xs)=(4%1 一 2xz,3|xo|) 定义 的 变换 
7 不 是 线性 的 . 

33. 证 明 由 T(x,xz)=(2x0 -3m, Xt+4，5x;) 定义 的 
变换 了 不 是 线性 的 . 

34. 设 T:R" 一 疏 " 为 线性 变换 .证 明 : 若 7 把 两 个 线 
性 无 关 向 量 映 射 为 线性 相关 和 集 ， 则 方程 
T(x)=0 有 非 平凡 解 .( 提示 : 设 及 "中 wu 和 v 线 
性 无 关 ， 但 To 和 7o) 线性 相关 . 则 
czZ()+cT)=0 对 基 个 不 全 为 零 的 权 c 和 
cz 成立， 然后 使 用 这 一 方程 . ) 

35， 设 T:Ri 下 Ri 为 一 变换 ， 它 将 向 量 
xz= (2m) 映射 为 关于 平面 x; =0 对称 的 点 
T(xX)=T(x,x, 一 +) ,证 明 T 是 一 线性 变换 ,( 思 
路 参见 例 4. ) 

36. 设 了 :惟一 下 ”为 一 变换 , 它 将 向 量 x = (XxX, X2, Xs) 
映射 到 平面 x, =0 上 ， 即 T(x)=7T(x,0,%) ， 证 
明了 是 一 线性 变换 . 

[Mj 习题 37~38 中 , 给 定 矩 阵 确定 了 一 个 线性 

变换 T. 求 出 使 T(x)=0 的 所 有 x. 


4 -2 5 -5 -9 -4 -9 4 

-9 7 -8 -8 - 
37. 9 38. | > 37 6 
-6 4 5 3 7 11 16 -9 
5 -3 8 -4 9 -7 -4 5 
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—7 


7 
39. [Mj] 设 b= 。 ,4 为 习题 37 中 的 矩阵 ，4b 是 否 40. [Mj] 设 b= > , 设 4 为 习题 38 中 的 和 矩阵 ,5b 是 


-5 
否 属 于 变换 x 卢 hx 的 值 域 ? 若是 ， 求 出 在 变 
换 T 下 的 像 为 b 的 x. 


7 
属于 变换 x Fy hx 的 值 域 ? 若 如 此 ; 求 出 在 变 
换 T 下 的 像 为 bp 的 x. 
练习 题 答案 
1 4 必须 有 S$ 列 ，4xr 才 有 定义 ， 4 必须 有 2 行 ，7 的 余 定 义 域 才能 是 及 . 
2, 在 坐标 系 中 任意 取 一 点 看 看 会 发 生 什 么 . 例如 (4，1 ) 映射 为 (4，-1)， 变换 x 卢 hx 把 点 映射 为 它 关 
于 x 轴 (或 元 轴 ) 的 对 称 点 . 见 图 1-40. 


变换 x 卢 Ax 
图 1-40 


3. 设 xY= 妈 ,0O<r 和 1， 因 了 7 是 线性 变换 ，T(ay =1T(oO ， 它 是 连接 0 和 7(o) 的 线段 上 的 点 . 


1.9 线性 变换 的 和 矩阵 


当 一 个 线性 变换 T 是 由 几何 中 提出 来 或 用 语言 叙述 时 ， 我 们 通常 希望 有 关于 T(x) 的 公式 . 
下 面 的 讨论 指出 ， 从 R" 到 RR” 的 每 一 个 线性 变换 ,实际 上 都 是 一 个 矩阵 变换 xFy Ax ， 而 且 变 换 
7 的 性 质 都 归结 为 4 的 性 质 . 寻找 矩阵 4 的 关键 ， 是 了 解 工 完 全 由 它 对 单位 矩阵 1, 的 各 列 的 作 
用 所 决定 . 

例 1 1， -| | 的 两 列 是 e， -| 和 -| ， 设 了 是 到” 到 | R’ 的 线性 变换 ， 使 
3 一 3 
一 7 ， T(e; )= 8 


T(e)= 


2 0 


求 出 下 "中 任意 向 量 x 的 像 


解 写 出 
加 | 1 0 加 ( ) 
此 一 % 二 Xl 0 十 X2 ] 一 XIB1 + XE > 1 
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守 1 中 
因为 了 是 线性 变换 ， 所 以 
5 一 3 SX 一 3x2 
T(x) 二 XiT (ee ) 十 XT (e> ) 一 Xl 一 7 +X; 8 | = 一 7 加 十 8X2> ( 2 ) 
2 0 2x1+0 本 


由 步骤 (1) 到 (2 ) 说 明 为 什么 只 要 知道 T(e) 和 7T(e,) 就 可 由 任意 x 决定 T(x)， 此 外 ， 因 
(2) 把 T(x) 表 示 为 T(e,) 和 7(e,) 的 线性 组 合 ,我 们 可 把 这 些 向 量 作为 矩阵 4 的 各 列 ， 而 把 (2 ) 
式 写成 


T(x)=[T(e) T(e,)] |= Ax 


定理 10 设 T:R" 一 束 " 为 线性 变换 ， 则 存在 惟一 的 答 阵 4， 使 
T(x)= Ax ， 对 及 "中 一 切 x 
事实 上 ，A4A 是 mxn 欠 阵 ， 它 的 第 j 列 是 向 量 T(e,)， 其 中 ,是 单位 矩阵 了 的 第 j 列 : 
A=[T(e) … T(e,)] (3) 
证 记 Y=7x=[e， 机 En xX = 和 0E1 十 :十 所 e，， 由 于 了 是 线性 变换 ， 知 


T(x) = 了 (Xi 十 … 十 Xe ) = Xi (el) 十 … 十 Xe，) 


Xl 


=[T(e:) … | 


= Ax 

大 
4 的 惟一 性 在 习题 33 中 研究 . 国 
(3 ) 中 矩 阵 4 称 为 线性 变换 了 的 标准 矩阵 . 


现在 我 们 知道 ， 由 RR" 到 RR” 的 每 个 线性 变换 都 是 矩阵 变换 ， 反 之 亦 然 . 术语 线性 变换 强调 
了 映射 的 性 质 ， 而 给 阵 变换 描述 这 样 的 映射 如 何 实现 . 如 下 例 所 示 . 

例 2 对 拉 伸 变换 T(x) =3x ， 求 标准 矩阵 . 

解 ” 写 出 
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3 0 
T(ei)= 3ei -| 和 T(e,)= 3e; -| 


-| | 国 
0 3 

例 3 设 了 :了 :一 及 :为 把 了 :中 每 一 个 点 道 时 针 旋 转角 度 p 的 变换 . 我 们 可 以 证 明 这 个 变 
换 是 线性 变换 ( 见 1.8 节 图 1-39 )， 求 出 这 个 变换 的 标准 矩阵 . 


角 四 wd | 才思 为 | | 见 图 1-41. 


2 


(—sin 9, cos 办 9 


. (cos 9, sin 9) 


Xl 


1-41 旋转 变换 


由 定理 10， 
A=| er | 
Sin cosq 
1.8 节 例 5 是 这 个 变换 的 特殊 情形 ， 其 中 9 =7T/2. 于 
RR* 中 的 几何 线性 变换 


例 2 和 例 3 说 明了 几何 中 的 线性 变换 , 表 1-2~1-5 说 明了 其 他 常见 的 平面 几何 线性 变换 . 因 
这 些 变 换 都 是 线性 的 ， 它 们 完全 由 它们 对 1 的 各 列 的 作用 确定 ， 而 不 是 仅 表 示 e! 和 e; 的 像 ， 下 
列 各 表 说 明了 这 些 变 换 对 单位 正方 形 的 作用 ( 见 图 1-42 ) . 


1-42 单位 正方 形 


其 他 的 变换 可 以 通过 表 1-2~1-5 所 列 出 的 变换 通过 复合 构造 出 来 ， 即 一 个 变换 之 后 再 作 另 
一 个 变换 ， 例如， 作 一 个 水 平 章 切 变 换 后 再 作 一 个 关于 x, 轴 的 对 称 变换 . 2.1 节 将 证 明 ， 线 性 变 
换 的 复合 仍 是 线性 的 ( 见习 题 36 ) . 


/4 镭 1 莫 


表 1-2 对 称 
变 换 单位 正方 形 的 像 标准 矩阵 


关于 国 轴 的 对 称 


关于 吉 轴 的 对 称 


[3 


呈 X2=X] 
0 1 
关于 直线 2 = 丸 的 对 称 | | 


关于 直线 Xz = 一 的 对 称 


| Ee 


X272=—X] 


关于 原点 的 对 称 
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表 1-3 ”收缩 与 拉 伸 
变 换 单位 正方 形 的 像 标准 矩阵 


水 平 收缩 与 拉 伸 | "| 
Xl 
k>1 
X2 
,| | | 
本 与 拉 人 日 只 
1 Xi] Xl 
日 
0<K<1 k>1 
表 1-4 前 切 变换 
变 换 单位 正方 形 的 像 标准 矩阵 
X2 
LL ,于 
水 平 剪 切 | ] 


垂直 剪 切 


sy 
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表 1-5 投影 
变 换 单位 正方 形 的 像 标准 矩阵 
X2 
1 0 
投影 到 不 轴 上 | | ls 0 
Xl 
0 | 
| 
X2 
中 
1 0 0 


Xl 


存在 与 惟一 性 问题 

线性 变换 的 概念 给 出 一 种 新 的 了 解 以 前 提 到 的 存在 惟一 性 问题 的 观点 ， 下 列 两 个 定义 给 出 
与 变换 有 关 的 术语 . 

定义 ”映射 T:R" 一 恨 " 称 为 到 及 ”上 的 映射 ， 若 恨 " 中 任 一 b 都 至 少 有 一 个 恨 " 中 的 x 与 之 
对 应 . (也 称 为 满 射 . ) 

等 价 地 ， 当 TT 的 值 域 是 整个 余 定 义 域 民 "时 , TT 是 到 RR" 上 的 . 也 就 是 说 , 若 对 及 ”中 每 个 5 ， 
方程 T(x) =b 至 少 有 一 个 解 .“T 是 否 把 民 " 映 到 RRR" 上 ? ”是 存在 性 问题 . 映射 了 不 是 到 及 ”上 的 ， 
若 恨 "中 有 某 个 b 使 方程 T(x) =b 无 解 . 见 图 1-43. 


7 不 是 到 了 及 ”上 的 7 是 到 及 "上 的 
图 1-43 是否 了 的 值 域 是 整个 R” 


定义 映射 了 : 限 " 一 民 " 称 为 一 对 一 映射 (或 1:1 )， 若 恨 " 中 每 个 b 是 及" 中 至 多 一 个 x 的 像 . 
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(也 称 为 单 射 .) 

等 价 地 ，T 是 一 对 一 的 ， 若 对 有 R" 中 每 个 b, 方程 T(x)=b 有 惟一 的 解 或 没有 解 .“7T 是 否 是 
一 对 一 的 ? ”是 惟一 性 问题 . 映射 了 不 是 一 对 一 的 , 若 R" 中 某 个 有 是 及 "中 多 个 向 量 的 像 . 者 没 
有 这 样 的 bp ，7T 就 是 一 对 一 的 . 见 图 1-44. 


7 不 是 一 对 一 7 是 一 对 一 
图 1-44 ”是 否 每 个 b 是 至 多 一 个 向 量 的 像 


表 1-5 中 的 投影 变换 不 是 一 对 一 的 , 也 不 能 将 恨 * 映 上 到 RR*. 表 1-2、1-3 和 1-4 中 的 变换 是 
一 对 一 的 ， 能 将 民 * 映 上 到 RR*. 其 他 可 能 性 在 下 面 的 两 个 例子 中 给 出 . 

例 4 及 随后 的 定理 说 明了 关于 一 对 一 映射 与 映 上 了 映射 的 函数 性 质 是 如 何 与 本 章 以 前 的 一 些 
概念 关联 起 来 的 . 

例 4 设 了 是 线性 变换 ， 它 的 标准 矩阵 为 

t :4 8 1 

1 
0 0 0 

TT 是否 把 展映 上 到 RR*? 7 是 否 一 对 一 映射 ? 

解 ” 因 A 已 经 是 阶梯 形 ， 可 以 立即 看 出 ，A 在 每 一 行 有 主 元 位 置 ， 由 1.4 节 定 理 4, 对 RR? 
中 每 个 b, 方程 hx =b 相 容 , 换 句 话说 , 线性 变换 T 将 恨 * ( 它 的 定义 域 ) 映射 到 及 : 上. 然而 因 
方程 Ax =b 有 一 个 自由 变量 ( 因为 有 4 个 变量 , 仅 有 3 个 基本 变量 )， 每 个 bp 都 有 多 个 x 的 像 ， 
所 以 了 不 是 一 对 一 的 . 二 

定理 11 设 了 :下 "一 及 "为 线性 变换 ， 则 了 是 一 对 一 当 且 仅 当 方程 4r =0 仅 有 平凡 解 . 

证 因 了 是 线性 的 ，7(0) =0,， 若 7 是 一 对 一 的 ， 方 程 T(z)=0 至 多 有 一 个 解 ， 因 此 仅 有 堆 
解 . 在 了 不 是 一 对 一 的 ， 则 及 "中 某 个 恬 是 至 少 有 "中 两 个 相 异 向 量 ， 比 如 说 是 w 和 " 的 像 ， 即 
T(u)=b,T(v)=b， 于 是 因 7T 是 线性 的 . 

T(u—v)=T(u)-T()=b-b=0 

条 量 wv 不 是 零 ， 因 wzv. 因此 方程 T(x)=0 有 和 多 于 一 个 解 . 因而 定理 中 两 个 条 件 同 时 成 
立 或 同时 不 成 立 . Eg 

定理 12 设 T:R" 一 及 "是 线性 变换 ， 设 4 为 了 的 标准 矩阵 ， 则 

a. 了 把 到" 映 上 到 下"”， 当 且 仅 当 4 的 列 生 成 及 "”. 

b. TT 是 一 对 一 的 ， 当 且 仅 当 A 的 列 线性 无 关 . 


A= 
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证 a. 由 1.4 节 定理 4，A4 的 列 生成 了 " 当 且 仅 当 方程 Ax =b 对 每 个 b 都 相 容 ， 换 名 话说 ， 
当量 仅 当 对 每 个 b， 方程 T(x) = 至 少 有 一 个 解 ， 这 就 是 说 ， 了 将 下 "映射 到 及 "上 . 

b. 方程 T(x)=0 和 Ax =0 仅 有 记 法 不 同 . 所 以 由 定理 11，7 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 4x =0 仅 

有 平凡 解 ， 在 1.7 节 ( 3 ) 的 命题 已 说 明 ， 这 等 价 于 4 的 各 列 线性 无 关 . 请 


定理 12 的 命题 (a ) 等 价 于 命题 “T 把 RR" 映 上 到 R"， 当 上 且 仅 当 R” 中 的 任 一 向 量 都 是 4 的 
列 的 一 个 线性 组 合 .” 参 见 1.4 节 定 理 4. 

下 例 以 及 习题 中 ,我 们 把 列 向 量 写成 行 的 形式 ， 如 x=(xi,x,)， 将 T(x) 写 成 T(x1,x,) ， 以 代 
蔡 更 正式 的 T((x,%)). 

例 5 设 T(x,x,)=(3xi+x2,5xi+7x,Xi 二 3x;) ,证 明 T 是 一 对 一 线性 变换 . 了 是 否 将 及 映 上 
到 RR:? 

解 ” 当 x 和 T(x) 写成 列 向 量 , 容易 通过 检查 Ax 中 每 个 元 素 的 行 -向 量 计算 看 出 7 的 标准 矩阵 . 


m4 wl| [7 3 1 
T(x)=| Sn +7 |=|7.? 加 5 7 图 a 
Se | | i 


A 

故 T 的确 是 线性 变换 ， 它 的 标准 矩阵 如 (4 ) 所 示 . 4 的 列 是 线性 无 关 的 ， 因 为 它们 互相 之 

间 不 是 倍数 关系 , 由 定理 12(b ),T 是 一 对 一 的 . 为 确定 了 7 是否 从 了 及 “到 玉 的 映 上 映射 , 观察 A 

的 各 列 生 成 的 向 量 集 . 因 4 是 3x2 矩阵, 由 定理 4 可 知 ，4 的 列 生成 及 当 且 仅 当 4 有 3 个 主 元 

列 . 这 是 不 可 能 的 , 因 4 仅 有 2 列 , 所 以 A 的 各 列 不 能 生成 恨 *, 对 应 的 线性 变换 不 是 映 上 到 RR 
的 . 如 图 1-45 所 示 。 


Xl 


1-45 ”变换 T 不 是 映 上 到 及 ”的 时 
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练习 题 
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设 了 : 表 一 取 * 为 一 个 线性 变换 ， 它 先 作 水 平 剪 切 变 换 ， 将 ez 映射 为 e, -0.5e, (但 e 不 变 )， 然 后 再 做 
关于 x 轴 的 对 称 变换 . 假设 7 是 线性 的 ， 求 它 的 标准 矩阵 . ( 提示 : 确定 e 和 ez 的 像 的 最 终 位 置 . ) 


习题 1.9 


在 习题 1 ~ 10 中 , 设 了 是 线性 变换 , 求 出 7 的 
标准 矩阵 ， 
1. 了 :要 ”一 R’, T(e)=(3,1,3,1), T(e,)=(-5,2,0,0), 
其 中 e, = (1,0),e; = (0,1). 
2. T:R’—»> R’, T(e)=(,3), T(es)=(4,-7), T(e;) 
=(-5,4), 其 中 el,ex,e: 是 3x3 单 位 矩阵 的 列 . 
3.T:R* 一 有 R' 将 点 绕 原 点 逆 时 针 旋 转 3r/2 弧 度 . 
4. 7: 及 一 及 将 点 绕 原 点 硕 时 针 旋 转 -r/4 弧度 . 
( 提示 : T(e1)=0/V2,-1/V2).) 
5. T:R* 一 R 是 垂直 剪 切 变换 ， 将 e 映射 为 
e1 一 2e; 而 保持 向 量 e, 不 变 . 
6. 了 :及 -一 下 "是 水 平 前 切 变 换 ， 将 e, 映 为 e; +3e， 
而 保持 向 量 e, 不 变 . 
7.T:R* 一 RR 先 绕 原 点 顺 时 针 旋 转 -3r/4 弧 
度 ， 青 关于 水 平 % 轴 作对 称 变换 .( 提示 : 
T(ei)=(1/V2,-1/ V2).) 
8. TT:R” 一 民 ’ 先 关于 水 平 x 轴 作 对 称 变换 ， 再 关 
于 直线 x = x, 作 对 称 变 换 . 
9.，T:R’* 一 RR? 先 作 水 平 前 切 变换 ， 将 e, 映 为 
ez 一 2e1 而 保持 向 量 e, 不 变 , 再 关于 直线 x, = 一 x 
作对 称 变换 . 
10. 7T:R* 一 R’ 先 关于 垂直 x, 轴 作 对 称 变 换 ,再 绕 
原点 顺 时 针 旋 转 xn/2 弛 度 . 

11. 线性 变换 了 :及 : 一 R? 先 关于 x 轴 作 对 称 变换 ， 
再 关于 x, 轴 作 对 称 变 换 , 证 明 7T 也 可 被 描述 
为 一 个 绕 原点 旋转 的 线性 变换 . 旋转 的 角度 
是 多 少 ? 

12. 证 明 习 题 8 中 的 变换 只 不 过 是 一 个 绕 原 点 的 旋 
转 . 旋转 的 角度 是 多 少 ? 

13. 由 线性 变换 了 :下 :一 及 ?得 到 的 Te)，7e,) 向 
量 如 下 图 所 示 ， 画 出 向 量 7(2,1). 


T(e Te») 


x] 


14. 线性 变换 了 :了 肥 : 一 及 :的 标准 和 矩阵 是 
A=[a, 2)] ， 其 中 a 和 a, 如 下 图 所 示 ， 画 出 


加 在 变换 工 下 的 像 


习题 15 ~ 16 中 ,， 填 上 和 矩阵 中 未 写 出 的 元 素 ， 


假设 方程 对 变量 的 所 有 值 都 成 立 . 
2 2 231 32X 一 223 
15. ? 2? ? 上 2 | 三 4x, 
?7 ?7 ?| 1209 Xi — X2 + Xs 
? ?3 Xl — X22 
Xl 
16. ? ? | = —2 xX 十 如 
X2 
? 9 


Al 
习题 17 ~ 20 中 ， 通 过 求 出 映射 相应 的 矩阵 ， 

证 明了 7 是 线性 变换 . 注意 ,x.,… 是 向 量 中 的 元 素 

而 非 向 量 . 

17. T(x X2, Xa3, Xa) = (0, x + Xa, X2 + Xs Xa + Xa) 

18. T(x,X2)= (2x, ~ 3x, x ~ 4x2,0, Xx,) 

19. T(xm,X2,X3)= (Xi ~ Sx + 4x3,X2 — 6xs) 

20. Tnx2, XXa)=2XA+3n -4x (TT:R’ oR) 

21. 设 T:R 一 民 ? 为 使 T(x,x2)= (x1+ XxX,4x +5x;) 
的 线性 变换 ， 求 出 x ,使 T(x)= (3,8). 


22. 


23. 


24. 


(a) 
25., 
20. 
27. 
28. 
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设 T: 民 * 一 RR 为 线性 变换 , T(x,x)= (x 一 2x， 

一 十 3X2,3X1 一 2x2) ， 求 出 ,使 T(x)=(-1,4,9). 

习题 23~24 中 , 判断 各 个 命题 的 真 假 , 给 出 理由 . 

a， 线 性 变换 了 :了 恨 * 一 及 ”完全 由 它 对 单位 矩阵 
1, 的 作用 确定 . 


b. 大 T:R 一 RR 把 向 量 绕 原 点 旋转 一 角度 


9 ， 则 了 是 线性 变换 ， 

.两 个 线性 变换 的 复合 不 一 定 是 线性 变换 ， 

. 上 映射 T:R”" -> 下 "是 把 懈 " 映 上 到 及 "的 ， 若 
有 R" 中 每 个 向 量 x 映射 到 屎 " 中 的 某 个 向 量 . 

e. 若 4 是 3x2 和 矩阵， 则 变换 xhy* hx 不 是 一 
对 一 的 . 

a， 并 非 每 个 从 下" 映射 到 及 "中 的 线性 变换 都 
是 矩阵 变换 . 

b. 线性 变换 了 :RR" 一 R” 的 标准 矩阵 的 各 列 就 
是 nxn 单 位 矩阵 的 各 列 的 像 . 

c， 从 民 * 映射 到 民 ? 中 的 线性 变换 对 点 作 关 于 
水 平 轴 , 垂直 轴 或 原点 的 对 称 变换 , 则 其 标 


省 短 隆 的 形式 是 | ( | ,其 中 a 和 4d 等 于 +1. 


d. 映射 :RR" 一 R” 是 一 对 一 的 , 车 有 R" 中 每 个 
向 量 映 射 成 为 有 R" 中 惟一 的 向 量 . 

e. 大 4 是 3x2 和 撼 阵 ， 则 变换 xyxhy hx 不 可 以 
将 恨 * 映 上 到 RR’. 

习题 25 ~ 28 中 ， 判 断 给 定 的 线性 变换 是 否 是 

一 对 一 的 ,，(b ) 满 射 ， 给 出 理由 . 

习题 17 中 的 线性 变换 . 

习题 2 中 的 线性 变换 . 

习题 19 中 的 线性 变换 . 

习题 14 中 的 线性 变换 . 

习题 29 ~ 30 中 ,使 用 1.2 节 例 1 的 符号 给 出 


人 站 


线性 变换 了 的 标准 矩阵 可 能 的 阶梯 形 . 


29. 
30. 
31. 


7T :了 下 ' 是 一 对 一 的 . 

T:R' 一 民 ! 是 满 射 . 

设 T:R" 一 及 ”为 线性 变换 ，4 为 它 的 标准 和 矩 
阵 ， 完 成 下 面 的 命题 :“7 是 一 对 一 的 当 且 仅 
当 4 有 个 主 元 列 ”“ 说 明 该 命题 为 何 


32. 


33. 


34. 


35., 


36. 
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是 真 的 . 〈 提示 : 参看 1.7 节 的 习题 . ) 

设 了 :了 "一 及 ”为 线性 变换 ，4 为 它 的 标准 矩 
阵 ， 完 成 下 列 命题 :“ 了 7 把 亚 " 映 上 到 下 " , 当 且 
仅 当 4 有 个 主 元 列 ”. 根据 哪些 定理 


可 以 确定 此 命题 为 真 ? 

证 明定 理 10 中 4 的 惟一 性 , 设 T:R” 一 R" 为 
线性 变换 , 对 某 个 mxn 甜 了 泗 B, 有 T(x)= Br ， 
证 明知 4 是 7 的 标准 矩阵 ， 则 4= 好 . (提示 : 
证 明 4 和 B 有 相同 的 列 .) 

问题 “线性 变换 了 是 否 满 射 ? ”为 什么 就 是 存 
在 性 问题 ? 

若 线 性 变换 TT: 恨 " 一 及 ”把 下" 瑞 射 到 及 "上 , 你 
能 否 给 出 m 和 nn 之 间 的 一 个 关系 ? 若 了 是 一 
对 一 的 ， 你 能 否 给 出 m 和 nn 之 间 的 关系 ? 

设 5:R? 一 RR',T:R" -RR” 都 是 线性 变换 . 证 
明 映 射 xFST(S(x)) 是 (从 R? 到 到" 的) 线性 映 
射 ，( 提示 : 计算 TC(S(cu+qdv)),w,v 属 于 了 R?， 
c,d 为 数 . 给 出 每 一 步 计算 的 理由 ， 说 明 为 何 
这 一 计算 给 出 所 需 的 结论 . ) 

[Mj 习题 37 ~ 40 中 ， 设 了 是 标准 矩阵 已 给 的 


线性 变换 ， 在 习题 37~38 中 ， 判 断 7 是 否 一 对 一 
映射 , 在 习题 39 ~ 40 中 , 判断 了 是 否 把 及 5 映 上 到 


R’ 


37. 


39. 


40. 


给 出 理由 . 

-5 10 -5 4 7 5 4 -9 
8 3-4 7| ,, |! 6 1 -4 
4 -9 5 -3 I2 8 12 7 
-3 -2 5 4 -8 -6 -2 5 
4 -7 3 7 5 

6 -8 5 12 -8 
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练习 题 答 案 

看 看 e, 和 e: 变 成 什么 . 见 图 1-46. 首先 ，e 不 受 前 切 变换 的 影响 ， 而 后 它 被 对 称 变换 变 为 -el ， 所 以 
T(e)=-ei. 其 次 ，e; 被 前 切 变换 变 为 ez 一 0.5e, ， 因 关于 x, 轴 的 对 称 变换 把 e, 变 为 -ei,e; 不 变 ， 所 以 癌 量 
es 一 0.5e| 变 为 e+0.5e! ， 所 以 T(e,)=e,+0.5e, ， 于 是 7 的 标准 矩阵 为 


—] 0.5 
[T(e) T(e,)]=[-e, @, +osal=| pe 


a 
剪 切 变换 关于 x 轴 的 对 称 
图 1-46 ”两 个 变换 的 复合 


1.10 ”经济 学 、 科 学 和 工程 中 的 线性 模型 


本 节 中 的 数学 模型 是 线性 的 ， 也 就 是 说 ， 借 助 线性 方程 (通常 利用 向 量 或 矩阵 形式 ) 来 描 
述 一 个 问题 ， 第 一 个 模型 讨论 营养 ， 实 际 上 代表 线性 规划 问题 的 一 般 技术 . 第 二 个 模型 来 自 电 
学 . 第 三 个 模型 引进 线性 差分 方程 的 概念 ， 此 概念 是 研究 动力 系统 的 有 力 工具 ， 在 工程 、 生 态 
学 、 通 信和 管理 科学 中 都 有 广泛 应 用 . 线性 模型 的 重要 性 在 于 当 涉及 的 变量 被 保持 在 合理 的 范 
围 时 ， 自 然 现 象 通常 是 线性 或 接近 线性 的 . 同时 ， 线 性 模型 比 复杂 的 非 线 性 模型 更 容易 使 用 计 
算 机 来 处 理 . 在 阅读 每 一 个 模型 时 ， 注 意 线性 模型 如 何 体现 所 研究 问题 的 相关 性 质 . 


构造 有 营养 的 减肥 食谱 
一 种 在 20 世纪 80 年 代 很 流行 的 食谱 ， 称 为 剑桥 食谱 ， 是 经 过 多 年 研究 编制 出 来 的 . 这 是 


由 Alan H. Howard 博士 领导 的 科学 家 团队 经 过 8 年 对 过 度 肥胖 病人 的 临床 研究 2 ， 在 剑桥 大 学 
完成 的 . 这 种 低热 量 的 粉 状 食品 精确 地 平衡 了 碳水 化 合 物 、 高 质量 的 蛋白 质 和 脂肪 、 配 合 维 生 
素 、 矿 物质 、 微 量 元 素 和 电解 质 . 近年 来 ， 数 百 万 人 应 用 这 一 食谱 实现 了 快速 和 有 效 的 减肥 . 

为 得 到 所 希望 的 数量 和 比例 的 营养 ,Howard 博士 在 食谱 中 加 入 了 多 种 食品 . 每 种 食品 供应 
了 多 种 所 需要 的 成 分 ， 然 而 没有 按 正确 的 比例 . 例如 ， 脱 脂 牛 奶 是 蛋白 质 的 主要 来 源 但 包含 过 
多 的 钙 ， 因 此 大 豆 粉 用 来 作为 蛋白 质 的 来 源 ， 它 包含 较 少 量 的 钙 . 然而 ， 大 豆 粉 包含 过 多 的 脂 
肪 ， 因 而 加 上 和 乳 清 ， 因 它 含 脂肪 较 少 . 然而 乳 清 又 含有 过 多 的 碳水 化 合 物 …… 


@ 〇 这 种 迅速 减肥 的 方法 首先 发 表 在 International Journal of Obesity ( 1978 ) 2, 321-332. 
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下 例 说 明 这 个 问题 小 规模 的 情形 . 表 1-6 是 该 食谱 中 的 3 种 食物 以 及 100 克 每 种 食物 成 分 
含有 某 些 营 养 素 的 数量 . 
表 1-6 


13 
74 
1.1 


36 531 
$52 34 
0 7 


例 1 求 出 脱脂 牛奶 、 大 豆 粉 和 乳 清 的 某 种 组 合 ， 使 该 食谱 每 天 能 供给 表 1-6 中 规定 的 重 
白质 、 碳 水 化 合 物 和 脂肪 的 含量 . 

解 ” 设 ,xs 和 分 别 表 示 这 些 食 物 的 数量 ( 以 100 克 为 单位 ) ， 导出 方程 的 一 种 方法 是 对 
每 种 营养 素 分 别 列 出 方程 . 例如 ， 乘 积 

{x 单位 的 脱脂 牛奶 } { 每 单位 脱脂 牛奶 所 含 重 昌 质 |】 

给 出 单位 脱脂 牛奶 供给 的 蛋白 质 . 类 似 地 加 上 大 豆 粉 和 乳 清 所 含量 白质 ， 就 应 该 等 于 我 
们 所 需 的 蛋 日 质 .类 似 的 计算 对 每 种 成 分 都 可 进行 . 

更 有 效 的 方法 ( 概念 上 更 为 简单 ) 是 考虑 每 种 食物 的 “营养 素 向 量 ”而 建立 向 量 方程 . x 单 
位 的 脱脂 牛奶 供给 的 营养 素 是 下 列 标量 乘法 : 


营养 素 ( 克 ) 剑桥 食谱 每 天 供应 量 ( 克 ) 


标量 问 量 
Te 每 单位 脱脂 | 
脱脂 牛奶 」 【和 牛奶 的 营养 素 」 (1) 


这 里 a 是 表 1-6 的 第 一 列 ， 设 ac 和 as 分 别 为 大 豆 粉 和 乳 清 的 对 应 向 量 ，2 为 表示 所 需要 的 营养 
素 总 量 的 向 量 ( 表 中 最 后 一 列 ) . 则 ma; 和 xas 分 别 给 出 由 x; 单位 大 豆 粉 和 x 单位 乳 清 给 出 的 
营养 素 ， 所 以 所 需 的 方程 为 
Xait+xd + xa =b (2) 
把 对 应 的 方程 组 的 增 广 矩阵 行 变换 得 
36 51 13 33 
52 34 74 45 0 1 0 0.392 
0 7 1 3 0 0 1 0.233 
精确 到 3 位 小 数 ， 该 食谱 需要 0.277 单位 脱脂 牛奶 、0.392 单位 大 豆 粉 、0.233 单位 乳 清 ， 
这 样 就 可 供给 所 需要 的 和 蛋白质、 碳水 化 合 物 与 出 肪 . 国 
重要 的 是 , 求 出 的 x,xs 和 x 的 值 是 非 负 的 ， 这 使 求 出 的 解 有 实际 意义 .( 你 如 何 用 -0.233 
单位 乳 清 ? ) 由 于 对 许多 营养 素 都 有 要 求 ， 可 能 使 用 多 种 食物 ， 以 得 到 有 “ 非 负 解 ” 的 方程 组 . 
因而 为 了 得 到 这 样 的 解 , 需要 观察 各 种 方程 ,事实 上 , 剑桥 食谱 的 制造 者 应 用 了 33 种 食物 来 供 


1 0 0 0.277 


ee 


GO 1984 年 食谱 中 的 成 分 ; 食物 成 分 中 的 营养 素 取 自 USDA 农业 手册 ，No.8-1 和 8-6，1976. 
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给 31 种 营养 素 . 

由 食谱 构造 问题 产生 线性 方程 (2 )， 因 为 由 食物 供给 的 营养 素 可 写成 一 个 向 量 的 数量 倍 ， 
如 (1) 式 所 示 . 即 某 种 食物 供给 的 营养 素 与 加 入 到 食谱 中 的 此 种 食物 的 数量 成 比例 ， 同 时 ， 混 
合 物 中 的 营养 素 是 各 种 食物 中 营养 素 之 和 . 

设计 某 种 特殊 的 人 类 或 牲畜 的 食谱 问题 是 经 常 遇 到 的 ， 我 们 构造 向 量 方程 的 方法 常常 可 以 
使 这 些 问题 的 求解 得 到 简化 . 


线性 方程 与 电路 网 络 


电路 网 络 中 的 电流 可 由 线性 方程 组 描述 . 电源 ， 例 如 电池 ， 促 使 电荷 在 网 络 中 流动 . 当 电 
流通 过 电阻 ( 例如 灯泡 、 电 动机 等 )， 一 部 分 电压 被 “用 掉 ”; 由 欧姆 定律 ， 这 种 “电压 降 ” 等 
于 

V=ARI 

这 里 V 以 伏特 量度 ， 电 阻 R 以 欧姆 量度 ( 用 QQ 表示 )， 电 流 7 用 安培 表示 ( 简写 为 amps ) . 

图 1-47 中 的 网 络 包 含 3 条 闭 通路 ， 在 回路 1，2，3 中 流 过 的 电流 分 别 用 了 攻 ,1, 和 1 表示 . 回 
路 电流 的 指定 方向 是 任意 取 定 的 ， 若 某 一 电流 求 出 来 是 负 值 ， 表 示 实 际 电 流 方向 与 图 所 选择 的 
方向 相反 ， 若 所 示 的 电流 方向 是 由 电池 (上) 的 正极 (长 边 ) 指向 负极 〈 短 边 )， 电 压 为 正 ， 否 
则 电压 为 负 . 


例 2 确定 图 1-47 中 网 络 中 的 回路 电流 . 
解 ”对 回路 1， 电流 站 通过 3 个 电阻 ， 总 电压 降 
4 站 +47+371 =(4+4+3)7 =117 


84 开 ] 吴 


回路 2 的 电流 流 过 回路 1 的 一 部 分 , 即 4 与 8 之 间 的 短 分 支 , 对 应 的 请 电 压 降 为 37, 伏 特 ， 
然而 ， 回 路 1 中 分 支 4B 之 间 的 电流 方向 与 回路 2 中 该 分 支 的 电流 方向 相反 ， 因 此 回路 1 中 总 
的 RI 电压 降 为 111, -31; . 因 回路 1 中 的 电动 势 为 +30 伏 特 ， 基 尔 霍 夫 电 压 定律 给 出 
111 -37 =30 
对 回路 2， 方 程 为 
-37 +612 一 六 =5 
项 -37 来 自 回路 1 通过 分 支 4B (电流 方向 与 回路 2 的 电流 方 问 相反 ) 的 电流 ,项 67 是 回 
路 2 中 所 有 电阻 的 和 乘 以 回路 电流 . 项 -1 = -1. 六 是 由 回路 3 的 电流 通过 CD 分支 1 欧姆 电阻 引 
起 的 ， 与 回路 2 电流 方向 相反 . 回路 3 的 方程 为 


—1, 十 373 = 一 23 
注意 分 支 CD 上 的 5 伏特 电池 同时 属于 回路 2 与 回路 3, 但 对 回路 3, 它 是 -5 伏特 , 因 它 的 
方向 与 回路 3 所 选择 的 方向 相反 . 
所 以 这 些 电 流 可 由 解 下 列 方程 组 得 出 
117 ~ 37, = 30 
-37 +61 一 13= 5 (3 ) 
— 1,+31,=—25 
对 增 广 矩阵 作 行 变换 的 解 为 1 =3 安 培 ，7, =1 安 培 ， = -8 安培 《，1; 的 负 值 表示 回路 3 的 
实际 方向 与 图 1-47 中 所 示 相 反 . 图 


把 方程 组 (3 ) 看 作 癌 量 方程 是 有 局 发 性 的 : 


11 一 3 0 30 

一 3 6l+ 1 |-1|=| 3 

0 -1 四 旧 

1 1 1 1 (4) 
每 个 向 量 的 第 一 个 元 素 是 在 第 一 个 回路 中 的 电阻 ， 类 似 地 第 二 个 、 第 三 个 元 素 分 别 是 在 第 

二 、 第 三 个 回路 中 的 电阻 . 第 一 个 电阻 向 量 n 列 出 各 个 回路 中 电流 1 流 过 的 电阻 ， 当 也 流 过 该 

电阻 的 方向 与 另 一 回路 方向 相反 时 ， 该 电阻 取 负 号 . 观察 图 1-47， 看 看 如 何 写 出 有 中 的 元 素 ; 


然后 同样 写 出 r, 和 r, . (4) 的 矩阵 形式 ， 
1 
1 


给 出 欧姆 定律 的 矩阵 形式 . 若 所 有 回路 电流 都 选取 同一 方向 ， 则 R 的 非 主 对 角 线 元 素 全 部 都 是 
负 值 . : 

矩阵 方程 应 =*" 表 明 这 个 模型 的 线性 ， 例 如 ， 若 电动 势 向 量 加 倍 ， 则 电流 向 量 也 加 倍 ; 同 
时 ， 熙 加 原理 也 成 立即 方 程 (4 ) 的 解 是 下 列 方程 的 解 的 和 


1 +1， 


Ri=v, 其 中 R=[nr, r+1,i= 
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30 
0 0 


0 
, Ri = 
0 0 —25 


这 三 个 方程 中 的 每 一 个 对 应 回路 仅 包含 一 个 电动 势 的 网 络 ( 其 他 电源 代 以 封闭 该 回路 的 导 
线 ) . 电流 模型 是 线性 的 ， 这 是 因为 欧姆 定律 与 基 尔 霍 夫 定 律 都 是 线性 的 ; 通过 某 一 电阻 的 电 
压 降 与 通过 它 的 电流 成 正比 ( 欧姆 定律 ) 而 回路 中 的 电压 降 的 和 等 于 回路 中 电动 势 的 和 ( 基 尔 
霍 夫 定 律 ) . 

网 络 中 回路 电流 可 以 决定 电路 中 每 一 个 分 支 通过 的 电流 . 若 仅 有 一 回路 电流 通过 该 分 支 ， 
如 图 1-47 中 从 8 到 DD 的 分 支 , 则 通过 该 分 支 的 电流 等 于 回路 电流 . 车 有 多 个 回路 电流 通过 该 分 
文 , 如 从 4 到 8 的 分 支 , 则 通过 该 分 支 的 电流 是 各 回路 电流 的 代数 和 ( 基 尔 霍 夫 电流 定律 ). 例 
如 , 通过 分 支 48 的 电流 为 11 -1, =3-1=2 安 培 ， 方向 与 1 相同, 分支 CD 中 的 电流 为 1, +1, =9 
安培 . 


差分 方程 


企 生 态 学 、 经 济 学 和 工程 技术 等 领域 中 ， 需 要 研究 随时 间 变 化 的 动力 系统 ， 这 种 系统 通常 
在 离散 的 时 刻 测量 ， 得 到 一 个 向 量 序列 xo,x1,x;,…， 向 量 x 的 各 个 元 素 给 出 该 系统 在 第 次 测 
量 中 的 状态 的 信息 . 

如 果 有 和 矩阵 A 使 x = hxro,zr = hxi, 一 般 地 ， 

Kin = Ax:, k=0,1,2,... (5) 
则 (5 ) 式 称 为 线性 差分 方程 ( 或 递归 关系 ) . 给 定 这 样 一 种 关系 ,我们 可 由 已 知 的 x 计算 Xi, X2 
等 等 . 4.8 节 与 4.9 节 以 及 第 5 章 的 若干 节 ， 将 推导 求 x+, 的 公式 ， 并 确定 无限 增 大 时 x; 的 变化 
情况 . 下 列 的 讨论 说 明 导 致 差分 方程 问题 产生 的 原因 . 

地 理学 家 对 人 口 的 迁移 很 有 兴趣 . 这 里 我 们 考虑 人 口 在 某 一 城市 与 它 的 周边 地 区 之 间 迁 移 
的 简单 模型 . 

加 定 一 个 初始 年 ， 例 如 说 ，2000 年 , 用 有 和 so 分 别 表示 该 年 城市 和 郊区 的 人 口 数 . 邻 x, 表 
示人 口 向 量 


Ri = ,Ri = 


nh 2000 年 城市 人 口 
一 So | 2000 年 郊区 人 口 
对 2001 年 与 以 后 各 年 ， 把 人 口 向 量 表示 为 


n 1 六 
Xl 三 ， 才 2 二 ，XA3 一 See 
$1 $2 $3 


我 们 的 目的 是 在 数学 上 表示 出 这 些 向 量 的 关系 . 
设 人 口 统计 学 的 研究 说 明 每 年 约 有 5% 的 城市 人 口 移居 郊区 ( 其 他 95% 留 在 城市 )， 而 3% 
的 郊区 人 口 移居 城市 (其 他 97% 留 在 郊区 ) ， 见 图 1-48. 


图 1-48 每 年 城市 与 郊区 迁移 的 百分比 


一 年 后 ， 原 来 城市 中 的 人 口 在 城市 和 郊区 的 分 布 为 
0.95m] [0.95] 留 在 城市 
0.05n | “| 0.05 | 迁 到 郊区 


郊区 2000 年 的 人 口 so 一 年 后 的 分 配 为 
i 移 到 城市 
“| 0.97 | 留 在 郊区 


向 量 (6) 和 (7) 组 成 2001 年 的 全 部 人 口 s ， 因 为 
网 本 I br | 图 
二 四 十 80 二 二 
Ss 0.05 0.97| |0.05 0.97| | so 


Xx! = Mxo (8) 


即 


这 里 M 是 移民 和 矩阵， 由 下 表 确 定 : 
由 : 城市 郊区 移 至 : 


0.95 0.03] 城市 
| | 郊区 
方程 ( 8 ) 表 示人 口 由 2000 年 到 2001 年 的 变化 . 若 移民 比例 保持 常数 , 则 由 2000 年 到 2001 
年 的 改变 为 
xX; = MX 
由 2002 年 到 2003 年 以 及 以 后 的 各 年 的 变化 都 是 类 似 的 . 一 般 地 
Kin = Mxi, k=0,1,2,.… (9) 
回 量 序列 {xo,xi,x;,...} 描述 了 若干 年 中 城市 、 郊 区 人 口 变 化 的 状况 . 
例 3 设 2000 年 城市 人 口 为 600 000, 郊区 人 口 为 400 000 人 , 求 上 述 区 域 2001 年 和 2002 
年 的 人 口 . 


〇 ”为 简单 起 见 ， 我 们 忽略 出 生 、 死 亡 、 移 民 等 对 城市 、 郊 区 人 口 的 影响 . 


线性 化 禾 灾 内线 性 廊 娠 组 


600 000 


解 ”2000 年 的 人 口 为 =| 900 000 


0.95 0.03 
二 
' “|0.05 0.97 
0.95 0.03 
0.05 0.97 


对 2002 年 ， 


X27 = Mx -| 


582 000| [565 440 
418000| 


867 


| 对 2001 年 ， 


600 000] [582 000 
400 000 


418 000 


图 
434 560 


式 (9) 的 人 口 迁 移 模 型 是 线性 的 ,因为 对 应 x hy xin 是 线性 变换 . 这 依赖 于 两 个 事实 : 从 
一 个 地 区 迁 往 男 一 个 地 区 的 人 口 与 该 地 区 原 有 的 人 口 成 正比 ， 如 (6) 式 和 (7) 式 所 示 ， 而 这 
些 人 口 迁 移 选 择 的 累积 效果 是 不 同 区 域 的 人 口 迁 移 的 全 加 . 


练习 题 


求 出 矩阵 A 以 及 向 量 x 和 b&b， 使 例 1 中 的 问题 成 为 解 方程 Ax =b. 


习题 1.10 


1. 一 种 早餐 麦片 的 包装 铅 通 常 列 出 每 份 食用 量 包 
含 的 卡路里 、 蛋 白质 、 碳 水 化 合 物 与 脂肪 的 量 . 


两 种 常见 的 麦片 的 营养 素 含 量 如 下 表 . 
每 份 食物 营养 素 含量 
营养 素 
4 3 
( 克 ) 
碳水 化 
合 物 20 18 
( 克 ) 
脂肪 
2 5 
( 克 ) 


设 这 两 种 麦片 的 混合 物 要 求 含 热 量 295 卡 路 
里 , 9 克 蛋 日 质 , 48 克 碳 水 化 合 物 和 8 克 有 上 脂肪 . 
a. 建立 这 个 问题 的 一 个 向 量 方程 , 并 给 出 方程 
中 变量 表示 的 含义 . 
b. 写 出 等 价 的 矩阵 方程 ,并 判断 所 希望 的 两 种 
麦片 的 混合 物 是 否 可 以 制作 出 来 . 
2. 一 份 ( 28 克 ) Kellogg 脆 燕 麦片 含有 110 卡路里 
热量 ，3 克 脂 肪 . 一 份 Kellogg 脆 片 含有 110 卡 


路 里 热量 、2 克 蛋 白质、25 克 碳 水 化 合 物 、0.4 

克 脂 肪 . 

a. 列 出 矩阵 B 及 向 量 w ,使 Bu 给 出 3 份 脆 燕 
麦片 和 2 份 脆 片 所 含 热量 、 和 蛋白质、 碳水 化 
合 物 与 脂肪 的 量 . 

b. [MJ] 设 你 希望 一 种 麦片 含 蛋 百 质 多 于 脆 片 但 
含 脂 肪 少 于 脆 燕 麦片 . 是否 可 能 混合 两 种 
麦片 , 使 它 含 有 110 卡路里 热量 、2.25 克 有 蛋 
日 质 、24 克 磋 水 化 合 物 、!1 殉 脂 肪 ? 如 采 可 
能 的 话 ， 如 何 混合 ? 


. 剑桥 食谱 除 例 1 中 列 出 的 营养 素 外 ， 每 天 还 供 


给 0.8 克 钙 , 在 剑桥 食谱 中 的 三 种 食物 ,每 单位 
( 100 克 ) 供给 的 钙 为 : 脱脂 牛奶 1.26 克 、 大 豆 
粉 0.19 克 、 乃 清 0.8 克 ， 该 食谱 中 的 另 一 种 成 
分 是 大 豆 蛋 白质 ， 它 每 单位 供给 的 营养 素 为 : 
80 克 蛋 日 质 、0 元 碳水 化 合 物 、3.4 克 脂 肪 和 
0.18 克 钙 . 
a. 列 出 矩阵 方程 , 它 的 解 确 定 脱 脂 牛 奶 、 大 豆 
粉 、 乳 清 与 大 豆 人 盘 白 质 的 量 , 使 这 种 混合 物 
正好 含 剑桥 食谱 中 所 需 各 种 营养 素 的 量 . 
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叙述 方程 中 各 个 变量 表示 的 含义 . 6. 
b. [Mj] 解 (a ) 中 所 得 方程 ， 讨 论 你 的 管 案 . 
4. 一 位 营养 学 家 计划 设计 一 种 食谱 ， 这 种 食谱 供 
给 一 定量 的 维生素 C、 钙 与 镁 . 三 种 食物 将 被 
使 用 ， 它 们 的 量 用 适当 单位 计算 . 这 些 食物 所 
供给 的 营养 素 和 该 食谱 要 求 的 营养 素 列 表 如 
下 . 


号 出 本 问题 的 向 量 方程 , 说 明 变 量 的 含义 , 解 

出 该 方程 , 

习题 5~8 中 ， 写 出 和 矩阵 方程 以 确定 回路 电流 ， 
[Mj] 硅 能 使 用 MATLAB 或 其 他 矩阵 程序 ， 解 出 这 
些 方程 . 
5. 


40V 10V 
502 
1 402 
S562 S02 
20) 3¢02 


39 (ny (ny 20 
59 


30V 20V 
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一 


9 在 某 区 域 中 , 每 年 有 大 约 5% 的 城市 人 口 迁 往 郊 从 出 租 地 : 机场 东区 西区 ”归还 到 : 
区 “大 约 4% 的 郊区 人 口 迁 往 城市 . 2000 年 ， 有 0.97 0.05 0.10|] ”机场 
600 000 人 居住 在 城市 ,3 400 000 人 居住 在 郊区 . eer ght 

此 Xo 表示 
el mr . 了 13 [M] 设 只 与 过 如 例 3. 
的 初始 人 口 ， 然 后 合计 2002 a 计算 人 口 向 量 x,,k=42,…,20 ， 你 发 现 了 什 
区 的 人 口 ( 忽略 影响 居民 人 口 的 其 他 因素 ) . 么 规律 ? 
. , 口 | 

10. 在 某 区 域 中 ， 每 年 大 约 有 7% 的 城市 人 口 迁 移 b. 对 初始 人 口 为 城市 350 000 人 ,郊区 650 000 

郊区 而 3% 的 郊区 居民 迁 往 城 市 ， 在 2000 年 ， 


城市 有 800 000 居民 , 郊区 有 500 000 居民 . 列 大 重复 (8)。 你 涯 现 了 什么 入 向 
Sh 14、[M] 研 究 钢板 上 边界 的 温度 变化 如 何 影响 钢板 
出 差分 方程 描述 这 些 情况 ， 其 中 x 是 2000 年 


内 部 区 域 的 温度 . 
初始 人 口 . 估计 两 年 后 即 2002 年 居住 在 城市 。 首先 ， 估 计 图 中 钢板 的 4 个 点 处 的 温度 
i T,T,T,T, ,7 的 值 等 于 最 靠近 它 的 4 个 点 
11. 在 1990 年 初 ,加 利 福 尼 亚 的 人 口 为 29 716 000 处 温度 的 平均 值 .参阅 1.1 节 的 习题 33 和 
人 ,居住 在 美国 其 他 各 州 的 人 口 为 218 994 000 34, 在 那里 求 得 相应 的 温度 值 为 ( 20, 27.5， 
人 . 该 年 有 509 500 人 由 加 利 福 尼 亚 迁 出 该 州 ， 30，22.5 ) ( 以 度 为 单位 ), 这 些 数据 和 你 在 
而 564 100 人 从 美国 其 他 地 区 迁 往 加 利 福 尼 a 和 b 中 求 出 的 值 有 什么 关系 ? 
亚 .“ b. 不 做 计算 ,猜想 在 (a) 中 边界 温度 都 乘 以 
a， 建 立 该 问题 的 移民 矩阵 ,精确 到 5 位 有 效 数字 . 3 时 钢板 内 部 4 个 点 的 温度 ? 检验 你 的 狂 
b. [M] 计 算 2000 年 加 利 福 尼 亚 和 美国 其 他 地 区 的 想 . 
顶 计 和 人口 数 ， 假 设 迁移 率 在 10 年 内 不 会 改变 . be lot i 
( 不 考虑 出 生 、 死 亡 或 美国 之 外 的 移民 . ) SS 
12. [M] 堪萨斯 州 Wichita 市 的 Budget Rent A Car 20°” 20 


公司 有 一 个 车 队 共 450 辆 车 ,分 布 在 3 个 地 点 . 
在 一 个 地 点 租 的 车 可 以 在 3 个 地 点 的 任何 一 个 
交还 . 这 些 车 归还 的 比例 在 下 表 中 列 出 . 设 星 


期 一 有 304 辆 车 在 机 场 出 租 , 48 辆 车 在 东区 出 rr 
租 , 98 辆 车 在 西区 出 租 , 星期 三 这 些 车 将 会 在 1 i 
三 个 地 点 如 何 分 配 ? 

练习 题 答 案 


0 3 -13 Xl 
A=|52 34 74 |, X=|x;|, 
0 7 Ll Xa 


加 ”由 加 利 福 尼 亚 财政 部 地 理 研究 所 提供 的 移民 数据 ， 
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第 1 章 补 充 习 题 


1. 标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . (者 是 真 的 ， 
举 出 适当 的 事实 或 定理 ， 若 是 假 的 ， 说 明 原 因 
或 举 出 反例 . ) 

a. 每 个 矩阵 行 等 价 于 惟一 的 阶梯 形 和 矩阵 . 
b. 含有 nn 个 未 知 数 的 n 个 方程 至 多 有 nn 个 解 . 


© 


| 


马 


型 


. 看 线性 方程 组 有 两 个 不 同 的 解 ， 则 它 必 有 无 


穷 多 个 解 . 


. 若 线 性 方程 组 没有 自由 变量 ， 则 它 有 惟一 解 . 
. 寿 增 广 抢 阵 [L4 妇 由 初等 行 变 换 变 为 [C d]， 


则 方程 Ax=b 与 Cx =d 有 相同 解 集 . 


.着 方 程 组 Ax = 有 多 于 一 个 解 ， 则 Ax = 0 也 是 . 
. 阁 4 是 mxn 矩阵， 且 对 某 个 b，, 方程 Ax =b 


相 容 ， 则 4 的 各 列 生 成 R”. 

若 增 广 矩阵 [4 5] 可 由 初等 行 变换 化 为 简化 
阶梯 形 ， 则 方程 hx =b 相 容 . 

若 和 矩阵 4 和 B 行 等 价 ， 则 它们 有 相同 的 简化 
阶梯 形 . 


. 方程 hx =0 有 平凡 解 当 且 仅 当 它 没有 自由 变量 . 
. 若 4 是 mx 矩阵， 方程 hx =b 对 RR” 中 任意 


都 相 容 ， 则 4 必 有 m 个 主 元 列 . 


. 大 mxn 和 矩阵 4 在 每 一 行 都 有 一 个 主 元 位 置 ， 


则 对 R” 中 任意 b， 方程 hx = 有 惟一 解 . 


. 若 nxn 和 矩阵 A 有 nn 个 主 元 位 置 ， 则 4 的 简 


化 阶梯 形 是 nxn 单位 矩阵. 


. 若 3x3 和 矩阵 4 和 她 都 有 3 个 主 元 位 置 , 则 通 


过 初等 行 变换 可 以 将 4 变换 为 B. 


. 大 A 是 mxn 和 矩阵 ,方程 Ax =b 有 至 少 两 个 不 


同 的 解 , 如 果 方 程 hx =c 相 容 , 则 方程 hx =e 
有 多 个 解 . 

若 A 和 B 是 行 等 价 的 mxn 矩阵， 日 4 的 列 
生成 有" ， 则 B 的 列 也 生成 R”. 


若 R’ 中 向量 集 9 = {v1,v,,v;} 中 任意 一 个 向 量 


都 不 是 其 他 向 量 的 倍数 ， 则 5S 线性 无 关 . 


r， 耕 {u,v,w} 是 线性 无 关 集 , 则 w,v 和 w 不 在 及 : 中 . 


ki 


Ww 


s. 在 某 些 情况 下 ，4 个 向 量 可 能 生成 Rs. 

. 和 "属于 及"”， 则 -xx 属于 Span{fz,y} . 

u. 若 zwp 和 mw 是 及 -中 的 非 零 向 量 ， 则 zx 是 xz 和 ， 

的 线性 组 合 . 
v. 略 w 是 R" 中 ww 和 vw 的 线性 组 合 , 则 w 是 vy 和 w 
的 线性 组 合 . 

w. 设 上 ,v2,v3 是 有 R” 中 非 零 向 量 ,v, 不 是 w 的 信 
数 ,v, 不 是 名和 vb, 的 线性 组 合 , 则 {yp1,v,,v;} 线 
性 无 关 . 

. 线性 变换 是 函数 . 

y. 若 4 是 6x5 和 矩阵， 线性 变换 x Fy hx 不 能 将 

了 及 - 映 上 到 Rs. 
z. 和 若 4 是 有 闫 个 主 元 列 的 mxza 和 矩阵, 则 线性 变 
换 xhy 4x 是 一 对 一 映射 . 


—_ 


”~ 


. 设 a 和 b 表示 实数 . 叙述 (线性 ) 方 程 ax = 的 解 集 


的 各 种 可 能 情况 . ( 提示 : 解 的 数目 依赖 于 a 和 4b.) 


. 一 个 线性 方程 ax+by+cz=d 的 解 (x,y,z) 可 以 表 


示 为 及 中 的 一 个 平面 ,其 中 a,b,c 不 全 为 零 . 构造 
有 三 个 方程 的 方程 组 表示 图 a 相交 于 一 条 直线 ， 
b 相交 于 一 点 ，e 没有 交点 . 图 形 如 下 所 示 . 


a) 三 个 平面 交 于 一 条 直线 b) 三 个 平面 交 于 一 点 


c ) 三 个 平面 没有 交点 c' ) 三 个 平面 没有 交点 


~ 


OO 


‘DO 


北 性 化 绕 灾 折线 性 节 程 组 


. 三 个 未 知 量 三 个 方程 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 


的 每 一 列 都 有 一 个 主 元 位 置 ， 说 明 方程 组 为 什 
么 有 惟一 解 . 


. 确定 hh 和 上 的 值 ， 使 下 列 方程 组 的 解 集 (i) 是 


空 集 ,( ii ) 包含 惟一 的 解 ，( 证 ) 包含 无 穷 多 个 


解 . 

a. 为 十 3x2 一 大 b. —2x: +Px =] 
42 + hx 一 8 602x + kx, = 一 2 

. 确定 下 列 方程 组 是 否 相 容 . 


42 一 2x2 十 723 = 一 9 
8x1 —3x2+10x; = 一 3 
a, 定义 适当 的 向 量 ， 把 问题 重 述 为 线性 组 合 的 
形式 ， 再 解 此 问题 . 
b. 定义 适当 的 矩阵 ， 用 “ 4 的 列 ” 重 述 此 问题 . 
c. 定义 适当 的 线性 变换 T ， 利 用 (b ) 中 和 矩阵 ， 
用 了 的 术语 重 述 此 间 题 . 


. 考虑 下 列 的 问题 ， 确 定 方程 组 是 否 对 任意 的 


bh,b,bs 相 容 . 
2x1 —4x; 一 223 = 和 
—3X+ Xs+ xX; =b, 
7xX1 ~ Sx2 — 3x; = b, 
a. 定义 适当 的 向 量 ， 用 Span{y1,v2,v3} 的 术语 重 
述 问题 ， 然 后 解 此 问题 . 


b. 定义 适当 的 矩阵 4， 用 “4 的 列 ” 重 述 问题 . 


c. 用 (b ) 中 和 矩阵 定义 适当 的 线性 变换 了 , 用 了 
的 术语 重 述 问题 . 


. 使 用 1.2 节 例 1 的 记号 描述 矩阵 4 可 能 的 阶梯 


形 . 
a. A 是 2x3 和 矩阵 ， 其 列 生成 RR?. 
b. 4A 是 3x3 和 矩阵 ， 其 列 生 成 R;. 


将 向 量 |6| 表 示 为 两 个 向 量 的 和 ,其 中 一 个 在 直 


线 {(x,y):y=2x} 上 ， 另 一 个 在 直线 {(x,y): y= 
x/2} 上 . 


10. 设 aa:z 和 8 是 有 R? 中 的 向 量 ， 如 下 图 所 示 ， 


A=la，a2]. 方程 hr =b 是 否 有 解 ” 如 果 有 
解 ， 解 是 否 惟一 ?给 出 解释 . 


20. 


27 


. 构造 一 个 2x3 和 矩阵 4 ， 不 是 阶梯 形 ， 使 得 


Ax =0 的 解 是 及 中 的 一 条 直线 . 


. 构造 一 个 2x3 和 矩阵 4 ， 不 是 阶梯 形 ， 使 得 


4r =0 的 解 是 了 中 的 一 个 平面 . 


. 写 出 一 个 3x3 和 矩阵 4 的 阶梯 形 ， 使 得 4 的 首 


3| [10 
两 列 是 主 元 列 ， 且 4| -2|1=|0|. 
1| |10 


. 求 a 的 值 使 得 | a | ae 和 
alla+2 
. 设 (a) 和 (b) 中 的 向 量 线性 无 关 ， 数 a..…, f 


有 何 特征 ?给 出 理由 . ( 提示: 对 (b) 使 用 一 
个 定理 . ) 
b 1 9 
1 
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. 使 用 1.7 节 定 理 7 解释 为 什么 矩阵 4 的 列 线性 


无 关 ， 


。 说 明 为 什么 R’ 中 的 向 量 集 {VV2,V3,V4} 一定 是 


线性 无 关 的 , 其 中 {v1,v2,v;3} 线性 无 关 , 有 目 v, 不 
属于 Span{v1,v2,v3}. 


. 设 fy,v;} 是 R" 中 的 线性 无 关 向 量 集 ， 证 明 


fy +v2} 也 线性 无 关 . 


. 设 wwm 是 下 中 一 条 直线 上 的 三 个 不 同 点 ， 


这 条 直线 不 一 定 经 过 原点 ， 证 明 {fviyz,V5] 线性 
相关 . 
设 T:R” 一 R" 是 线性 变换 ，T(w)=v ,证明 
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21. 


22. 


23. 


T(-#)=-Y. 

设 T: 恨 ! 一 Ri 为 线性 变换 , 把 每 个 向 量变 为 它 
关于 平面 x, =0 的 对 称 点 ， 即 T(x,xX2,)= (xn 
-x2,X3) ， 求 出 变换 了 的 标准 和 矩阵， 

设 4 是 3x3 和 拖 阵 ， 线 性 变换 xzF Ax 把 民 映 
上 到 到 : ， 说 明 为 什么 这 个 变换 是 一 对 一 的 . 
( 提示 : 考虑 主 元 位 置 . ) 

吉 温 斯 旋转 是 由 RR" 一 及 "的 一 种 线性 变换 , 在 
计算 机 程序 里 用 来 在 一 个 向 量 中 产生 一 个 零 元 
素 (通常 是 矩阵 的 一 列 ) .及 * 中 的 一 个 吉 温 
斯 旋转 ( 见 图 1-49 ) 的 标准 矩阵 有 形式 


-pb 
| | a:+b*:=1 
b 


ua 
求 出 a 与 5 把 ?ms | 


x2 


(4, 3) 


(5,0) 
图 1-49 RR? 中 的 吉 温 斯 旋转 


a. 同 量 Al 


24. 下 列 方程 是 及: 中 的 吉 温 斯 旋转 , 求 出 a 和 6b. 


a 0 -bfT21 12V5 
0 1 0|13|=| 3 |,a+tb’=1 
bp 0 ail4 0 


25. 一 幢 大 的 公寓 建筑 使 用 模块 建筑 技术 . 每 层 


楼 的 建筑 设计 由 3 种 设计 中 选择 . A 设计 每 层 
有 18 个 公寓 ， 包 括 3 个 三 室 单元 、7 个 两 室 
单元 和 8 个 一 室 单元 ; B 设计 每 层 有 4 个 三 室 
单元 、4 个 两 室 单 元 和 8 个 一 室 单元 ; C 设计 
每 层 有 5 个 三 室 单 元 、3 个 两 室 单 元 和 9 个 一 
室 单元 . 设 该 建筑 及 层 采 取 A 设计 , x; 层 采 
取 B 设计， 为 层 采 取 C 设计 . 
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的 实际 意义 是 什么 ? 


b. 写 出 向 量 的 线性 组 合 表示 该 建筑 所 包含 的 三 


室 、 两 室 和 一 室 单元 的 总 数 . 


c. [M1 是否 可 能 设计 该 建筑 物 ， 使 恰 有 66 个 三 


室 单元 .74 个 两 室 单元 和 136 个 一 室 单元 ? 大 
可 能 的 话 ， 是 否 有 多 种 方法 ?说 明 你 的 管 案 . 


第 2 章 和 矩阵 代数 


介绍 性 实例 ”飞机 设计 中 的 计算 机 模型 


为 了 设计 下 一 代 的 商业 和 军用 飞机 ， 波 音 的 幻 
影 工 作 室 的 工程 师 们 使 用 三 维 建 模 和 计算 流体 动力 
学 . 他 们 在 建造 实际 的 模型 之 前 , 研究 一 个 虚拟 的 模 
型 周围 的 空气 流动 ， 这 样 做 可 以 很 大 程度 地 缩短 设 
计 周 期 ， 降 低 成 本 ， 而 线性 代数 在 这 个 过 程 中 起 了 
关键 的 作用 . 

虚拟 的 飞机 模型 的 设计 从 数学 的 线形 轮廓 模型 
开始 ， 它 存储 在 计算 机 内 存 中 ， 并 可 显示 在 图 形 显 
不 终端 ，( 图 示 给 出 波音 777 的 模型 . ) 这 个 数学 模 
型 组 织 和 影响 设计 和 制造 飞机 外 部 和 内 部 的 每 一 个 
过 程 . 计算 流体 动力 学 分 析 主 要 考虑 的 是 飞机 外 部 
表层 的 设计 . 

虽然 飞机 精巧 的 外 表 看 上 去 是 光滑 的 ， 但 其 表 
面 的 几何 曲面 是 十 分 复杂 的 . 除了 机 杜 和 机 身 , 飞机 
上 还 有 引擎 机 舱 、 水 平 尾翼 、 狭 板 、 襟 愤 、 副 翼 . 空气 在 这 些 结构 上 的 流动 决定 了 飞机 在 天 空中 如 何 运动 . 
描述 气流 的 方程 很 复杂 ,它们 必须 考虑 到 引擎 的 吸 气 量 .引擎 的 排 气 量 和 机 辟 留 下 的 尾 迹 . 为 了 研究 气流 ， 
工程 师 们 需要 飞机 表面 的 精确 描述 . 

用 计算 机 建立 飞机 外 表 的 模型 , 首先 在 原来 的 线形 轮廓 模型 上 添加 三 维 的 立方 体格 子 . 这 些 立 方 体 有 
的 处 于 飞机 的 内 部 , 有 的 在 外 部 , 有 的 和 飞机 的 表面 相交 . 计算 机 选 出 这 些 相交 的 立方 体 ， 并 进一步 细 分 ， 
保留 仍然 和 飞机 表面 相交 的 立方 体 . 这 种 细 分 过 程 一 直 进行 下 去 , 直到 立方 体 非常 精细 . 一 个 典型 的 网 格 
可 以 含有 超过 400 000 个 的 立方 体 . 

研究 飞机 表面 的 气流 的 过 程 包含 反复 求解 大 型 的 线性 方程 组 hr =b ， 涉及 的 方程 和 变量 个 数 达 到 2 
白 万 个 . 向 量 b 随 来 自 网 格 的 数据 和 前 面 的 方程 的 解 而 改变 . 利用 现在 商业 上 买 得 到 的 最 快 的 计算 机 ， 幻 
影 工作 组 求解 一 个 气流 问题 要 用 数 小 时 至 数 天 的 时 间 . 工作 组 分 析 方 程 组 的 解 之 后 ,会 对 飞机 的 外 表 进 行 
稍微 的 修改 ， 整 个 过 程 又 再 重新 开始 ， 计算 流体 动力 学 的 分 析 有 可 能 要 进行 数 千 遍 . 

本 章 给 出 协助 求解 这 样 大 规模 方程 组 的 两 个 重要 的 概念 . | 

。 分 块 矩 阵 : 一 个 典型 的 计算 流体 动力 学 的 方程 组 会 有 “稀疏 ”的 系数 矩阵 ， 上 面 有 许多 零 元 素 . 将 

变量 正确 地 分 组 会 产生 有 许多 零 方 块 的 分 块 矩阵 . 2.4 节 介 绍 了 这 种 矩阵 及 其 应 用 . 
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。 矩阵 分 解 : 即使 使 用 分 块 矩阵 ， 这 样 的 方程 组 还 是 相当 的 复杂 . 为 了 进一步 简化 计算 ， 波 音 的 计 
算 流 体 动力 学 软件 使 用 了 对 系数 矩阵 进行 LU 分 解 的 方法 . 2. PO 
关于 分 解 的 更 详细 的 内 容 在 本 书后 面 出 现 . 
为 了 分 析 气 流 问题 的 解 , 工程 师 们 希望 将 飞机 表面 的 气流 显示 出 来 . 他 们 利用 计算 机 图 形 以 及 线性 代 
数 作为 图 形 的 引擎 . 飞机 外 表 的 线形 轮廓 模型 作为 许多 矩阵 数据 存储 . 图 像 在 计算 机 屏幕 上 染色 显示 后 ， 
工程 师 们 可 以 改变 图 像 的 大 小 , 对 局 部 区 域 进 行 缩放 , 以 及 对 图 像 旋 转 以 看 到 在 视图 中 被 隐藏 的 部 位 . 这 
里 的 每 个 操作 是 通过 适当 的 矩阵 乘法 运算 来 实现 的 . 2.7 节 解 释 了 其 中 的 基本 思想 .图 2-1 为 波音 公司 为 机 
波 做 设计 . 


图 2-1 现代 计算 流体 动力 学 给 机 愤 的 设计 带 来 了 革新 . 波音 公司 
正在 为 2020 年 或 更 早 的 混合 机 圳 和 机 身 的 新 飞机 做 设计 SS 


当 我 们 学 会 矩阵 的 代数 运算 后 ， 我 们 分 析 和 解 方程 的 能 力 将 会 大 大 提高 .本章 中 的 定义 和 
定理 给 出 二 亚 基 本 的 工具 来 处 理 涉及 两 个 或 更 多 个 矩阵 的 线性 代数 问题 .对 方 阵 而 言 , 2.3 节 的 
逆 矩 阵 定理 把 许多 以 前 学 过 的 概念 联系 在 一 起 .2.4 节 与 2.5 节 研 究 分 块 矩 阵 以 及 矩阵 的 分 解 ， 
它们 在 线性 代数 的 应 用 很 广 . 2.6 节 和 2.7 节 给 出 了 矩阵 代数 在 经 济 学 、 计 算 机 图 形 学 中 的 两 个 
有 趣 应 用 . 


元 素 ， 元 素 是 在 第 
这 a 志和 们 符号 的 各 列 时 我 们 写成 A[，a。 -6.1， 注意 是 第 ] 
个 列 向 量 a,( 从 上 面 算 起 ) 的 第 i 个 元 素 . 

A=[ay] 的 对 角 线 元 素 是 au,aw,aw,…, 它们 组 成 4 的 主 对 角 线 . 对 角 短 峰 是 一 个 方 阵 , 它 的 
非 对 角 线 元 素 硅 是 0 元 素 全 是 零 的 mxn 矩阵 称 为 零 矩阵 ， 用 寿 要 示 志 0 的 维 数 通常 可 由 上 下 
文 知 道 ， 否 则 我 们 就 用 0 表示 一 
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图 2-2 ”矩阵 记号 
和 与 标量 乘法 
前 面 缀 述 过 的 问 量 运算 可 以 自然 地 推广 弄 矩 了 本 相等 ， 若 它们 有 相同 的 维 
数 ( 即 有 相同 行 数 和 有 和 列 数 )， 是 对 应 死 系 相等 . 在 4 村 有 种 古 指导 BR 也 是 mxn 
矩阵. 它 的 各 列 是 4 与 B 对 应 列 之 和 , 因 列 的 癌 量 加 法 是 对 应 元 素 相 加 ， 六 元素 也 就 
是 4 与 B 的 对 应 元 素 相 旭 ; 仅 当 A 与 有 相同 维 数 ，A+B 才 有 定义 . 
例 1 设 
加 0 > | 1 | 。 则 
4= ,B= ,C= 
= 寺 续 2 3 0 1 
5 1 6 
则 4+8-|: 
但 4+C 没 有 定义 ， Se 惠 
者 a rh 是 一 个 矩阵 ， 它 的 每 一 列 是 4 的 对 应 列 的 > 倍 . 与 
回 量 相同 ， (一 人 B 为 A+(-1D)B. 
例 2 IE 则 
| 1 | 1 2 | 
2B=2 = 
3 5 7 1 人 1 14 
A-2B= 3 也 二 ,| 
于 3 久 | [I 者 广 1W| la -7 -9 痛 


在 例 2 中 , 计算 A-28B 时 , 不 必 化 为 A+(-1)28B ,| 因为 通常 的 代数 法 则 对 和 矩阵 的 和 与 标量 乘 
法 仍 适用 ， 如 下 列 定理 所 示 . ] 


4, BC 是 相同 维 数 的 短 阵 ，/ 与 为数 则 帮 


b. (A+tB)+C=A+(B+ 


ATB)=rA+rB 


为 证 明定 理 1 的 各 个 等 式 ， 只 要 证 明 左 端 矩 阵 和 右 端 矩阵 有 相同 维 数 且 对 应 各 列 相 等 . 维 
数 是 无 问题 的 , 因 4,B,C 的 维 数 相同 . 而 由 向 量 的 类 似 恰 质 , 立即 知道 两 端的 对 应 各 列 相 等 . 例 


如 ， 和 在 4,B,C 的 第 j 列 分 别 是 aj,b;,c/， 则 (4+B)+C 与 4+(B+C) 的 第 尖 列 分 别 是 
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(aj; +b;)+c;j;SSa;+(b;+ce,) 


因 对 每 个 j， 这 两 个 向 量 相 等 ， 这 就 证 明了 (b). 


由 于 加 法 的 结合 律 , 我 们 只 要 写 A+B+C 即 可 , 它 无 论 按 (A4+B)+C 或 A4+(B+C) 计 算 都 得 
同一 结果 . 同样 对 四 个 或 更 多 和 矩阵 也 可 定义 加 法 . 


和 矩阵 乘法 
当 把 矩阵 她 乘 以 向 量 x , 它 将 x 变换 为 向 量 Bx , 若 这 向 量 又 乘 以 矩阵 4A, 结果 得 向 量 4(Bx) ， 


见 图 2-3. 


< ee 


2-3” 先 乘 以 妃 再 乘 以 4 


于 是 A(Bx) 是 由 x 经 复合 映射 变换 所 得 , 此 映射 是 1.7 节 所 研究 的 线性 变换 . 我 们 的 目的 是 将 此 


复合 映射 表示 为 乘 以 一 个 矩阵 的 变换 ， 此 和 矩阵 记 为 A4B， 即 
A(Bx)= (AB)x (1) 


见 图 2-4. 


乘 以 AB 
2-4 乘 以 4B 


春 4 是 mxz 和 矩阵 ,中 是 nxPp 和 矩阵 ，x 属 于 及 "， 用 访 ,…, 思 表示 B 的 各 列 ， 而 x 的 元 素 为 


Xp 则 
由 于 乘 以 4 的 线性 性 质 
A(Bx)= A(Xbi)+:…+ A(xsb,)= xAb+:…+x,Ab, 
问 量 A(Bx) 是 向 量 Ab,,…, Ab, 的 线性 组 合 ， 以 x 的 元 素 为 权 ， 若 我 们 把 这 些 向 量 表 示 成 一 个 条 
阵 的 各 列 ， 就 有 
A(Bx)=[Ab! Ab, … Ab,]x 


于 是 乘 以 矩阵 [Ab， Ab，。… Ab,] 把 x 变 为 A(Br) ， 我 们 已 经 找到 了 所 需要 的 矩阵 . 


定义 车 4 是 mx 给 阵 ， 嫂 是 mxX 短 阵 ， 媚 的 列 是 页 ,万 ， 则 乘积 AB 是 mxp 矩阵 ， 它 
的 各 列 是 Abi,…, Ab,， Bp 


在 #Xt 故 -一 


AB= Ab, b, :. b,]=[Ab 45，… Ab,] 


这 个 定义 使 (1) 式 对 到 "中 所 有 成立， 方程 (1) 证 明 图 2-4 中 的 复合 映射 是 线性 变换 ， 
它 的 标准 矩阵 是 A4B， 和 矩阵 乘法 对 应 线性 变换 的 复合 . 


、 [2 3 [4 356 
例 3 计算 4B， 其中 = | 1. 加 | 


解 写 B=[b, b, 思 ] ， 计算 


因此 Cy | 一 一 


AB = Alb! b, bs]= 
[b, 2 3] 证 13 _9 


个 个 个 图 
Ab Ab, 48， 
注意 , 由 48 的 定义 , 它 的 第 一 列 4b 是 4 的 各 列 用 bb 的 各 元 素 为 权 的 线性 组 合 . 其 他 各 列 
也 是 这 样 . 
AB 的 每 一 列 都 是 A 的 各 列 的 线性 组 合 ， 以 B 的 对 应 列 的 元 素 为 权 . 
显然 ，4 的 列 数 必须 等 于 B 的 行 数 ， 才 能 使 线性 组 合 Ab, 有 定义 ， 由 定义 知 ，AB 的 行 数 等 
于 4 的 行 数 ， 列 数 等 于 B 的 列 数 . 


例 4 若 4 是 3x5 矩阵，B 是 5x2 矩阵 ，4B 和 BA 是 否 有 定义 ? 车 有 定义 ， 是 什么 矩阵 ? 
解 因 A 有 5 列 ，B 有 5 行 ,， 乘积 AB 有 定义 且 是 3x2 矩阵: 


A B AB 
米 米 
洲 求 来 来 六 |] | 水 六 冰 米 
六 求 六 求 来 | |x* 米 | 二 | 六 * 
六 求 米 米 六 | |x* 末 炒米 
水 六 
3x5 Sx2 3x2 
个 相同 个 
AB 的 维 数 
乘积 Bh 没有 定义, 因 有 为 2 列 , 4 有 3 行 . 国 


48 的 定义 对 理论 与 应 用 是 重要 的 ， 但 下 列 法 则 给 出 了 更 有 效 的 计算 4B 的 各 元 素 的 方法 . 


计算 AB 的 行列 法 则 


若 乘 积 AB 有 定义 ,AB 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 是 A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 对 应 元 素 乘 积 之 


为 证 明 这 一 法 则 ， 设 如 =[ … 加 ] ，4B 的 第 j 列 是 Ab, 我 们 可 用 -1.4 节 的 计算 Ax 的 规则 
计算 4b) . Ab, 的 第 ;个 元 素 是 4 的 第 i 行 与 向 量 b, 的 对 应 元 素 之 积 ， 恰 好 是 上 述 规 则 中 计算 AB 
的 (i, 门 元 素 的 方法 . J 

例 5 使 用 行列 法 则 计算 例 3 中 怎 阵 48 的 两 个 元 素 ， 观 察 其 中 涉及 的 数 会 使 你 更 好 地 理 
吁 计算 . AB 的 两 种 方法 结果 相同 


解 要 找 出 4B 的 第 1 生 元 素 ， 考虑 A 乓 第 1 行 和 8 的 第 3 列 ， 把 对 应 元 素 相 习 
再 加 起 来 ， 如 下 所 示 


y 
Th 下 3 | -[ 口 口 "| 


1 = a2 | ,加 向 口 器 回 征 
对 第 2 行 第 2 列 的 元 素 ， 用 4 的 第 2 行 和 8B 的 第 2 列 : 
v 
2 31[4 3 6] [ 口 口 半 | | 可 到, 于 
>[1 -5 [1 -2 3| |O 19)+-5(C2) 口 | IO 13 DO 画 
例 6 求 48B 的 第 2 行 ， 其 中 
和 -有 并 i 
3 
A= B=|7 1 
人 
-3 人 9 
解 ”由 行列 法 则 ，48 的 第 2 行 是 由 4 的 第 2 行 和 8B 的 各 列 相 乘 所 得 
ry J 
人 H = 0 口 Dl fg DO 
-> | 5 > -4+21-12 6+3-8| |5 1 
6 -8 7||g sl IO 日 | 个 粕 
-3 0 9 口 口 | 上 口 口 而 
注意 ， 由 例 6 可 知 ， 计 算 4B 的 第 2 行 时 ， 我 们 仅 需 把 4 的 第 2 行 写 在 B 的 左边 ， 得 
[-1 3 
这 在 一 般 情况 下 也 是 正确 的 ， 可 由 计算 48 的 入 :(W) 表示 和 矩阵 4 的 第 i 行 ， 
则 四 | 
(1) 
和 矩阵 乘法 的 性 质 


下 列 定理 列 出 了 和 矩阵 乘法 的 重要 性 质 ，7 天 KR 单 们 并 阵 ,对 了 及 "中 的 一 切 x ,Tx=x. 
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定理 2 设 A 为 mxn 纶 阵 ，B、C 的 维 数 使 下 列 各 式 的 乘积 有 定义 ， 
. (A(BC)= (4B)C (乘法 结合 律 ) 


有 a 

b. A(B+C)= AB+AC (乘法 左 分 配 律 ) 

c. (B+C)A=BA+CA (乘法 右 分 配 律 ) 

dr(4B)=(rA)B= 4(rB) ，7 为 任意 数 

e，1.4=A4=A41， (矩阵 乘法 的 恒等式 ) 

证 ”性质 (b) ~ sip al (a) 是 出 于 证 阵 乘法 对 应 于 线性 变换 的 复合 ， 
而 映射 的 复合 是 可 结合 的 . 这 里 给 出 (a ) 的 另 一 个 基于 和 矩阵 乘积 的 “ 列 ” 定 义 的 证 明 . 设 

C=[c, … c,] 

由 矩阵 乘法 的 定义 


A(BC)=LA(Be) ~ c, )] 


由 (1) 知 ，4B 的 定义 使 得 对 一 切 x 有 A(Bx)=(4B)x ， 所 以 
A(BC)=[(AB)e, … (4B)c,]=(4B)C 图 


定理 1 和 定理 2 中 的 结合 律 和 分 配 律 说 明 ， 基 本 上 和 矩阵 表达 式 中 的 括号 可 像 实 数 运算 中 那 
样 插入 和 解 开 ， 特 别 地 ， 我 们 可 写 乘 积 4BC ， 不 管 按 4(BC) 或 (4B)C2 计算 都 相同 . 类 似 地 ， 
四 个 矩阵 4BCD 的 乘积 可 按 4(BCD) ，(46C)D 或 4(BC)D 计算， 等 等 . 计算 乘积 时 不 管 怎样 结 
合 都 行 ， 但 左右 顺序 必须 保持 不 变 . 

乘积 中 的 左右 顺序 是 重要 的 ， 因 为 一 般 来 说 4B 与 Bh 并 不 相同 . 这 并 不 奇怪 ， 因 48 的 列 
是 4 的 各 列 的 线性 组 合 , 而 BA 的 各 列 是 B 的 各 列 的 线性 组 合 . 乘积 4B 的 因子 的 位 置 需要 这 样 
强调 ， 即 4 被 及 右 乘 ,或 有 被 4 左 乘 . 车 4B= BA， 我 们 称 4 和 B 彼 此 可 交换 . 


例 7 设 4= | 2 al fe 证 明 它们 不 可 交换 ， 即 证 明 AB# BA， 


4 3 


“|s 2 -| 


il 11s salle . 


乘法 一 般 不 可 交换 是 矩阵 代数 与 普通 实数 代数 的 重要 差别 ， 具 体例 子 参 阅 习 题 9~12. 
警告 
1. 一 般 情况 下 ，ABz BA. 
2. 消去 律 对 矩阵 乘法 不 成 立 ， 即 若 AB = 4C ， 一 般 情况 下 ，B=C 并 不 成 立 . ( 见 
习题 10.) 
3. 若 来 积 4B 是 零 和 矩阵， 一 般 情况 下 ， 不 能 断定 A=0 或 B=0. (见习 题 12.) 


O | 4 的 行 数 少时 ， 计 算 4(BC) 比 (4B)C 更 方便 . 


100 用 2 划 


和 矩阵 的 乘 井 
A 是 nxn k 整数 ， 则 4 表示 大 个 4 的 乘积 . 
A'=A .A 


若 A 不 是 零 矩 阵 , 上 且 xx 属于 了 及"*, 则 A'x 表示 x 被 A 连续 左 乘 k 次 . 若 k=0, 则 Ax 就 是 x 本 号. 
因此 4" 被 解释 为 单位 矩阵 . 矩阵 乘 究 在 理论 和 应 用 中 都 很 有 用 处 ( 见 2.6 节 、4.9 节 及 本 书后 面 
的 内 容 ) . 


和 矩阵 的 转 置 
给 定 mxn 和 矩阵 A， 则 4 的 转 置 是 一 个 ”xm 矩阵， 用 4 表示 ， 它 的 列 是 由 4 的 对 应 行 构成 


的 . 
例 8 设 
a b i “和 
4 | i er| 3 $ -2 
0 4 
则 
1 -3 
| | |e 5 
pd 2 -3 # 1 -2 
本 剖 
定理 3 设 A 与 表示 纶 阵 ， 其 维 数 使 下 列 和 与 积 有 定义 ， 则 
a. (AT)'=A. 


b. (A+B) =A'+B'. 

c. 对 任意 数 r，(rA)'" =rA™. 

d. (AB)' =B'A'. 

(a) ~(c) 的 证 明 是 直接 的 ， 这 里 省 略 ，(d ) 的 证 明 见 习题 33. 通常 (4B)T7 不 等 于 4TBT ， 
即使 乘积 4'B8" 是 有 定义 的 . 定理 3 (d) 可 推广 到 多 于 两 个 矩阵 的 乘积 ， 叙 述 如 下 : 


若干 个 矩阵 的 乘积 的 转 置 等 于 它们 的 转 置 的 乘积 ,但 相 乘 的 顺序 相反 . 


习题 中 包括 说 明 这 些 性 质 的 例子 . 


数值 计算 的 注解 

1. 在 计算 机 上 求 出 AB 的 最 快 方法 依赖 于 计算 机 存储 矩阵 的 方法 . 标准 的 高 性 能 
算法 (如 LAPACK ) 中 按 列 计算 AB， 正 如 我 们 所 定义 的 那样 . ( 一 个 用 C++ 语言 写成 
的 LAPACK 版 本 是 按 行 计算 4B ) . 

2. AB 的 定义 使 我 们 可 在 计算 机 上 用 并 行 算法 计算 , B 的 列 可 单独 或 分 组 分 配给 不 
同 的 处 理 器 ， 因 此 可 以 同时 计算 AB 的 各 列 . 


知 摩 所 发 
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练习 题 


1. 因 疏 "中 辣 量 可 以 看 作 mx1 和 抢 阵 ， 转 置 矩 阵 的 性 质 也 适用 于 向 量 ， 今 


| | 
A= 
一 2 


3 


计算 (4x)' ,x A',xx" 和 x'x.，A'™x' 是 否 有 定义 ? 


2. 设 4 为 4x4 向 量 ，x 是 民 ’ 中 向 量 . 计算 h?x 的 最 快 方法 是 什么 ?计算 乘法 的 次 数 . 


习题 2.1 


习题 1~2 中 , 计算 矩阵 的 和 或 乘积 , 如 果 它 没 
有 定义 ， 则 说 明理 由 . 设 


2 0 -Il 7 -3 1 
A 一 ,B = ? 
4 -5 2 ] -4 -3 


co 下 


1，-24, 有 -24, AC, CD 
2. A+2B, 3C—E, CB, EB 

下 面 的 习题 中 ,假设 每 个 矩阵 表达 式 是 有 定义 
的 ,矩阵 ( 和 向 量 ) 的 维 数 是 相互 匹配 的 . 


3， 用 4=| 2 计算 37, -4 及 (31,)4. 


4. 计算 4-57, 及 (51;)4 ， 其 中 
9 -1 3 
-8 7 -6 
-4 1 8 

习题 5~6 中 ， 用 两 种 方法 计算 乘积 4B ; (a) 
根据 定义 分 别 计算 hb 及 4b; ,(b ) 利 用 计算 4B 的 
行列 法 则 . 


A= 


3 | 1 3 
Pn | | 
和 | 
3 5 
7. 若 和 矩阵 4 是 5x3， 乘积 4B 是 5x7，8 的 维 数 是 


多 少 ? 
8. 若 B84 是 3x4 矩阵 ，B 有 几 行 ? 


9. 这 4=| 2 1| =| 时 | 上 取 什 么 值 时 


AB= BA? 


2 -3 8 4 < 
10. 设 4= ,B= ,C = , 证 上 
及 4-| 4 6].8=|s <-| | .mm 
AB=AC 但 BxC. 
1 1 1 2 0 0 
11. 设 4=|1 2 3|,D=|0 3 0|， 计 算 4D 和 
] 4 5$ 0 0 5 


DA , 说明 当 h 右 乘 或 左 乘 以 D 时 ，4 的 行 或 
列 如 何 变 化 , 求 出 3x3 对 角 和 矩阵 如 ,不 是 单位 
和 矩阵 或 零 矩 阵 ,， 使 48B = BA. 


12. 用 4-| ， 2 求 2x2 矩阵 中 使 48=0， 要 
求 B 有 两 个 不 相同 的 非 零 列 . 

13. 设 记 i…,r, 为 民 " 中 向 量 ,，0 为 mxn 矩阵, 把 算 
阵 [Qr … Qr,] 写 成 两 个 矩阵 的 乘积 ( 任何 一 
个 矩阵 都 不 是 单位 矩阵 ) . 

14. 设 避 是 1.8 节 例 6 所 描述 的 3x2 成 本 矩阵 ，L7 


的 第 一 列 给 出 生产 产品 B 每 美元 产 出 的 成 本 ， 
而 第 二 列 给 出 生产 产品 C 每 美元 产 出 的 成 本 . 
(成 本 分 为 材料 、 劳 动 和 管理 . ) 设 9 是 及: 中 向 
量 , 给 出 一 年 第 一 季度 生产 产品 B 和 C ( 以 美 
元 计算 ) 的 产 出 ，g,,q3,qs 是 类 似 的 向 量 ， 分 
别 给 出 一 年 第 二 . 三 和 四 季度 生产 产品 B 和 C 
的 产 出 .给 出 矩阵 VC 中 的 数据 的 经 济 解 释 ， 其 
中 Q=[g 9 9 94]. 
习题 15~16 中 的 矩阵 4,B,C 使 所 说 的 加 法 和 
乘法 运算 能 够 进行 . 标 出 每 个 命题 的 真 假 , 给 出 理由 . 
15. a. 奋 4,B8 为 2x2 和 抢 阵 ,它们 的 列 分 别 为 @， 
a; 和 b,b,， 则 4B=[ab, a,b,]. 


24. 


25. 


26. 


. 关 4=| ， 是 A-| 
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b.，4B 的 每 一 列 是 B 的 列 的 线性 组 合 , 并 以 4 
的 对 应 列 作 为 权 . 

c. AB+AC= A(B+C). 

d. A'+B'=(A+B)'. 

e. 矩阵 的 乘积 的 转 置 等 于 它们 的 转 置 的 乘积 . 


.a. 和 若 4 与 有 为 3x3 和 矩阵 ，B=[B 5 及]， 则 


AB=[Ab + Ab,+ Ab,]. 
b，48 的 第 2 行 是 4 的 第 2 行 被 B 右 乘 . 、 
c. (AB)C=(AC)B. 
d. (45) =A'B'. 
e. 矩阵 和 的 转 置 等 于 它们 的 转 置 的 和 . 


-1 2 -l 
， B 
5 9 下 邮 


的 第 一 列 与 第 二 列 . 


. 设 8 的 前 两 列 b 和 5b, 相等 , 那么 4B 的 各 列 如 


何 ( 设 4B 有 定义 ) ?为 什么 ? 


. 设 B 的 第 3 列 是 前 2 列 的 和 ， 那 么 48 的 第 3 


列 如 何 ” 为 什么 ? 


. 设 8 的 第 2 列 全 是 零 , 那 么 48 的 第 2 列 如 何 ? 
. 设 48B 的 最 后 一 列 全 是 零 ,但 B 本 身 没 有 零 列 ， 


那么 4 的 各 列 如 何 ? 


. 若 B 的 各 列 线 性 相关 ， 证明 48 的 各 列 也 线性 


相关 . 


. 设 C4=1 (mx 单位 矩阵 ), 证 明 方 程 hx =0 


只 有 平凡 解 .解释 为 什么 4 的 列 数 不 可 以 多 于 
行 数 . 

设 4D=1,。( mxm 单位 矩 阵 )， 证 明 ， 对 任意 
R”" 中 的 b， 方程 4x =b 有 解 . ( 提示 : 利用 方 
程 ADb =b . ) 解 释 为 什么 4 的 行 数 不 可 以 多 于 
列 数 . 

设 4 是 mx 和 矩阵， 存在 mxm 和 矩阵 C 和 , 使 
CA=1, 和 AD=1,. 证 明 m=n 和 C=D.( 提 
示 : 利用 乘积 C4D .) 

设 A 是 3xn 和 矩阵 ， 其 列 生成 有 R!,， 解释 如 何 构 
造 一 个 nx3 和 矩阵 DD 使 得 4D=7,. 

27 题 和 28 题 中 , 把 RR" 中 向 量 看 作 nx1 和 矩阵 ， 


旬 2 腥 


对 恨 " 中 几 , 和 矩阵 乘积 xy 是 1xl 矩阵 , 称 为 起 和 

» 的 数量 积 或 内 积 ， 它 通常 当 作 实数 而 省 略 括 号 . 

和 矩阵 乘积 xy 是 ”xz 和 矩阵 ， 称 为 & 和 vw 的 外 积 . 这 

些 乘积 wy 和 wv" 以 后 将 用 到 . 

一 2 

3 

-4 

28. 知 & 和 ?属于 现 " ，zm 和 wa 有 什么 关系 ? 
zy 和 vu 有 什么 关系 ? 

29. 证 明定 理 2 (b) 和 2 (cec)， 应 用 行列 法 则 ， 
A(B+C) 的 (i, 有 站) 元 素 可 写成 


an(bij + er) t+ an(by + Cn) 或 
Van(by + cw) 
£1 


30. 证 明定 理 2(d).( 提示: (r4)8B 的 (i, 站 元 素 是 
(ran)bi; + :+ (ra )b, . ) 
31. 证 明 1,4= 4,4 为 mxn 矩阵. 假设 对 所 有 到" 
中 的 x ， 有 了 x=x. 
32. 证 明 41, = 4,4 为 mxn 矩阵. ( 提示 :应 用 A1， 
的 列 定 义 ) ， 
33. 证 明定 理 3(d). (提示 :考虑 (45)7 的 第 j 行 .) 
34. 给 出 (4Bx) 的 公式 , 其 中 x 是 向 量 , A 和 B 是 
适当 维 数 的 矩阵 . 
35. [M] 读 矩阵 程序 的 文件 ， 写 出 产生 下 列 矩 阵 的 
命令 (不 要 键入 矩阵 的 任何 一 个 元 素 ) . 
a. 5x6 的 零 矩 阵 . 
b. 3x5 的 和 矩阵， 其 元 素 都 是 1. 
c. 6x6 单位 矩阵 . 
d. 5x5 对 角 短 阵 ， 对 角 元 素 是 3，5，7，2,，4. 
检验 和 矩阵 代数 的 新 思想 或 做 猜想 的 一 个 有 用 
的 方法 , 是 使 用 随机 选择 的 矩阵 进行 计算 . 用 一 些 
矩阵 验证 一 个 性 质 并 不 能 证 明 在 一 般 情况 下 这 个 
性 质 是 成 立 的 , 但 这 样 做 有 助 于 对 性 质 的 理解 ,如 
果 该 性 质 是 假 的 ， 你 会 在 一 些 计 算 之 后 发 现 . 
36. [M] 写 出 生成 6x4 矩阵， 其 元 素 为 随机 数 的 命 
令 , 这 些 随 机 数 在 什么 范围 内 ? 说 出 如 何 生 成 
随机 3x3 矩阵， 它 的 元 素 为 整数 且 在 -9 和 9 


a 
b 


Cc 


27. 设 #= ,二 |b|， 计算 wv,v'wuuv" 和 vu . 
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之 间 . (车 x 是 随机 数 ，0<x<1l， 则 -9.5 < 39. [M] 设 


19(x—0.5) <9.5.) 01000 
37. [MI] 构造 一 个 4x4 随机 和 矩阵 4 ， 检 验 (4+ 门 ， 00100 
(4- 站 =4 -7 是 否 成 立 . 最 好 的 办 法 是 计算 | 1 
(4+1)(4- 站 D-(4 一 站) 并 证 明 它 等 于 零 和 矩阵 . ee 


对 三 个 随机 矩阵 进行 检验 . 对 三 对 随机 4x4 和 矩 
阵 检 验 (4+ B)(4-B8)= 4-B’ 是 否 成 立 . 
38. [M] 用 至 少 三 对 4x4 矩阵 A 和 B 检 验 等 式 


对 上 =2…,6， 计 算 s*. 
40. [MJ] 叙述 当 你 计算 4", 42 和 42 时 发 生 的 情况 . 


1/6 1/2 1/3 
(4+B) =4 +B 和 (4B) =48 是 否 成 立 . A=|1/2 1/4 1/4 
( 见习 题 37. ) ( 注 : 多 数 和 矩阵 程序 用 4' 表示 1/3 1/4 5/12 
A'.) 
练习 题 答案 


1 -3][51 [-4 ee 
4 全 =| 3 |- 所 以 (a =[-4 ， 同 和 


A 本 
x 4 =[5 3] ， 外 -4 


如 定理 3 (d) 所 说 ，(4r)7 和 xI47 相 等 . 其 次 


ee 


x'x=[5 3] 四 =[25+9]=34 


如 x'x 的 1x1 和 矩阵 通常 不 写 插 号 . 最 后 4'x" 没 有 定义 ， 因 x 没有 2 行 与 47 的 两 列 配 合 . 
2. 最 快 的 方法 是 按 4(4x) 计算 hx ,计算 hx 需要 16 次 乘法 ， 每 个 元 素 需 要 4 次 . 计算 4(4r) 还 需 16 次 . 
计算 4 需要 64 次 乘法 ， 因 4: 有 16 个 元 素 ， 每 个 需 4 次 . 之 后 A?x 还 需 16 次 乘法 ， 总 共 需 80 次 . 


2.2 ”矩阵 的 逆 


算 阵 代数 提供 了 对 矩阵 方程 进行 运算 的 工具 以 及 许多 与 普通 的 实数 代数 相似 的 有 用 公式 . 
本 节 人 研究 矩阵 中 与 实数 的 倒数 ( 即 乘 法 逆 ) 类 似 的 问题 . 
实数 5 的 乘法 道 是 1/5 或 5-!， 它 满足 方程 
5"1.5=1 和 5.5-!=1 
官 阵 对 逆 的 一 般 化 也 要 求 两 个 方程 同时 成 立 ， 并 避免 使 用 斜 线 记 号 表示 除法 ， 因 为 矩阵 乘法 不 
是 可 交换 的 . 进一步 的 ， 完 全 的 一 般 化 是 可 能 的 ， 当 且 仅 当 有 关 和 矩阵 是 方 阵 .3 


QC 也 许 有 人 会 说 一 个 mxn 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 如 果 存 在 nxm 和 矩阵 C 和 使 CA=1, 有 目 4D=1. 但 是 ， 这 两 个 方程 可 
推出 A 是 方 阵 ， 且 C=D. 因此 4 是 可 道 的 定义 同上 . 见 2.1 节 习 题 23~25. 
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一 个 nxn 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 和 噩 存 在 一 个 nxn 和 矩阵 C 使 
4C=7 HH cA=J 
这 里 1=7, 是 nxn 单 位 矩阵 . 这 时 称 C 是 4 的 逆 阵 . 实际 上 ，cC 由 4 惟一 确定 ， 因 为 若 8 是 男 一 
个 4 的 逆 阵 ， 那 么 将 有 B=BI=B(4C)=(84)C=IC=C， 于 是 ， 若 4 可 道 ， 它 的 逆 是 惟一 的 ， 我 们 将 
它 记 为 4" ， 于 是 
AA"*=1 日 4-4=7 
不 可 赣 托 阵 有 时 称 为 奇异 和 矩阵， 而 可 逆 和 矩阵 也 称 为 非 奇异 矩阵 . 


例 1 #4-| 3 jel 引 则 
[3 下 ;lo 
co 


所 以 C = 4- 图 
这 里 给 出 2x2 和 矩阵 可 逆 的 检验 方法 ， 同 时 给 出 一 个 简单 的 公式 给 出 它 的 六 矩阵 . 


bp 
定理 4 及 4 ?| 若 ad -pcz0， 则 4 可 北 且 
1 


4 1 | d ”| 
ad—bc|-—c a 
需 ad -pc=0， 则 4 不 可 逆 . 
定理 4 的 简单 证 明 见 25 题 与 26 题 . 数 ad -pc 称 为 4 的 行列 式 ， 记 为 


det A=ad-bc 
定理 4 说 明 ，2x2 和 矩阵 4 可逆， 当 有 目 仅 当 detAz0. 


、 3 4 
例 2 只 4 38 过 
解 ”有 detA=3(6)-4(5)=-2xz0， 因 此 A 和 可 道 且 
e | 6 | 6/(-2) ds 2 
-2|-$ 31 |-5/(-2) 3/(-2)| |5/2 -3/2 国 
可 逆 和 矩阵 在 线性 代数 中 是 很 重要 的 一 一 主要 用 在 计算 和 公式 推导 中 ， 如 下 定理 所 示 ， 有 时 
逆 惩 阵 在 实际 应 用 中 也 会 出 现 ， 如 正面 例 3 所 示 . 


定理 5 老 4 是 可 逆 1xP 答 阵 ， 则 对 每 一 职 " 中 的 万 ， 方程 Ax =b 有 惟一 解 x=A-'p. 

证 取 RR" 中 任意 一 个 b ， 方程 x=b 有 和 解 ， 因 若 以 4b 代 x， 有 Ax = A(A-'b) = 
(44 )b= 记 =b ,所 以 A"'b 是 解 . 为 证 明 解 是 惟一 的 , 我 们 证 明 若 w 是 一 个 解 , 则 地 必 是 4-'b ， 
事实 上 ， 若 hu =b ， 两 边 同 乘 4-: 得 


At#AV 


A-Au=A-'b, Iu=A'b,u=Ab EE 
例 3 一 条 水 平 的 弹性 梁 的 两 端 支 柱 ， 在 点 1，2， 3 受 力作 用 ， 如 图 2-5 所 示 ， 设 及 中 的 
f 表示 它 在 这 三 点 受 的 力 ，y 为 梁 在 这 三 点 的 形变 . 利用 虎 克 定律 ， 可 以 证 明 
y=Df 
这 里 万 称 为 弹性 和 矩阵. 它 的 逆 称 为 刚性 矩阵 ,说明 DD 与 D" 各 列 的 物理 意义 . 


图 2-5 ”弹性 梁 的 形变 


解 记 了 =[e e，e3], 有 Dl=[De， De， Des], 向 量 e,=(1,0,0) 表 示 1 单位 力 向 下 作用 
于 点 1 ( 其 他 两 点 的 力 为 零 )，De, ( 即 D 的 第 一 列 ) 表示 在 点 1 处 施加 1 单位 力 产 生 的 梁 的 形 
变 . 类 似 的 ， 可 以 说 明 D 的 第 二 和 第 三 列 . 

为 研究 刚性 和 矩阵， 注意 到 方程 f=D"'y 计算 形变 向 量 y 给 定时 的 力 丫 量 f . 记 
D- =D- 1 =| De De De: | , 现 解释 e, 为 形变 向 量 , 于 是 De 给 出 产生 这 个 形变 的 力 . 因 
此 ，D-! 的 第 一 列表 示 ， 为 了 使 点 1 的 形变 为 1 单位 ， 其 他 两 点 形变 为 0， 所 需要 作用 的 力 . 类 
似 地 , D-! 的 第 二 和 第 三 列 分 别 表示 为 了 在 点 2 和 3 产生 1 单位 的 形变 所 需要 作用 的 力 . 在 每 一 
列 中 , 其 中 一 点 或 两 点 作用 的 力 必须 为 负 值 ( 指向 上 ), 以 在 指定 的 点 产生 单位 形变 而 其 他 点 没 
有 形变 . 若 弹性 用 每 磅 力 产生 的 形变 的 英寸 数 衡量 ， 则 刚性 矩阵 的 元 素 是 每 英寸 形变 所 需 力 的 
磅 数 . 大 

定理 5 的 公式 很 少 用 来 解 方程 hx =b ， 因 为 [4 b] 的 行 变换 通常 更 快 ( 当 计 算 有 舍 入 误差 
时 ， 行 变换 也 更 精确 . ) 一 个 可 能 的 例外 是 2x2 矩阵 . 这 时 用 47' 的 公式 进行 心算 会 更 容易 ， 如 
下 例 所 示 . 

例 4 用 例 2 中 和 矩阵 4 的 逆 和 矩阵 解 方程 组 

32X 十 4x2 = 3 
4Xi 十 0X2 三 7 


解 ”该 方程 组 就 是 Ax =b ， 所 以 


a eH . 


下 列 定 理 给 出 可 逆 矩 阵 的 三 个 有 用 事实 . 


定理 6 
a. 若 A4 是 可 逆 和 矩阵 ， 则 4 也 可 逆 而 且 (4-)- =A. 
b. 若 A 和 B XN 可 六 | Ci 是 A 和 B 的 逆 纶 阵 按 相反 顺序 的 来 积 ， 


ss 
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邑 
(4B)- = BA 


c. 若 A 可 送 ， 则 47 也 可 逆 ， 且 其 逆 是 4 的 转 置 ， 即 (47)- =(47-)7. 


证 ”为 证 明 (a)， 我 们 需要 找 和 矩阵 C 使 
4-C=1 且 C4-=7 

显然 4 满足 这 些 方 程 . 因此 4 可逆 且 4 是 它 的 逆 阵 . 

下 一 步 ， 为 证 明 (b )， 我 们 应 用 乘法 结合 律 ， 

(4B)(B- 4 )= A(BB'')A "= 414 = 44- =7 

类 似 地 ， 可 以 证 明 (B8-4”)(4B) = 了 7 了， 因此 48B 是 可 首 的 ， 且 其 道 为 -47 

对 于 (ec ), 利用 定理 3(d), 公式 从 右 回 左 , 有 (4 六 4 =(44"') =17=1. 类 似 的 ,4I7(4237 
=71" =1. 因此 4 是 可 逆 的 ， 其 道 是 (47')". 国 

定理 6 (by) 的 下 列 推广 以 后 要 用 到 . 


若干 个 mxP 可 逆 和 矩阵 的 积 也 是 可 北 的 ， 其 逆 等 于 这 些 托 阵 的 逆 按 相反 顺序 的 乘积 

在 可 逆 和 矩阵 与 矩阵 的 行 变 换 之 间 有 一 种 重要 的 联系 ， 它 引出 了 计算 逆 矩 阵 的 一 种 方法 ,我 
们 将 看 到 ， 可 逆 和 矩阵 行 等 价 于 单位 和 矩阵， 而 我 们 可 通过 观察 4 行 化 简 为 1 这 一 过 程 求 出 4 
初等 矩阵 


把 单位 矩阵 进行 一 次 行 变换 ， 就 得 到 初等 矩阵 . 下 列 例子 说 明 三 种 初等 矩阵 . 
例 5 设 


] 0 0 0 1 0 1 0 0 a bare 

Ek 1 0|, E,=|l1l 0 0|, E=|I0 1 je e ff 

-4 0 1 00 1 0 0 5 8 hi 

计算 EA4，E,4 与 EA， 说明 这 些 乘积 可 由 4 进行 变换 得 到 . 
解 ” 我 们 有 

a b C de ff a DC 
a d e f EA=|la b cl,EA=Id ee ff 
g—4a h-4b i-4c 8 hi Sg Sh 3i 


把 4 的 第 1 行 乘 -4 加 到 第 3 行 得 EA4 (这 是 倍加 行 变换 )， 交 换 4 的 第 1 行 与 第 2 行 得 E,4 ， 
把 4 的 第 3 行 乘 以 5 得 Eh. 国 

把 3xzm 和 矩阵 左 乘 以 ( 即 在 左边 相 乘 ) 例 5 中 的 El 也 有 相同 的 结果 ， 即 把 第 1 行 的 -4 倍加 到 
第 3 行 . 特别 地 ，E,1 = E, ， 我 们 看 到 ，E, 本 身 是 把 单位 矩阵 以 同一 行 变换 作用 所 得 . 于 是 例 5 
说 明了 下 列 关于 初等 矩阵 的 一 般 事实 ， 见 习题 27 和 28. 


者 对 mxn 人 矩阵 4 进行 某 种 初等 行 变 换 ， 所 得 和 矩阵 可 写成 E4， 其 中 瓦 是 mmx 疡 佐 阵 ， 是 册 


1 进行 同一 行 变换 所 得 . 
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因为 行 变换 是 可 道 的 , 如 我 们 在 1.1 节 所 示 , 初等 矩阵 也 是 可 道 的 . 知 互 是 由 7 进行 变换 所 
得 ， 则 有 同一 类 型 的 另 一 行 变 换 把 E 变 问 I. 因此 ， 有 初等 矩阵 使 FE=1. 因 E 和 下 对 应 互 
逆 的 变换 二 所 议 也 有 EF =17. 居 


忆 每 个 初等 矩阵 马 是 可 着 的 ， 已 的 逆 是 一 个 同类 型 的 初等 矩阵 ， 它 把 妃 变 回 ZA 


0 0 
例 6 求 瓦 =| 0 1 0| 的 道 . 
-401 
解 ” 为 把 EE 变 成 I， 把 第 1 行 的 4 倍加 上 第 3 行 ， 这 相应 于 初等 矩阵 
1 0 0 
Er"1'=| 0 10 里 
+4 0 1 


下 列 定理 给 出 了 判断 矩阵 可 逆 的 方法 ， 也 给 出 计算 逆 和 矩阵 的 方法 . 

定理 7 mxzmz 矩 阵 4 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 4 行 等 价 于 也 ， 这 时 ， 把 4 变 为 也 的 一 系列 初等 
行 变 换 同 时 把 二 变 成 47 ， 

证 设 4 是 可 道 和 矩阵 , 则 对 任意 b ,方程 hx =b 有 和 解 ( 定理 5), 4 在 每 一 行 有 主 元 位 置 ( 1.4 
节 定 理 4)， 因 4 是 方 阵 ， 这 个 主 元 位 置 必 在 对 角 线 上 . 这 就 是 说 4 的 简化 阶梯 形 是 1,， 即 


4~ 
反之 , 奋 4~ 厌 , 因 每 一 步行 变换 对 应 于 左 乘 一 个 初等 矩阵 , 就 是 说 , 存在 初等 矩阵 E，…,E， 
一 N= 从 
A~EA~E(EA)~.…~ FE,(E,, EA)=1, 
即 


E,E,1i*% EA=1, (1) 
因为 E,…E 是 可 道 逢 阵 的 弱 积 ， 因 此 也 是 可 道 和 矩阵 ， 由 (1 ) 式 推出 
(E,:*£E) (E,:E)A=(E,:.…E) Il, 
A=(E,.…E)” 
于 是 4 是 可 逆 的 ， 因 它 是 可 道 矩 阵 的 逆 ( 定理 6)， 同 样 有 
A™ =[(E,:……E)'] =E,.…E, 
于 是 A-1 = EE,…E.1, ， 这 就 是 说 ，A4-' 可 由 依次 以 E,…,E, 作 用 于 17, 而 得 到 ， 它 们 就 是 (1) 式 
中 把 4 变 为 1, 的 同一 行 变换 序列 . 图 


求 A ' 的 算法 
吞 我 们 把 4 和 了 排 在 一 起 构成 增 广 矩阵 [4 门 ， 则 对 此 矩阵 进行 行 变换 时 ，4 和 了 受到 同一 
变换 ， 由 定理 7， 要 么 有 一 系列 的 行 变换 把 4 变 成 7， 同时 把 了 变 成 4: ， 要 么 4 是 不 可 逆 的 . 


求 4 的 算法 


把 增 广 矩阵 [4 1] 进 行 行 化 简 . 若 A 行 等 价 于 1， 则 [A 门 行 等 价 于 [7 A""]， 否 则 4 没有 


0 1 2 
例 7 求 矩 阵 4=|1 0 3| 的 道 ,假如 它 和 存在 的 话 . 
4 -3 8 
解 
0 12100l1|1 03010 
[4 中 0301 | 1210 , 
4 -38001||4-38001 
1 0 30 10| [1030 10 
+ 1 2 1 00 121 0 
0-3-440-41||10023-41 
0 1 
0 


0 1 0 0 -9/2 7 -3/2 
0 I~I0 1 0 -2 4 = 
0 0 1 3/2 -2 1/2 


因为 4~ 71， 由 定理 7 知 有 4 可逆, 且 


-9/2 7 -3/2 
A1=| -2 4 -1 


3/2 -2 1/2 


0 1 21|1-9/2 7 -3/2 1 0 0 
44- =|1 0 3 一 2 4 -1l |=I0 1 0 
4 -3 8|13/2 -2 1/2 0 0 1 


因 4 可 道 , 不 必 验 证 4 4=7. 国 
逆 和 矩阵 的 另 一 个 观点 
用 e,…,e, 表示 1, 的 各 列 . 则 把 [4 了] 行 变换 成 [I 4h jj] 的 过 程 可 看 作 解 n 个 方程 组 . 

Ax =e@:, AX =e@,, :…, Ar =e@, (2) 

其 中 这 些 方程 组 的 “ 增 广 列 ” 都 放 在 4 的 右边 ， 构 成 矩阵 
[4 CI 22 …… ej=[A a 

方程 44” =7 及 矩阵 乘法 的 定义 说 明 4” 的 列 正好 是 方程 (2 ) 的 解 . 这 一 点 是 很 有 用 的 ， 因 为 
在 某 些 应 用 问题 中 ， 只 需要 4- 的 一 列 或 两 列 . 这 时 只 需要 解 (2 ) 中 的 相应 方程 . 


数值 计算 的 注解 ”在 实际 中 ， 很 少 计算 4- ， 除 非 需要 4 的 元 素 . 计算 A "和 A 总 
共 需 要 的 运算 次 数 大 约 是 用 行 变换 解 方 程 Ax =b 的 3 倍 ， 而 且 行 变换 可 能 更 为 精确 . 


最 好 把 答案 验证 一 下 : 


和 类 摩 和 和 改 
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一 -一 


练习 题 
1.、 应 用 行列 式 判 断 以 下 和 矩阵 是 否 可 道 : 
3 —9 4 -9 
a. b. 
2 | 
1 -2 一 | 


-1 5 6| 的 逆 和 矩阵 ， 假 如 它 存在 . 
5 -4 5 


习题 2.2 
求 习题 1~4 中 矩阵 的 道 . 


9 
了 


4 下 | 

7 

5. 用 习题 1 求 出 的 逆 和 矩阵 解 下 列 方程 组 
8xi +6z = 2 
Sxi+4x; = 一 ] 

6. 用 习题 3 求 出 的 逆 和 矩阵 解 下 列 方程 组 
8xi + SX = —9 
-7x1— Sx,=1] 


, 1 2 -1] TU 02 
ER 
日 
b, = 。 
5 


a. 求 4"! 且 用 它 解 下 列 四 个 方程 组 
Ax=b, Ax =b,, Ax =b;, Ar =b, 
b，(a) 中 的 四 个 方程 组 可 利用 同样 的 行 变换 
求解 ， 因 系数 矩阵 是 相同 的 . 利用 对 增 广 甜 
阵 [4 bb5，b，b4] 做 行 变换 的 方法 , 解 (a) 
中 的 四 个 方程 组 . 
8. 利用 和 矩阵 代数 证 明 若 4 是 可 道 矩 阵 ， 和 矩阵 DD 满 
足 A4D=1, 则 D=A. 
习题 9 和 习题 10 中 ， 标 出 命题 的 真 假 ， 给 出 
理由 . 


11. 设 4 为 可 道 nxn 矩阵， 


12. 设 4 为 可 逆 nxn 矩阵 ， 


9. a. 为 了 使 矩阵 B 为 4 的 逆 ，AB=1 及 BA=1 都 
必须 为 真 . 
b. 若 4,B 是 可 道 nxn 往 阵 ， 则 478"7" 是 hB 的 
逆 . 


C， 若 4-| | 有力 -cdzo 骨 4 可 逆 . 
c 


d. 车 4 是 可 道 nxn 和 矩阵 , 则 方程 hx =5 对 RR" 中 
任意 b 相 容 . 
e. 每 个 初等 矩阵 都 可 道 . 
10. a. 若干 个 可 道 nxn 矩阵 之 积 为 可 逆 , 且 其 道 为 
这 些 和 矩阵 的 逆 按 相同 顺序 的 乘积 
b. 若 4 可 逆 ， 则 47 的 道 就 是 4 本 身 . 


c. 关 4=| | ad=be. 则 4 不可逆. 
C 


d. 若 4 可 经 行 变换 化 为 单位 矩阵 ， 则 4 可 逆 ， 
e. 若 有 4 可逆, 则 把 4 化 为 单位 矩阵 的 行 变换 将 
A"! 化 为 了 . 
B 为 nxp 矩阵 ， 证 明 
方程 AX = 8 有 惟一 解 AB. 
B 为 nxp 窍 了 泗 ， 解 释 
为 什么 47'8 可 由 行 化 简 求 得 . 
落 [4 B]~…~[I X] 则 X=A47B8B 
若 4 是 大 于 2x2 的 矩阵 , 则 [4 Bj] 的 行 化 简 比 
计算 4 ! 和 24-1B 要 快 得 多 . 


13. 设 A4B=AC ，B 与 C 为 nxp 和 矩阵 , A 可 道 , 证 


明 B=C. 铬 4h 不可逆， 是 否 仍 有 B=C? 


14. 设 (8-C)D=0,8 与 C 为 mxn 矩阵，D 可 首 ， 


证 明 B=C. 
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15. 


21. 


| 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


设 4,B,C 为 可 道上 xp 和 矩阵， 找 一 个 矩阵 忆 满 
足 (4BC)D=7 了 及 D4BC)=7 从 而 证 明 4BC 也 
可 逆 ， 


. 设 和 AB 是 nxn 算 阵 ，B 可逆 ，AhB 也 可 北 , 证 


明 A 可 道 . ( 提示: 令 C=4B， 从 此 式 求 出 4. ) 


. 假设 ,B,C 为 方 阵 ，B 可逆， 从 方程 4B= BC 


求 出 4. 


. 设 P 可 道 ，A=PBP”"， 用 4 表示 8B. 
. 设 4,8,C 是 mxz 可 逆 和 矩阵 ， 由 方程 C (4+ 


XX)B"1'= 了 7, 求 鲜 . 


. 设 4,8,X 是 mx 矩阵 ，4,X,4-4X 可 闭 , 假设 


(A- AX)'=X-B (3) 

a. 说 明 为 什么 BB 是 可 首 的 . 
b. 由 (3) 式 求 X ， 如 果 需 要 对 矩阵 求 道 ， 请 

说 明 为 什么 该 矩阵 是 可 逆 的 . 
说 明 大 xn 和 窍 阵 4 为 可 道 的 ， 则 它 的 各 列 为 
线性 无 关 . 
说 明 才 nxn 矩阵 4 为 可 逆 ， 则 它 的 各 列 生 成 
及 ". ( 提示 : 复习 1.4 节 定 理 4.) 
设 4 为 nxn 矩阵， 方程 hx =0 仅 有 平凡 解 ， 
说 明 为 什么 4 有 nn 个 主 元 列 和 行 等 价 于 工 . 
由 定理 7， 这 说 明 4 必定 可 道 ( 本 题 与 24 题 
将 在 2.3 节 用 到 ) . 
设 对 mxm 矩阵 A， 方程 hx =5 对 任意 RR" 中 的 
b 有 和 解 ， 说 明 4 必 为 可 道 . ( 提示 : 4 是 否 行 等 
价 于 1.? ) 


习题 25 和 习题 26 对 A=|。 | 证 明定 理 4 
若 设 ad -bc =0， 方 程 Ax =0 有 多 于 一 个 解 ， 
为 什么 这 说 明 A 不可逆? ( 提示 : 首先 考虑 
a=b=0 .其 次 ， 若 a,b 不 全 为 0， 考 虑 向 量 
四 
= .) 
ud 
证 明 若 ad -bc zx0， 则 计算 4- 的 公式 成 立 . 
习题 27 和 习题 28 证 明 例 $ 下 面 的 框 中 有 关 初 


等 矩阵 的 命题 的 特殊 情况 . 此 处 4 是 3x3 矩阵， 


7 = 五 . (一 般 的 证 明 将 需要 更 多 的 符号 . ) 
27. a. 利用 2.1 节 方 程 ( 1 ) 证 明 对 i=1,2,3, 有 row,(4) 
=rowi(D):A. 

b. 证 明 若 交换 4 的 1! 和 2 行 ， 则 结果 可 以 写 
成 EA4 ， 其 中 E 是 由 1 交换 1 和 2 行 所 得 的 
初等 矩阵 . 

c. 证 明 佑 4 的 行 3 乘 以 5， 则 结果 可 以 号 成 
E4 ， 其 中 EE 是 由 了 的 行 3 乘 以 $ 所 得 的 初 
等 矩阵 . 

28. 证 明 铬 4 的 行 3 被 换 成 row3(4) 一 4:row1(4) ， 
则 结果 可 以 写成 Eh ， 其 中 E 是 由 1 的 行 3 被 
换 成 row3(7) 一 4:row1(1) 所 得 的 初等 矩阵 . 
求 出 习题 29~32 的 矩阵 的 逆 , 夺 它们 存在 的 话 . 

使 用 本 节 介 绍 的 算法 . 


1 2 
29. 
| 


5 10 
30. ; | 

1 0 -2 
31. - 1 4 

2 -3 4 

1 -2 1 

-2 6 -4 

1 0 0 

33. 利用 本 节 的 算法 求 矩 阵 |1 1 0| 和 


1 

l 

1 
1 1 1 
1 


[os 
Pp 
_ 


的 道 . 设 4 是 相应 的 nxn 矩阵 ，B 是 它 的 道 ， 
猜想 B 的 形式 ,证 明 4B=1 和 BA=1. 


1 0 0 0 

1 2 0 0 
34. 重复 33 题 的 方法 猜想 4=|1 2 3 0 | 的 

1 23...n 


逆 ， 证 明 你 的 猜想 是 正确 的 . 


答 剧 江 发 I 
2 的 形变 . 
35. 设 4=| 2 5 6|, 求 出 47 的 第 3 列 而 不 计 40. [IM] 计 算 习 题 39 中 D 的 刚性 矩阵 D-， 求 出 在 
! 3 4 点 1 处 引起 0.04 英寸 形变 所 需要 的 作用 力 , 设 
算 其 他 各 列 . 其 他 两 点 处 的 形变 为 0. 
-25 -9 -27 0.0040 0.0030 0.0010 0:0005 
36. [M] 设 4=| 546 180 537|, 求 出 A" 的 第 2 和 | 0.0030 0.0050 0.0030 0.0010| 六 
154 50 149 41. [MJ] 设 D=|( 0010 0.0030 0.0050 0.0030 
第 3 列 而 不 计算 第 1 列 . 0.0005 0.0010 0.0030 0.0040 
1 2 一 条 有 四 个 受 力 点 的 弹性 梁 的 弹性 矩阵 , 单位 
37. 设 4=|1 3|, 只 使 用 1, -1 和 0 作为 元 素 ( 通 为 厘米 /牛顿 ,在 四 个 受 力 点 处 测 得 形变 分 别 为 
La 0.08、0.12、0.16 与 0.12 厘米 ( 见 图 2-6 ), 确 
过 试 错 ) 构造 一 个 2x3 和 矩阵 C ， 使 得 CA = 1 ， 定 在 这 四 个 点 上 的 作用 力 . 
计算 AC 并 使 AC #1 42. [M] 对 习题 41 中 的 D ， 确 定 一 组 力 ， 它 在 第 2 


1 110 
"| 
造 一 个 4x 2 和 矩阵 D ,使 得 AD = 7,. 是 否 存在 
4x2 和 矩 阵 C ， 使 得 CA=1? 为 什么 ? 

0.005 0.002 0.001 
0.002 0.004 0.002 
0.001 0.002 0.005 
弹性 的 单位 是 英寸 / 磅 . 设 在 图 2-5 中 ,在 点 1， 
2, 3 分 别 有 30，5$0 和 20 磅 的 力作 用 , 求 相 应 


38. | | ,只 使 用 1 和 0 作为 元 素 


39. 设 D= 是 一 个 弹性 矩阵 ， 


练习 题 答 案 
| det : | 
6 

b. oo 。 | 
0 ，, 洁 


=4x5-(-9)x0=20#0 ， 和 矩阵 可 逆 . 


个 点 上 引起 形变 0.24 厘米 , 在 其 他 三 个 点 上 引 
起 的 形变 为 0. 这 个 答案 与 D" 的 元 素 有 什么 
关系 ? 〈 提示: 先 考 虑 在 第 2 个 点 上 引起 1 厘 
米 形变 的 问题 . ) 


图 2-6 习题 41 和 42 中 弹性 梁 的 形变 


=3x6 一 (-9)x2=18+18=36 ,行列 式 不 等 于 零 ， 和 矩阵 可 道 . 


c. tl 。 -ex6-caxcC9=36-36=0， 和 矩阵 不 可 逆 . 


Ll OV Ty x 
3, [A Yel=d 3 0 1 dis - 


3 =<4 S001 


1 0 0 
1 工 必 
0 6 10 -0 1 


Le 


1 一 2 一 II 1 00 
号 
0 0 0 -7 -2 1 


我 们 得 到 形 如 [B Dj] 的 矩阵 ， 其 中 B 是 方 阵 ， 有 一 个 零 行 ， 进 一 步 的 行 变换 不 可 能 将 B 变 为 1， 因 此 


我 们 停止 ，4 没有 道 . 
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2.3 ”可 递 矩阵 的 特征 


本 节 复 习 第 1 章 引 入 的 大 部 分 重要 概念 ， 并 且 与 n 个 未 知 量 个 方程 的 方程 组 ， 以 及 方 阵 
联系 起 来 ， 主 要 结论 是 定理 8. 


定理 8 (可 道 和 矩阵 定理 ) 
设 和 为 nxn 欠 了 泗 ， 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 即 对 某 一 特定 的 A， 它 们 同时 为 真 或 同时 为 假 . 
. 4 是 可 逆 和 矩阵 ， 
. 和 等 价 于 mxPm 单 位 矩阵 . 
. A 有 nn 个 主 元 位 置 . 
. 方程 hr =0 仅 有 平凡 解 . 
. h 的 各 列 线 性 无 关 . 
线性 变换 YYH> Ax 是 一 对 一 的 . 
. 对 恨 " 中 任意 b， 方 程 hr =b 至 少 有 一 个 解 . 
. h 的 各 列 生 成 腿 ”. 
线性 变换 xYF 4 把 展 " 映 上 到 了 梭 * 上 . 
存在 mxPm 天 阵 C 使 C4= 17. 
. 存在 mxP 和 天 阵 万 使 4D=7. 
.4 是 可 逆 和 天 阵 . 
首先 ， 我 们 需要 某 些 记号 ， 若 当 命题 (a ) 为 真 则 (j ) 也 真 , 我 们 称 (a) 人 ” 羡 ， 
蕴涵 (j )， 记 为 (a ) = (j) . 我 们 将 按 图 2-7 中 蕴涵 的 “循环 ”来 证 明 这 些 命 从 
题 的 等 价 性 ， 即 这 五 个 命题 之 一 为 真 可 推出 其 他 命题 也 真 ， 然 后 我 们 将 把 其 他 。 “) 完 和 4 
命题 链接 进 这 个 循环 . 图 2-7 


证 在 (a) 为 真 ， 则 424" 可 作为 (j) 中 的 C, 故 (a) 一 (j)， 其 次 ,由 2.1 节 23 题 (请 
参阅 该 习题 ), (j ) 一 (d)， 又 由 2.2 节 23 题 可 知 (d) 二 (c). 车 4 是 方 阵 且 有 nn 个 主 元 位 置 ， 
则 主 元 必定 在 主 对 角 线 上 ， 在 这 种 情况 下 ,4 的 简化 阶梯 形 是 1,， 因 此 (c) 一 (b) . 同时 由 
2.2 节 定 理 7 知 (b) 二 (a) . 至 此 完成 图 2-7 中 的 证 明 循环 . 

其 次 ， 由 于 47 可 作为 D, (a) 一 (k). 又 由 2.1 节 习题 24 知 (k) 二 (g), 而 由 2.2 节 习 
是 24 有 (g) 二 (a)， 因此 (g) 和 (k) 被 链接 进 这 个 循环 . 再 根据 1.4 节 定 理 4 和 1.9 节 定 理 
12 (a )， 得 到 对 任 一 矩阵 来 说 ,( g )、(h ) 和 (i) 是 等 价 的 ， 因 此 , 通过 (g) 使 (h) 和 (i) 
被 链接 进 这 个 循环 . 

因 (d)、(e)、(f) 对 任 一 和 矩阵 4 是 等 价 的 (参见 1.7 节 及 1.9 节 定 理 12 (b)), 而 (d) 在 
这 个 循环 之 中 , 所 以 (e) 和 (f) 也 在 这 个 循环 中 . 最 后 ， 由 2.2 节 定 理 6(c) 有 (a) 二 (1)， 
再 根据 同一 个 定理 , 将 4 和 A" 互 换 后 得 到 (1) 二 (a). 见 图 2-8. 这 就 完成 了 定理 8 的 证 明 . 国 


由 2.2 节 和 定理 5, 定理 8 中 命题 ( g ) 也 可 写成 “方程 hx =b 对 任意 人 R" 中 的 5b 有 惟一 解 ”. 这 


~ ~ 0 0 Tp 


sd 


征 愉 和 发 1H3 


命题 当然 也 蕴涵 (b )， 因 此 也 蕴涵 4 为 可 逆 阵 . 


(k) 
FF NN 
(a) < (8g) 


(g)<>(h)(i) 
(dj< 之 (e)< (f) 


(a)<>(1) 
图 2-8 


下 列 事实 由 定理 8 及 2.2 节 习 题 8 推出. 


设 A 和 B 为 方 阵 , 若 AB=1, 则 A 和 BB 都 是 可 逆 的 ,和 且 B=A™”"，A=B . 


可 逆 和 矩阵 定理 将 所 有 nxm 和 矩阵 分 为 两 个 不 相交 集合 人 可 通 【 非 奇异 ) 矩阵 和 不 可 道 (奇异 ) 
矩阵. 定理 中 每 个 命题 给 出 了 nxn 可 逆 抢 阵 的 一 个 性 质 . 定理 中 每 个 命题 的 否 命题 给 出 了 nxn 
奇异 矩阵 的 一 个 性 质 . 例如 ， 每 个 nxn 奇异 矩阵 不 行 等 价 于 1, ， 没 有 nn 个 主 元 位 置 ， 它 的 各 列 
线性 相关 ， 其 他 的 否 命 题 在 习题 中 考虑 . 

例 1 应 用 可 北 矩 阵 定理 来 判断 4 是 否 可 逆 : 


1 0 一 
3 1】 ~2 
“3 1 9 


1 0 -22 


A= 


1 0 -2 
1 4 0 1 4 
0 一 .一 9 人 .$ 
所 以 4 有 3 个 主 元 位 置 ， 根 据 可 逆 和 矩阵 定理 命题 (c)，4 是 可 逆 的 . 后 
可 逆 矩 阵 定 理 的 作用 在 于 它 给 出 了 许多 重要 概念 的 联系 ， 例 如 和 矩阵 4 的 列 的 线性 无 关 性 与 
形 如 4x =b 的 解 的 存在 性 关联 起 来 . 但 是 必须 强调 ， 可 逆 和 矩阵 定理 仅 能 用 手 方 阵 . 例如 ， 若 一 
个 4x3 矩阵 的 列 线性 无 关 ， 我 们 不 能 用 可 逆 矩 阵 定 理 断 定形 如 Ax =z 的 方程 的 解 的 存在 性 或 不 
存在 性 . 
可 逆 线 性 变换 


回忆 2.1 节 和 矩阵 乘法 对 应 于 线性 变换 的 复合 ， 当 和 矩阵 4 可 逆 时 ， 方 程 4"4x =x 可 看 作 关于 
线性 变换 的 一 个 命题 ， 见 图 2-9. 


A~ 


~ 


图 2-9 A7"' 把 Ax 变 回 x 
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线性 变换 了 : 疏 " 全 下" 称 为 可 逆 的 ， 寿 存在 天 数 $ :下 "一 及" 使 得 
对 所 有 恨 " 中 的 x，S(T(x))=x (1) 
对 所 有 有 R" 中 的 x，T(S(x))=x (2) 
下 列 定理 说 明 阁 这样 的 $ 存在 ， 它 是 惟一 的 而 且 必 是 线性 变换 . 我 们 称 § 是 TT 的 逆 ， 把 它 
写成 了， 


9 设 了 :下 "一 了 "为 线性 变换 ，4 为 了 的 标准 矩阵 . 则 了 可 逆 当 且 仅 当 4 是 可 逆 和 矩阵 . 
这 时 由 S(x)= A 7 定义 的 线性 变换 8 是 满足 (1) 和 (2) 的 惟一 函数 ， 


证 设 了 7 是 可 逆 的 , 则 (2) 说 明 T 是 从 民 " 映 上 到 RR" 的 映射 因 车 5 属于 R"*，x=5S(b)， 

则 T(x)=T(S(Bb))=b， 所 以 每 个 5 属于 TT 的 值 域 ,于 是 由 可 首 矩阵 定理 命题 (i )，A 为 可 道 的 . 

反之 , 铬 4 是 可 道 的 , 令 S(x) = Ah"'x ， 则 5 是 线性 变换 ,是 显 然 5 满 足 (1) 和 (2), 例如 
S(T(x) = S(Ax)= A (Ax)=x 

于 是 了 是 可 逆 的 . 5 的 惟一 性 的 证 明 见 习题 39. 国 


例 2 设 了 : 悄 " 一 下 "是 一 对 一 线性 变换 ， 则 了 会 如 何 ? 
解 7 的 标准 矩阵 4 的 列 是 线性 无 关 的 ( 依 1.9 节 定 理 12 )， 所 以 依 可 首 和 矩阵 定理 ，A 是 可 
逆 的 , 而 且 T 把 R* 映 上 到 RR*. 同时 , 依 定理 9, 7 为 可 逆 . 吴 


数值 计算 的 注解 ”实际 工作 中 ， 你 将 会 遇 到 “接近 奇异 的 ”或 者 病态 矩阵 一 一 一 个 可 
逆 矩 阵 ， 但 当 它 的 某 些 元 素 稍 微 改变 就 变 成 奇异 矩阵 . 在 这 种 情况 下 ， 行 变换 可 能 由 于 含 
入 误差 产生 少 于 nn 个 主 元 位 置 . 另外 ， 有 时 会 入 误差 也 可 能 使 奇异 矩阵 变 成 是 可 送 的 . 

菜 些 矩阵 程序 对 一 个 方 阵 计算 它 的 条 件数 ， 条 件数 越 大 ， 和 矩阵 越 接近 奇异 . 单位 
矩阵 的 条 件数 是 1,， 奇异 算 阵 的 条 件数 为 无 穷 大 ,在 极端 情况 下 , 适 阵 程序 可 能 无 法 区 
别 奇 剧 矩 阵 与 病态 矩阵 . 

习题 41~45 说 明 当 条 件数 大 时 ， 矩 阵 计 算 可 能 产生 明显 的 错误 . 


练习 题 
2 3 4 

1. 确定 4=|2 3 4| 是 否 可 逆 . 
2 3 4 


2. 设 对 某 个 和 矩阵 4 ， 可 道 矩 阵 定 理 命题 (g ) 不 成 立 , 那么 形 如 hx =5 的 方程 会 如 何 ? 
3. 设 4,B8 是 mx 和 矩阵， 方程 4Bx =0 有 非 平 凡 解 ， 那 么 矩阵 4B 会 如 何 ? 


习题 2.3 
除非 男 有 说 明 ， 本 习题 中 的 矩阵 都 是 nxn 和 矩 5 [1 ,| 


阵 ， 确 定 习题 1~10 中 哪些 矩阵 为 可 道 矩 阵 . 使 用 0 

仿 可 能 少 的 计算 ， 检 验 你 的 结论 . 5 0 0 
5 7 3. |-3 -7 0 

E | 8 5 -1 


1 -5 -4 
-3 6 0 
-1 -30 1 
-2 -6 2 
0 -1 2 1 
I! 37 4 
00 2 8 
0 0 0 10 
4 0 -7 -7 
-6 1 Il 9 
9. [IM] 
7 -5 10 19 
-| 2 3 -i 
5 3 1 7 9 
6 42 8 -8 
10.[M]l|7 5 3 10 9 
9 6 4 -9 -5 
8 5 2 11 4 
习题 11~12 中 ， 和 握 阵 都 是 mxm ， 习 题 的 每 个 
部 分 都 是 形 如 “车 < 命题 1> 则 < 命题 2>> ”的 列 普 式 ， 
如 果 当 < 命题 1> 为 真 时 < 命题 2> 总 是 为 真 , 标记 该 


蕴涵 式 


为 真 . 如 果 有 一 个 例子 给 出 < 命题 2> 为 假 但 


< 命题 1> 为 真 ， 则 标记 该 蕴涵 式 为 假 . 验证 你 的 结 


论 . 
11. a. 


TT 


若 方 程 Ax =0 仅 有 平凡 解 ， 则 4 行 等 价 于 
nxn 单位 矩阵 . 


. 若 4 的 各 列 生成 RR" ， 则 它 的 列 线性 无 关 . 
. 若 4 是 nxn 和 矩阵 ， 则 对 恨 " 中 每 个 b， 方 程 


Ax =b 至 少 有 一 个 解 . 


. 若 方 程 hx =0 有 非 平凡 解 ， 则 4 的 主 元 位 


置 少 于 nn 个 . 


14. 


. 若 C 是 6x6 矩阵， 对 及 "中 的 每 一 vy ， 
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e. 若 4 不 可 道 ， 则 4 也 不 可 逆 ， 


. a. 若 存 在 nxn 矩阵 DD 使 得 AD=1 ， 则 也 有 


nxn 秆 阵 C 使 CA=J. 

b. 若 4 的 各 列 线性 无 关 , 则 4 的 各 列 生 成 有 R”. 

c. 若 对 每 个 及 "中 的 五 ， 方 程 Ax =b 至 少 有 一 
个 解 ， 则 对 每 个 b， 解 都 是 惟一 的 . 

d. 若 线性 变换 x +3 4x 把 RR" 映 到 民 " 内， 那么 
A 有 nn 个 主 元 位 置 . 

e. 若 存 在 RR" 中 的 5， 方程 hx =b 不 相 容 ， 则 
变换 x hx 不 是 一 对 一 的 . 


. 车 一 个 mxn 矩阵 的 主 对 角 线 以 下 元 素 全 为 0， 


则 称 之 为 上 三 角 和 矩阵 ( 如 习题 8 ) . 什么 时 候 
一 个 上 三 角 和 矩阵 是 可 逆 的 ? 验证 你 的 答案 . 
若 一 个 mxn 和 矩阵 的 主 对 角 线 以 上 元 素 全 为 0， 
则 称 之 为 下 三 角 和 矩阵 ( 如 习题 3 ) . 什么 时 候 
一 个 下 三 角 和 矩阵 是 可 闭 的 ? 验证 你 的 答案 . 


. 有 两 列 相同 的 方 阵 是 否 可 道 ? 为 什么 ? 
. 一 个 5x5 矩阵 的 各 列 不 生成 了 ， 它 是 否 可 能 


可 逆 ? 为 什么 ? 


. 车 4 可 道 , 则 4 的 各 列 线性 无 关 ， 说 明 为 什 


么 ? 

方程 
Cx =v 相 容 ,是否 可 能 对 某 个 w， 方程 Cr =， 
有 多 个 解 ? 为什么? 


. 车 7x7 和 抢 阵 忆 的 各 列 线性 无 关 ， 关 于 方程 


Dx =b 的 解 会 如 何 ” 为 什么 ? 


, 若 nxn 矩阵 E 和 F 满足 性 质 EF =1 ， 则 E 和 F 


是 可 交换 的 . 说 明 这 是 为 什么 . 


. 若 方程 Gx = y 对 恨 " 中 某 个 y 有 多 个 解 ，G 的 


各 列 能 否 生 成 及 " ”为 什么 ? 


. 车 方 程 Hx =c 对 下 "中 的 某 个 c 不 相 容 ,方程 


Hx =0 会 如 何 ? 为 什么 ? 


, 若 nxn 和 矩阵 KK 不 能 行 等 价 于 I, ， 天 的 列 会 如 


何 ? 为什么? 


. 若 工 是 mxPm 矩阵 ,方程 Lx =0 有 平凡 解 ,， 工 的 


列 是 否 生成 了 及"*? 为 什么 ? 


25. 
26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


770 


验证 例 1 前 面 框 内 的 命题 . 

说 明 为 什么 当 4 的 各 列 线性 无 关 时 ， 4? 的 各 
列 可 以 生成 民 ”. 

证 明 若 48B 可 道 ， 则 4 也 可 逆 , 你 不 能 使 用 定 
理 6 (b)， 因 为 你 不 能 假定 4 和 五 是 可 道 的 . 
( 提示 : 存在 一 个 矩阵 W 使 得 4BW = ， 为 什 
人 么 ? ) 

证 明知 48B 可 道 ， 则 中 也 可 逆 . 

奉 4 是 nxn 矩阵， 方程 Ax = 对 及" 中 的 某 些 
b 有 多 个 解 , 则 变换 x Fy 4x 不 是 一 对 一 的 . 其 
他 关于 这 个 变换 的 看 法 会 如 何 ” 验 证 你 的 答 
案 . 

若 4 是 mxpn 矩阵 ， 变 换 xhy Ax 是 一 对 一 的 ， 
其 他 关于 这 个 变换 的 看 法 会 如 何 ?” 验证 你 的 
答案 . 

设 A 是 nxn 矩阵， 对 RR" 中 的 每 个 b， 方 程 
Ax =5 至 少 有 一 个 解 ， 不 用 定理 5 或 8, 说 明 
为 什么 每 个 方程 hx =b 事实 上 恰好 有 一 个 解 . 
设 4 是 nxn 和 矩阵 ,方程 hx =0 仅 有 平凡 解 . 不 
用 可 道 矩 阵 定 理 ， 说 明 对 了 下" 中 的 每 个 b， 方 
程 Ax =8 必 有 一 个 解 . 

习题 33 和 习题 34 中 ,TT 是 由 及? 到 有 R? 内 的 线 


性 变换 ,说 明 工 可 道 并 求 出 T7. 


33. 
34. 
35. 


30， 


37. 


38. 


T(x,X2) = -HX + 9x2,4x — 7x,) 

T(xi,X2) = (6xX —Bx,,—Sx + 7x,) 

设 T:R" 一 民 ” 为 可 道 线性 变换 ,说 明 为 什么 7 
既是 一 对 一 的 又 是 映 上 到 疏 "* 的 . 利用 方程 ( 1 ) 
和 (2), 运用 一 个 或 多 个 定理 给 出 第 二 种 解释 . 
设 T 是 将 R" 映 上 到 RR" 的 线性 变换 ， 证 明 7 
存在 且 它 将 到" 上映 上 到 下" ，7- 是 否 是 一 对 一 
的 ? 

设 T 和 U 是 恨 " 到 RR" 的 线性 变换 ,对 了 R" 中 的 所 
有 x ， 有 T(U(x))=x. 对 RR" 中 的 所 有 x ， 
U(T(x))=x 是 耕 成 立 ” 为 什么 ? 

设 了 :了 "一 以 " 为 线性 变换 ， 对 R” 中 一 对 不 同 
的 ww 和 v .有 T(w)=T(v), 工 能 否 将 有 R" 映 上 到 


39. 


40. 


4 


dk 


雾 2 蓝 


及 "? 为 什么 ? 

设 了 :及 "一 下 "为 可 逆 线 性 变换 , 设 S 和 UU 为 
民 " 到 疏 " 的 函数 ， 对 一 切 下 "中 的 x ， 有 
SCT(x)=x 和 UCT(x))=x， 证 明 对 R" 中 一 切 
vy ， 有 U(v)=S(Y). 这 将 证 明 7 有 惟一 的 逆 ， 
如 定理 9 所 说 的 那样 .( 提示 : 给 定 及 * 中 任意 
v ， 我 们 说 对 某 个 x 有 ?=7(z). 为 什么 ? 计 
算 S(v) 和 U(y).) 

设 T 和 5 满足 可 道 方程 (1) 和 (2), 其 中 T 是 
线性 变换 . 直接 证 明 5 是 线性 变换 .( 提示 : 
给 定 恨 " 中 的 uv, 设 x=S(4)，y=S(y)， 则 
T(x)=wu ，T(y)=v ， 为 什么 ? 把 $ 作用 于 方 
程 T(x)+T(y)=T(x+y) 的 两 边 . 同样 地 , 证 明 
T(cx)=cT(x).) 


. [M] 设 某 一 实验 得 出 下 列 方程 组 : 


4.S5x+3.1x; =19.249 
1.6xi+1.1x, = 6.843 


a. 解 方程 组 ( 3 )， 同 时 解 下 面 的 方程 组 ( 4 )， 
它 是 由 (3 ) 的 右边 四 舍 五 人 到 2 位 小 数 所 


得 ， 在 每 种 情形 下 ， 求 出 准确 解 . 


4.Sx +3.1x, =19.25 
1.6x% 十 1 .1x> 三 0.84 


. 《4) 的 各 元 素 与 (3 ) 的 对 应 元 素 的 误差 不 
超过 0.05%， 求 把 (4) 的 解 作为 (3) 的 解 
的 近似 值 时 的 相对 误差 ， 

. 用 你 的 和 矩阵 程序 求 出 (3) 中 系数 矩阵 的 条 
件数 . 

习题 42~44 说 明 ， 如 何 使 用 和 矩阵 4 的 条 件数 


(3) 


(4) 


[mm 


| 


来 估计 方程 hr =b 的 计算 解 的 精确 度 . 若 4 和 8 
的 元 素 大 约 精确 到 + 位 有 效 数字 , 而 4 的 条 件数 约 
为 10 (大 为 正 整 数 )， 则 hx =5b 的 计算 解 大 约 精 
确 到 至 少 r~ 大 位 有 效 数 字 . 

42. [M] 求 出 习题 9 中 矩阵 4 的 条 件数 ， 构 造 玉 4 中 


随机 向 量 x ， 计 算 hx = ， 然 后 用 你 的 矩阵 程 
序 计算 方程 4x =6 的 解 x, ，x, 和 x 有 几 位 数字 
相同 ?” 找 出 你 的 矩阵 程序 准确 存储 的 数字 位 
数 , 用 ,代替 准确 解 x 时 有 多 少 位 精确 数字 被 
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丢失 ? 你 希望 求 出 的 解 x 的 元 素 有 多 少 位 精确 数 
43. [M] 对 习题 10 中 的 矩阵 重复 习题 42. 字 ? 请 说 明 . ( 注 : 精确 解 为 4630，-12 600， 
44. IM] 对 适当 的 5 解 hx =b , 以 求 得 五 阶 希 尔 伯 特 56 700，-88 200，44 100 ) . ) 

(Hilbert ) 矩阵 的 逆 的 第 5 列 . 45.[M] 某 些 和 矩阵 程序 ， 如 MATLAB， 有 命令 可 生 

1 1/2 1/3 1/4 1/5 成 各 阶 希 尔 伯 特 矩阵 ， 若 可 能 的 话 ， 用 求 逆 命 
V2 13 14 1/5 16 令 求 出 12 阶 或 更 高 阶 的 希 尔 伯 特 矩阵 4 的 道 ， 
4=|1/3 1/4 1/5 16 1/7 计算 442 并 报告 你 的 结果 . 
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 
练习 题 答案 


1 4 的 各 列 显然 线性 相关 ， 央 为 第 2 列 与 第 3 列 是 第 1 列 的 倍数 . 因此 由 可 逆 矩 阵 定理 ，4 不 是 可 逆 的 . 

2. 若 (g) 不 成 立 ， 方程 对 RR" 中 至 少 一 个 五 为 不 相 容 ， 

3 应 用 可 逆 矩 阵 定理 于 矩阵 4B ， 假 设 48 可 逆 ， 则 由 命题 (d ) 得 到 : ABx =0 仅 有 平凡 解 ， 这 与 所 给 条 
件 相 逆 盾 ， 因 此 48 不 是 可 逆 的 . 


2.4 分 块 矩 阵 


我 们 既 可 以 把 矩阵 看 作 一 个 数 的 矩形 表 ， 也 可 以 把 它 看 作 一 组 列 向 量 ， 后 面 这 种 看 法 起 了 
很 重要 的 作用 ， 因 而 ， 我 们 想 考虑 4 的 其 他 分 块 ， 把 它 用 水 平 线 和 竖 直 线 分 成 几 块 ， 如 下 面 例 
1 所 示 . 分 块 矩 阵 也 出 现在 线性 代数 的 现代 应 用 中 , 因为 这 些 记号 简化 了 许多 讨论 , 并 使 矩阵 计 
算 中 许多 本 质 的 结构 显露 出 来 . 本 节 也 给 出 复习 和 矩阵 代数 和 可 逆 和 矩阵 定理 的 机 会 . 


例 1 和 矩阵 
3 0 -1 15 91-2 
A=|—5 2 4 0 1 
~8 一 6 311 71-4 
也 可 写成 2x3 分 块 矩阵 


内 4 | 
A= 

421 A Ay 
的 形状 ， 它 的 元 素 是 分 块 ( 或 子 和 矩阵 ) 


43 0-] -5 9 ,2 
| -5 7 4 ”“ |0 -3 13 一 ] 


4 =[-8 -6 3), 42 =[1 了， 4 =[-4] 图 

例 2 当 某 一 矩阵 4 出 现在 物理 问题 的 数学 模型 中 时 ， 例 如 ， 电 子 网 络 ， 传 输 系 统 ， 或 大 

公司 等 ， 会 很 自然 地 把 4 看 作 一 个 分 块 矩阵 . 例如 ， 若 一 个 微型 计算 机 电路 板 主要 由 3 块 超大 
规模 的 集成 电路 芯片 组 成 ， 那 么 这 电路 板 的 矩阵 可 以 写成 一 般 形式 
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A A A 
A A,, Ay; 
Asl Ay2 433 
4 的 “对 角 ” 线 上 的 子 乍 阵 ， 即 4,,42> 和 hs 是 有 关 3 块 超大 规模 集成 电路 本 身 的 第 阵 ， 而 其 他 
子 矩 阵 则 与 这 三 块 芯 片 之 间 的 相互 联系 有 关 . | 
加 法 与 标量 乘法 

大 矩阵 4 与 妃 有 相同 维 数 且 被 同样 地 分 块 ， 则 自然 矩阵 的 和 4 + 下 也 被 同样 地 分 块 . 这 时 
A+8B 的 每 一 块 恰好 是 A 和 B 对 应 分 块 的 ( 矩阵) 和 . 分 块 矩 阵 乘 以 一 个 数 也 可 以 逐 块 计算 . 


A= 


分 块 矩 阵 的 乘法 
分 块 窍 阵 也 可 用 通常 的 行列 法 则 进行 ， 就 如 每 一 块 都 是 数 一 样 ， 只 要 4 的 列 的 分 法 与 8 的 
行 的 分 法 一 致 . 
例 3 设 
6 4 
-3 110 3 -2 1 
4 A Bb 
A=|1 5 2 a -| ja -3 7 -| 
Pk 本 A,: 42 gs B, 
0 -4 -2|7 -| -1 3 
5 2 


4 的 5 列 被 分 成 3 列 一 组 和 2 列 一 组 .8 的 5 行 按 同样 方法 分 块 一 被 分 成 3 行 一 组 和 2 行 
一 组 . 我 们 称 4 和 8B 的 分 块 是 与 分 块 乘法 相 一 致 的 . 48 的 乘积 可 以 被 写成 
内 全 | 网 es yd pi 
AB = 一 =| -0 2 
A A,,||B, ABi + A B, et 
重要 的 是 ,在 4B 的 表达 式 中 的 小 乘积 ， 每 一 项 应 把 来 自 4 的 子 矩 阵 写 在 左边 ， 因 和 抢 阵 乘 
法 是 不 可 交换 的 . 例如 


= 了 
0 玫 ||-L 3 -20 一 8 
3 -lll 5 2 -8 7 
内 此 48 的 上 面 一 块 是 
ls 12| |-20 -8 -3 4 
AB + A,B, -| 2 | _8 ;| -| 国 


2 
eta bs es esednloei ie pl Whoopee 
Eu 从 9 定义 ; (2 ) 48 的 列 


年 摩 兴 禾 119 


的 定义 ; (3) 计算 AB 了 半 裕 作 为 相交 和 在 下 面 的 定理 


10 仍然 应 用 分 块 的 思想 给 出 4B 第 5 种 
下 面 的 例子 为 定理 10 做 准备 . 符号 coli(4) 表 示 4 的 第 上 列 ，rowx(8) 表 示 B 的 第 上 行 . 


b 
例 4 及 4=| | :ma-|: | 证 明 


1 -4 > e f 
AB = coli(A)rowi(B)+col,(A)row,(B)+ col,(A)row;(B) 
解 上面 的 每 一 项 都 是 外 积 ( 见 2.1 节 习 题 27 和 28)， 由 计算 矩阵 乘积 的 行列 法 则 ， 有 


一 3 -3a —3b 
omow(B-| | [a -| | 


1 ee 
eontArowa() =| | [ec 1-| 0 


con (Arows (=|3 le f | ;| 


) 3 _|-3a+c+2e -3b+td+2f 
于 是 Dcol (Ayrowi(B)=| Boo bp-4d+5f 


这 个 矩阵 恰好 就 是 4B. 注意 48 的 (1, 1 ) 元 素 是 3 个 外 积 的 ( 1, 1 ) 元 素 之 和 ，A4B 的 (1,2) 
元 素 是 3 个 外 积 的 (1 2 ) 元 素 之 和 ， 等 等 . | 


定理 10 ( 48 的 列 行 展 


若 和 A 是 mxn 适 了 泗 ，B 是 nxp 给 阵 ， 则 


rowi(B) 


row,(B) 
AB=[coli(A) cola(4) … col(A)J| . 


row.,(B8) 

=Ccoli(A)row1(B)+:…:+col, (A)row.,(B) 

证 ”对 每 个 行 指 标 i 和 列 指标 j} ， 乘 积 coli (A)row4(B8) 的 (i, 门 元 素 是 col (4) 中 元 素 ax 与 
rowi(B) 中 元 素 b 的 积 ， 因 此 在 (1) 的 和 中 ，(i, 门 元素 为 


aiipi + awb2yj; t+ anbr 
(KXK=1) (k=2) (k=n) 


而 根据 行列 法 则 , 该 和 恰好 是 48 的 (i, 门 元 素 . 
分 块 矩 阵 的 逆 


下 例 说 明 分 块 矩 阵 的 道 的 求法 . 
例 5 形 如 =| em 是 pxp 和 矩阵 , hy 是 gxg 和 矩阵 ， 
日 4 为 可 道 矩 阵 . 求 47 的 表达 式 . 


解 ”用 有 8 表示 4- 且 把 它 分 块 使 
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IN (2) 
0 Ah,, B» 8B,, 0 7 

这 个 和 矩阵 方程 包含 了 4 个 有 关 未 知 子 矩 阵 B,…, Bz 的 方程 ， 计算 (2 ) 式 左边 的 乘积 得 

4IB+42B2 = I, (3) 

AuBr + A1sB,, =0 (4) 

4282 =0 (5) 

A By = 1 (6) 


方程 (6 ) 本 号 并 不 能 说 明 A 可逆， 因 我 们 还 不 知道 B,,4y = I。 ,但 应 用 可 逆 和 矩阵 定理 ， 及 A 
是 方 阵 的 事实 ， 可 以 断定 hw 为 可 道 且 Bs, = 4 刀 . 现在 我 们 利用 (5 ) 式 求 得 
P =420=0 
因此 (3 ) 式 简 化 为 
MB +0=7, 
这 说 明 4 是 可 道 的 ， 且 B= hn ， 最 后 由 (4) 
MB =—A1zB» =~AryAzz 和 Bl, =A AzA2 


4-1 = 区 | -| Aii A A | 辆 
0 A 
分 块 对 角 算 阵 是 一 个 分 主 对 角 线 上 各 分 ”其 余 全 是 零 分 块 . 这 样 的 一 个 
1 是 可 逆 的 当 且 仅 当主 对 角 线 上 各 分 块 都 是 可 逆 的 ， 见习 题 13 和 14. 


数值 计算 的 注解 

1. 当 给 阵 太 大 时 ， 不 适 于 存储 在 高 速 计 算 机 内 存 中 ， 分 块 矩 阵 允 许 计 算 机 一 次 处 
理 两 到 三 块 子 矩阵 ， 例 如， 最 近 关 于 线性 规划 的 工作 中 ， 一 个 研究 团队 把 矩阵 分 为 837 
行 和 51 列 以 简化 问题 . 这 个 问题 的 解 在 Cray 超 计算 机 上 大 约 需 要 4 分 钟 S 

2. 茶 些 高 速 计算 机 ， 特 别 是 具有 向 量 传输 技术 的 计算 机 ， 当 把 纸 阵 分 块 后 再 进行 
矩阵 运算 更 有 效 “. 

3. 高 性 能 数值 计算 的 线性 代数 专业 软件 LAPACK， 广 泛 使 用 分 块 矩 阵 进 行 计算 . 


于 是 


练习 题 


1 证 明 | 4 9 | 可 六 目 求 出 它 的 首 
2. 计算 XTX ， 其 中 克 分 抉 为 [X，Xs]. 


吕 老 你 不 知道 这 51 个 分 块 的 列 每 个 包含 大 约 250 000 列 ， 也 许 不 觉得 解 题 时 间 很 短 . 原来 的 问题 有 837 个 方程 ， 包 
含 12750 000 个 变量 . 矩阵 中 100 亿 个 元 素 中 大 约 有 1 亿 个 不 等 于 0， 参阅 Robert E. Bixby,et al.“Very Large-Scale 
Linear Programming: A Case Study in Combining Interior Point and Simplex Methods.” Operations Research, 40, no. 5 
( 1992 ) : 885-897. 

G 分 块 矩 阵 算法 对 计算 机 的 重要 性 见 Matrix Computarions,3rd. ed., Gene H. Golub and Charles F van Loan ( Baltimore: Johns 
Hopkins University Press, 1996 ) . 


外 摩 和 化 和 旨 
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习题 2.4 
习题 1~9 中 ,假设 这 些 抢 阵 的 分 块 适 于 分 块 乘 
法 ,计算 习题 1~4 的 乘积 . 
1. | 
2. | 
3. | 
I 中 5 
4. 
-xX Tc D 
习题 5$~8 中 ,用 4,B,C 求 出 X,Y,Z 的 表达 式 ， 
写 出 你 的 理由 . 在 这 当中 你 需要 对 矩阵 的 维 数 做 
假设 以 得 到 一 个 公式 . ( 提示 : 计算 左边 的 乘积 并 
使 它 等 于 右边 . ) 
A BT 0 
> Ié 8 攻 |- 


,共生 


_ CO Om ~ 
HO 
| | 
| | 
OO 
局 凶 
【人 下 


% 


PIR 

9. 设 4 是 可 道 和 矩 阵 ， 求 出 矩阵 XX 和 Y 使 下 列 的 
积 有 所 说 的 形式 ， 并 计算 B2 .( 提示 : 计算 左 
边 的 乘积 使 它 等 于 右边 ，) 


站 0 i 忆 多 3 
X 1 0 A 4 三 | 0 B,, 
Y 0 I hi A 0 B;, 
100 100 
10. i I ?min 7 | 求 X,Y,Z . 
ABI X 7 7 
习题 11~12 中 , 标 出 各 个 命题 的 真 假 . 验证 你 
的 结论 . 
11. a. 若 4=[4 4,],8=[B， B,J],h 和 A, 的 维 数 
分 别 与 B 和 B, 的 维 数 相 同 ， 则 
A+B=[A+B A,+B,]. 
b. 若 4=| 外 外 | ,8=|&|， 则 A 和 B 的 分 
块 适合 于 分 块 滋 法 . 


je 


2. 


a_ 矩阵 向 量 乘积 hx 的 定义 是 分 块 乘法 的 特殊 
情况 . 

b. 若 丸 ,h,B 和 BB 是 nxn 和 矩阵 ， 4=| 久 |， 且 
B=[B，B,] ， 则 乘积 BA 有 定义 , 但 4B 无 
定义 . 


设 4=|8 |, 其 中 和 C 是 方 阵 , 证 明 4 可 


逆 当 且 仅 当 B 和 CC 都 可 道 . 


. 证 明 例 5 中 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 A 可逆 , 当 且 仅 


当 4, 和 hw 都 可 道 ，( 提示: 若 4, 和 42 都 可 
逆 , 例 5 中 47 的 表达 式 给 出 4 的 逆 和 矩阵 . ) 这 
个 事实 对 许多 估计 矩阵 特征 值 的 计算 机 程序 
是 很 重要 的 ， 特 征 值 在 第 5 章 讨 论 . 


. 设 4 可 道 , 求 出 和 与 了 使 


1 0]1f4，o01F 了 
多 外 |-|x | 4% | 1 | (7 
其 中 $= 42 - 444 ， 和 矩阵 5 称 为 4 的 舒 尔 
补 . 类似 地 ， 若 4 为 可 道 ， 则 和 矩阵 
hi 一 hs 所 hz 称 为 ho 的 舒 尔 补 ， 这 样 的 表达 
式 常 在 系统 工程 和 其 他 地 方 中 出 现 . 


. 设 (7 ) 式 左边 的 分 块 矩 阵 4 为 可 逆 ， 而 和 为 


可 道 . 证 明 4 的 舒 尔 补 $ 也 是 可 逆 的 . ( 提 
示 : (7) 的 右边 的 外 面 两 个 因子 总 是 可 逆 的 ， 
证 明 这 一 点 .) 当 4 和 4 都 可 道 (7) 导出 用 
$71,h5 及 4 的 其 他 元 素 计 算 4 的 一 个 公式 . 


. 当 太 空 卫星 发 射 之 后 , 为 使 卫星 在 精确 计算 过 


的 轨道 上 运行 ， 需 要 校正 它 的 位 置 . 如 图 2-10 
所 示 . 雷达 屏幕 给 出 一 组 向 量 x,…,x: ， 它 们 
给 出 卫星 在 不 同时 间 里 的 位 置 与 计划 轨道 的 
比较 . 设 X, 表示 和 矩阵 [x.…xi] ， 和 矩阵 
G = XiXi 需要 在 雷达 分 析 数 据 时 计算 出 来 ， 

当 xi 到达 时 ， 新 的 Gi 必须 计算 出 来 ， 因 数 
据 向 量 高 速 到 达 ， 所 以 计算 负担 很 重 . 分 块 矩 
阵 的 计算 起 很 大 作用 . 计算 Gt 和 Gi 的 列 行 
展开 ,叙述 从 Gi 如 何 计算 Gi . 


2 


图 2-10 ”人 牲 利 略 探测 卫星 于 1989 年 10 月 18 日 
发 射 ， 在 1995 年 11 月 初 到 达 接 近 木 星 的 轨道 


18. 设 X 是 mx 和 矩阵 ， 且 XIX 为 可 道 ， 又 设 
M=1n 一 X(X'X)"X”. 加 一 列 xo 于 这 组 数 
据 , 构成 矩阵 W=[X xo], 计算 WW. 它 的 
( 1,1 ) 元 素 是 XIX ,证明 X"X 的 舒 尔 补 ( 15 
题 ) 是 xoMxro ， 可 以 证 明 数 (xlAMxro)- 是 
(WY W) -的 (2,2) 元 素 , 在 适当 假设 下 , 这 个 
数 有 一 个 有 用 的 统计 解释 . 

在 研究 物理 系统 的 工程 控制 中 ， 一 组 标准 的 

微分 方程 用 拉 普 拉 斯 变换 转 成 下 列 线性 方程 组 . 
2 
这 里 4,B,C 分 别 为 nxn,nxm,mxn 和 矩阵 ，s 是 
一 个 变量 ，R" 中 向 量 w 是 系统 的 “输入 ”, R” 
中 的 向 量 y 是 “输出 ”*”，R” 中 向 量 x 是 “状态 ” 
向 量 , ( 实际 上 向 量 x,w,y 都 是 s 的 函数 , 但 忽略 

这 一 事实 并 不 影响 19 题 和 20 题 的 代数 计算 . ) 
19. 假设 4-s1 是 可 逆 的 ， 把 (8 ) 看 作 两 个 矩阵 
方程 的 方程 组 , 把 第 一 个 方程 解 的 x 代入 第 二 
个 方程 ， 结 果 是 形 如 W(s)wu = y 的 方程 ，W(s) 

是 依赖 于 s 的 矩阵 ， 称 为 系统 的 传递 函数 ， 因 
它 把 输入 zx 变换 成 输出 y . 求 出 W(s) , 叙述 它 如 
何 与 (8 ) 左边 的 分 块 的 系统 矩阵 相关 . 见 15 题 . 

20. 设 19 题 中 的 传递 函数 W(s) 对 某 个 s 为 可 道 ， 
可 以 证 明 , 道 传递 阴 数 W(s)"! 把 输出 转换 为 输 
入 ,是 4-BC-s1 对 于 下 列 和 矩阵 的 舒 尔 补 . 求 


出 此 舒 尔 补 ， 见 15 题 . 
ge | 
21. a. 证 明 A? =7， 其 中 4=|! 时 


b. 利用 分 块 矩 阵 证 明 M?=7， 其 中 


1 0 0 0 

3 -1 0 0 

M = 

1 0 -1 0 

O01 1 
22. 推广 习题 21 (a ) [不 是 21 (b ) ] 的 思想 ， 构 

A 

造 一 个 5x5 从 阵 M=| 人 | 使 得 Mz = 7 


C 是 2x3 矩阵， 验证 你 构造 的 矩阵 满足 要 求 . 

23. 应 用 分 块 矩 阵 和 归纳 法 证 明 两 个 下 三 角 和 矩阵 
的 乘积 仍 是 下 三 角 和 矩阵 . ( 提示 : 一 个 (kK+Dx 
(+1D 下 三 角 和 矩阵 4; 可 以 写成 以 下 形式 , a 是 
标量 ，v 是 R" 中 的 向 量 ，A4A 是 kxk 下 三 角 算 
阵 ， 参 见 “ 学 习 指 导 ”.) 


24. 用 分 块 矩 阵 归 纳 证 明 对 m=2,3… ， 下 面 的 
nxn 短 阵 4A 是 可 道 的 ， 其 逆 为 B. 


1] 0 0 … 0 1 0 0 0 
1 i 0 -1 1 :0 0 


Be 0 “rl 1 
归纳 证 明 时 ， 首 先 假设 A 和 B 是 (k+1)x(k 
+Jj 和 矩阵， 将 4 和 召 按 类 似 习 题 23 的 方式 进 
行 分 块 . : 


25. 不 使 用 行 化 简 ， 求 矩阵 4= 


的 逆 ， 
26.[M] 对 分 块 运算 ， 必 须 能 够 访问 或 录入 大 矩阵 
的 子 和 矩阵 . 叙述 你 的 矩阵 程序 中 实现 下 列 功能 


看 奉 人 全 准 123 
的 命令 . 设 4 是 20x 30 和 矩阵 . 及 50 x 50 和 矩阵 4 和 召 ， 叙 述 你 的 矩阵 程序 中 
a. 显示 4 的 从 15 行 到 20 行 ，5 列 到 10 列 的 需要 完成 下 列 功 能 的 命令 . 
子 和 矩阵 . a. 计算 A+B. 
b. 把 5x10 算 阵 8B 从 第 10 行 第 20 列 开始 插 b. 计算 4B . 


和 人 4. 


c. 对 及 ”中 某 个 1， 解 方程 hx =b ， 假 设 4 可 


分 块 为 2x 2 分 块 矩 阵 [4] , 其 中 4 是 可 逆 
20 x 20 矩阵，42 是 可 逆 30 x 30 矩阵 ，A4， 
是 零 矩 阵 . ( 提示; 用 适当 的 小 方程 组 来 解 ， 
不 使 用 矩阵 的 逆 . ) 


c. 起 并 如 B=| 各 | 的 50x50 短 阵 ( 注 : 


有 可 能 不 需要 用 命令 说 明 B 中 的 零 分 块 矩阵 . ) 
27.[M] 设 申 于 内 存 或 维 数 限 制 ， 和 矩阵 程序 不 可 能 
存储 多 于 32 行 32 列 的 矩阵 , 假设 某 个 项 目 涉 


练习 题 答案 


| 0 二 ~ W 天 | 各 形 
1 #| | 可 池 它 的 道 有 | 祈 | 的 形式 


I 0 下 | WwW 万 
A Illy 7 -| wy az 
所 以 W,X,Y,Z 满足 W=1,X=0,AW +Y=0,AX+Z=1. 由 此 7=-4 及 Z=7， 因 此 
1 0||7 ol [0 
A Ili-A 110 7 


符 左 边 两 个 息 阵 对 调 ， 等 式 人 成 立 ， 所 以 所 给 分 二 阵 为 可 间 阵 ， 它 的 送 是 | /| (也 可 以 用 林地 


计算 


和 抢 阵 定理 ) . 


> xx | |ix x XiX, 
村 X， 时 


XiX! XIX 
行 数 . X"X 的 分 块 常用 于 和 矩阵 计算 的 计算 机 算法 . 


| Xz 的 分 块 和 X 的 分 块 是 适 于 乘法 的 ， 因 X7 的 列 数 等 于 多 的 


2.5 ”和 矩阵 因 式 分 解 


矩阵 4 的 因 式 分 解 是 把 4 表示 为 两 个 或 更 多 个 矩阵 的 乘积 ,和 矩阵 乘法 是 数据 的 综合 ( 把 两 
个 或 更 多 个 线性 变换 的 作用 结合 成 一 个 矩阵 ), 矩阵 因 式 分 解 是 数据 的 分 解 , 在 计算 机 科学 的 语 
言 中 , 将 4 表示 为 矩阵 的 乘积 是 对 4 中 数据 的 预 处 理 ， 把 这 些 数据 组 成 两 个 或 更 多 部 分 ， 这 种 
结构 可 能 更 有 用 ,或 者 更 便于 计算 . 

矩阵 的 因 式 分 解 ， 以 及 以 后 的 线性 变换 的 分 解 将 在 许多 关键 地 方 出 现 . 本 节 主 要 讨论 一 种 
在 许多 重要 的 计算 机 程序 核心 部 分 出 现 的 因 式 分 解 ， 某 些 其 他 的 分 解 在 习题 中 介绍 . 


LU 分解 
下 面 所 述 的 LV 分 解 ， 是 一 些 在 工业 与 商业 问题 中 常见 的 ， 解 一 系列 具有 相同 系数 矩阵 的 


124 雾 2 莫 


线性 方程 ( 见 32 题 ) 
Ax=bh, Ax=b,,…,Ax=b, (1 

在 5.8 节 中 ， 道 宪法 通过 逐个 求解 一 系列 形 如 ( 1) 中 的 方程 来 估计 和 矩阵 的 特征 值 . 

当 4 为 可 逆 ， 可 计算 4” ， 然 后 计算 4 和 ，A"b, ， 等 等 . 然而 ， 在 实践 中 ,( 1 ) 中 第 一 个 
方程 是 由 行 变换 解 出 的 ， 并 同时 得 出 4 的 LU 分解， 因而 剩 下 的 方程 由 LU 分 解 求解 . 

首先 , 设 4 是 mxn 和 矩阵 可 以 行 化 简 为 阶梯 形 而 不 必 行 对 换 ( 此 后 , 我 们 将 处 理 一 般 情形 )， 
则 4 可 写成 形式 4=ZU , 工 是 mxm 下 三 角 和 矩阵 , 主 对 角 线 元 素 全 是 1,U 是 A 的 一 个 等 价 的 mxn 
阶梯 形 和 矩阵 . 例如 ， 见 图 2-11. 这 样 一 个 分 解 称 为 LU 分 解 , 矩阵 工 是 可 道 的 ， 称 为 单位 下 三 角 
矩阵. 


关 
关 


关 关 关 一 
交 关 一 口 
A， 
= OO ©O 
OOO 
OO 

CO DO # 关 
CC 本 关 
咏 关 关 关 


L 


2-11 LU 分解 


在 人 研究 如 何 构造 工 和 忌 之 前 , 我 们 将 看 看 它们 为 什么 这 么 有 用 . 当 A=LU 时 , 方程 Ax =b 
可 写成 L(Ux)=b， 把 Ux 写成 y， 可 以 由 解 下 面 一 对 方程 来 求解 x : 
Ly=b 
和 
Ux=y 
自 先 解 Ly =b 然后 解 Ux = y 求 得 x ， 见 图 2-12. 每 个 方程 都 比较 容易 解 ， 因 L 和 U 都 是 三 角 和 矩阵 . 


乘 以 也 


图 2-12 ”映射 xF? 4x 的 分 解 


例 1 可 以 证 明 
3 -7 -2 2 1] 00 0|1|13 -7 -2 2 
= 和 4 0 -1] 10 0|1|10 -2 -1 2 
A= 三 =LU 
0 -4 0 -5 2 -5 1 0|1I0 0 -1 1 
-3 5 一 5 12 -3 83 1|1|I0 0 0 -1 


应 用 4 的 LU 分解 来 解 Ax =b ， 其 中 b= 


AAA 


解 解 Ly =5b 仅 需 6 次 乘法 和 6 次 加 法 ， 因 这 些 运算 仅 需 对 第 5 列 进行 . ( 在 工 的 每 个 主 元 
下 的 零 会 在 行 变换 的 选取 中 自动 产生 .) 


| 000 -9][1000 .9 
1 100 5llo1o0o0 =- 
L010 7loo1o 5 
3 83111|loo0oo0o1 1 
对 Ux =y， 行 化 简 的 向 后 步 又 需要 4 次 除法 ，6 次 乘法 和 6 次 加 法 . (例如 ,把 [U yj 的 第 4 列 


变 成 零 需要 1 次 除法 和 3 次 乘法 一 一 把 第 4 行 的 倍数 加 到 上 面 各 行 . ) 


3 -7 -2 2 -9 1 0 0 0 3 3 
0 -2 一 | 2 -4 0 1 0 0 4 4 
[U yj= ~ ， 交 二 
0 0 一 l 4 00 1 0 -6 -6 
0 0 0 -l ] 000 1 -Il 一 ] 
不 


为 求 x 需 28 次 算术 运算 ,或 “ 浮 算 ”( 浮 点 运算 ), 不 包括 求 L 和 U 的 运算 在 内 . 相反 ,[4 5] 
行 化 简 成 为 [1 x] 需 62 次 运算 . 加 
LU 分 解 的 计算 效率 依赖 于 如 何 求 工 和 UU ， 下面 的 算法 证 明 ， 把 4 行 化 简 为 阶梯 形 U 的 运 
算 同 时 也 求 出 工 而 基本 上 不 需要 额外 的 运算 , 因而 也 求 出 LU 分 解 . 在 第 一 次 行 化 简 后 , 工 和 U 
就 可 用 来 解 系数 矩阵 为 4 的 额外 的 方程 . 
LU 分 解 算法 
设 A 可 以 化 为 阶梯 形 U. 化 简 过 程 中 仅 用 行 倍加 变换 ， 即 把 一 行 的 倍数 加 于 它 下 面 的 太一 
行 . 这 样 ， 存 在 单位 下 三 角 初 等 矩阵 妃 ,……, 巨 ,使 
E,.…EA=U (3) 
于 是 
A=(E,:…E)'U=LU 
其 中 
L=(E,:.…E) (4) 
可 以 证 明 , 单位 下 三 角 和 矩阵 的 逆 也 是 单位 下 三 角 和 矩阵 . ( 例如 见 19 题 . ) 于 是 艺 是 单位 下 三 角 和 矩阵 . 
注意 (3) 中 的 行 变换 ， 它 把 4 化 为 U ， 所 以 也 把 (4) 中 的 工 化 为 1， 因 
E, EL=(E,:.…EN(E,:…E) =J 
这 一 点 是 构造 二 的 关键 . 


LU 分解 的 算法 


1. 如 果 可 能 的 话 ， 用 一 系列 的 倍加 变换 把 4 化 为 阶梯 形 . 
2. 填充 三 的 元 素 使 相同 的 行 变 换 把 艺 变 为 工 


第 1 步 不 是 永远 可 能 的 , 但 当 它 可 能 时 , 上述 讨论 指出 LU 分 解 存在 . 例 2 将 说 明 如 何 实现 
第 2 步 . 根据 上 面 的 说 明 , 世 要 满足 使 用 与 (3 ) 中 相同 的 E,…,E,， 有 
(E,:…E)L=1 
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于 是 , 依 可 道 和 矩阵 定理 , 工 是 可 道 的 ，(E,…)='. 由 (3)，A=U ,所 以 步骤 2 可 求 出 所 


要 的 工 . 
例 2 求 下 列 和 矩阵 的 ZU 分 解 : 
;时 二 -可 二 直 2 
-4 -5 3 1 
A= 
ys 4 ni 3 
= 0 7 


解 因 4 有 4 行 , 工 应 为 4x4 和气 阵 , 工 的 第 一 列 应 该 是 4 的 第 一 列 除 以 它 的 第 一 行 主 元 元 素 : 


1 0 0 0 
-2 1 0 0 
六 
] 1 0 
一 3 ] 


比较 A 和 工 的 第 一 列 . 把 4 的 第 一 列 的 后 3 个 元 素 变 成 零 的 行 变换 同时 也 将 工 的 后 3 个 元 素 变 
成 0， 同 样 的 道理 对 工 的 其 他 各 列 也 是 成 立 的 ， 让 我 们 看 一 下 h 变 成 阶梯 形 U 的 过 程 . 
a 5 31112 4 1 $5 
-4-5 3-8 1||0 弛 1 2 -3 
Pe -| ” 国 = (5 ) 
2 -5-4 1 8| |10 涌 -3-4 10 
二 07-3 1| 0 杷 412 -5 


2 启 , 本 1 [ 
3 
00 05 1||100 02 1 
0 W710 vo 
上 式 中 标 出 的 元 素 确定 了 将 4 化 为 U 的 行 变换 ， 在 每 个 主 元 列 ， 把 标 出 的 元 素 除 以 主 元 后 将 结 
果 放 和信 工 : 
2 
2 图 2 
EE 
+2 二 3 +2 +5 
yy yy 
1 1 全 省 
< 1 -2 100 
:二 了 | 
-3 4 2 1 -有 坟 
容易 证 明 ， 所 求 出 的 LL 和 U 满足 LU = 4. 页 


在 实际 工作 中 , 行 对 换 几 乎 总 是 必要 的 ， 因 为 部 分 主 元 法 可 以 用 来 提高 精确 度 . ( 回忆 这 种 
算法 总 是 选择 一 列 中 可 以 做 为 主 元 的 元 素 中 绝对 值 最 大 的 一 个 作 主 元 . ) 为 了 处 理 行 对 换 ， 上 述 
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的 LU 分 解 算法 可 以 稍 做 改变 ， 以 产生 一 个 置 撞 下 三 角 纶 阵 LL， 就 是 说 经 过 行 的 置换 后 它 成 为 
(单位 下 三 角 和 矩阵 .所 得 的 置换 LU 分解 可 与 前 面 一 样 的 途径 解 方程 hx =5 ,只 要 在 把 区 力 化 
简 为 [1 y] 时 按照 L 中 主 元 的 顺序 从 左 到 右 进 行 , 并 从 第 一 列 主 元 开始 . 介绍 LU 分 解 的 参考 书 
通常 包含 工 为 图 换 下 三 角 和 矩阵 的 可 能 性 . 详 见 学 习 指 导 书 . 
数值 计算 的 注解 ”下列 运算 次 数 的 计算 适用 于 mxP 稠密 天 阵 4 (大 部 分 元 素 非 零 )，n 
相当 大 ， 例 如 n 之 30.“ 
1. 计算 4 的 LU 分解 大 约 需要 21213 浮 算 (大 约 与 把 [4 5] 行 化 简 的 次 数 相同 )， 
而 求 4 大 约 需要 210 浮 算 . 
2. 解 Ly =b 和 Ux=y 大 约 需 要 2n’ 浮 算 ， 因 任 意 nxn 三 角 方 程 组 可 以 用 大 约 n? 浮 
算 解 出 . 
3. 把 bp 夹 以 A' 也 需要 2n? 浮 算 ， 但 结果 可 能 不 如 由 上 和 U 得 出 的 精确 ( 由 于 计 
算 A 及 4 古 的 舍 入 误差 ) . 
4. 大 A 是 稀 玉 矩阵 ( 大 部 分 元 素 为 0)， 则 工 和 U 可 能 也 是 稀 朴 的 ， 然 而 A-! 很 可 
能 是 稠密 的 . 这 时 ， 用 LU 分 解 来 解 方 程 Ax =b 很 可 能 比 用 A-!' 快 很 多 ， 见 习题 3 
电子 工程 中 的 一 个 矩阵 因 式 分 解 
算 阵 因 式 分 解 在 构造 具有 某 些 性 质 的 电子 网 络 中 碰 到 . 下 列 讨论 仪 是 矩阵 分 解 与 电路 设计 
联系 的 一 个 大 概 . 


设 图 2-13 中 的 方 框 表 示 某 种 电路 ， 具 有 输入 与 输出 用 | 六 | 表示 输入 电压 与 电流 (电压 以 
伏特 为 单位 ， 电 流 用 安培 为 单位 ) 给 出 电压 与 电流 为 | | ， 通常， 变换 | | | 六 | 为 线性 的 ， 
就 是 说 ， 存 在 矩阵 A4， 称 为 传递 甜 阵 ， 舍 


一 ~ 一 一 一 一 一 一 ~ 


-二 二 
输入 端 ， ! 电路 y。 输出 端 
e。 8 


图 2-13 具有 输入 端 与 输出 端的 电路 


图 2-14 表示 梯级 网 络 ， 它 有 两 个 回路 ( 也 可 以 更 多 )， 它们 串联 起 来 ， 所 以 第 一 个 电路 的 
输出 是 第 二 个 电路 的 输入 . 图 2-14 左边 的 电路 称 为 串联 电路 ， 具 有 电阻 R( 单位 为 欧姆 ) 二 
端 电路 称 为 并 联 电路 ， 有 电阻 R, ， 应 用 欧姆 定律 ， 可 以 证 明 串 联 电路 与 并 联 电路 的 传递 矩阵 为 


CY) WN Applied Linear Algebra,3rd ed. 3. 8 节 , Ben Noble and James W Daniel ( Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall 1988 ). 
记 住 ， 我 们 所 说 的 浮 算 是 指 +，-，x,:. 
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1 —Ah, ] 0 
0 1 -1l/R, | 


串联 电路 的 传递 矩阵 并 联 电路 的 传递 答 阵 


图 2-14 梯级 电路 


例 3 
a. 计算 图 2-14 中 梯级 网 络 的 传递 矩阵 . 


1 一 8 
% _ 全 2 
b. 设计 个 传递 和 阵 为 | | 的 梯级 网 络 


解 
a. 设 4 和 入 分 别 为 串联 电路 与 并 联 电路 的 传递 和 矩阵, 则 输入 向 量 x 首先 变换 为 Ax ,然后 


变 为 4(hx) ， 两 个 电路 的 串联 对 应 于 变换 的 复合 ， 所 以 梯级 网 络 的 传递 矩阵 为 (注意 顺序 ) 


1 Ol -RI l -RI 
A, A 一 一 ( 6 ) 
—l/R, 1||l0 1 一 1]7R， 1+R /7 AR。 


b. 我 们 希望 把 短 阵 | 0 “5 分解 成 两 个 传 带 生 阵 的 乘积 ， 如 《6) 式 ， 故 我 们 要 找 出 图 
2-14 中 尺 和 尺 :满足 


1 -R |] [| 1 -8 
1l/R, 1+R/R,| 1-05 5 


由 ( 1,2 ) 元 素 ，R, =8 欧 姆 ,由 (2,1) 元 素 1/R,=0.5， 而 R, =2 欧姆 ， 对 电阻 的 这 些 值 ， 图 
2-14 中 网 络 有 所 需 传递 矩阵 . 图 

网 络 的 传递 函数 总 结 了 网 络 的 输入 一 输出 行为 (设计 规范 ), 而 不 必 去 了 解 电路 内 部 , 为 了 
物理 上 建立 网 络 ， 使 它 有 特定 性 质 ， 工 程 师 首先 确定 这 样 的 网 络 是 否 可 实现 . 然后 尝试 把 传递 
矩阵 分 解 为 对 应 于 较 小 回路 的 传递 矩阵 的 积 , 这 些 较 小 回路 已 经 制造 出 来 . 在 交流 电 的 情况 下 ， 
传递 矩阵 的 元 素 通 常 是 有 理 复 值 函数 ( 见 2.4 节 习 题 19 和 20，3.3 节 例 2 )， 标 准 问题 是 要 找 一 
个 使 用 最 少 电 子 元 件 的 最 小 实现 . 


练习 题 
-4 -2 3 
-9 -5 8 
求 托 阵 4 = -7 -3 9| 的 LU 分解 . 


四 和 me 
} 
[Bm 
| 
| 
| 
em 
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( 注 : 4 仅 有 3 个 主 元 列 ， 故 例 2 的 方法 将 仅 产 生 上 的 前 三 列 ，L 的 余下 两 列 由 1; 得 到 .) 
习题 2.5 


习题 1~6 中 , 用 所 给 的 4 的 LU 分 解 来 解 方 程 1! 3 4 0 ! 
4x =b ， 在 习题 1~2 中 ， 同 时 用 通常 的 行 变换 解 。 6 4 » 3 b= . 
方程 4x = -5 -3 2 9 2 
3 , 1 此 1 0 0 0lf13 40 
so ， 3 100lo3 52 
3 -2 10llo0 -20 
1 0 01[3 -7 -2 -5 4 -1 1llo0 01 
| 1 | -2 1 求 习题 7~16 中 矩阵 4 的 LU 分 解 ( 工 为 单位 
“UL 0 -1 下 三 角 和 矩阵 ) 注意 MATLAB 通常 给 出 置换 LU 分 
3 3 ’ 四 解 ， 因 为 它 用 部 分 主 元 法 以 提高 精确 度 . 
2. 4=|-4 -5 7|.5=|-4 2 5 6 9 
8 6 -8 6 “ 3 4 ~ | 3 
1 


-5 3 4 
10. |10 -8 -9 
15 1 2 


-1 2 1 3 -6 3 2 -4 2 
3. 4=| -6 is : |， ; 
8 -1 5 4 -1 700 -6 -2 4 
1 0 .02 -1 2 1 3 -5 -3 ] 4 -1 5 
4=|-3 1 0llo -3 4 -1 -5 8 4 3 7 -2 9 
- -1 | 0 | D3 4 2-.57| “|, -3 1 -4 
2 _2 4 0 -2 -4 7 5 -1 6 -1 7 
4. 3 -3 es 2 -6 6 
7 2 -4 4 -2 -4 5 -7 
0 0lr2 .2 4 3 16. | 3 5 -| 
A=|1/2 1 0|llo -2 -1 80 0 478 
区 -5 | 0 | $9 
1 -2 4 .3 ] 17. 当 4 可 道 时 , MATLAB 利用 分 解 A4=LU( 工 可 
2 .7 _7 -6 7 能 是 置换 下 三 角 和 矩阵 ) 来 求 4 , 即 4 = DC 
5. | 2 6 4 =|0 用 这 种 方法 求 题 2 中 4 的 逆 (对 LL 和 U 应 用 
-4 -1 9 8 3 2.2 节 求 逆 的 算法 ) . 
1 0 0 O01 -2 -4 -3 18. 如 17 题 ， 求 习题 3 中 4 的 道 . 
"| 2 1 0 0|10 -3 1 0 19. 设 4 为 下 三 角 axm 矩阵， 对 角 线 上 元 素 非 零 ， 
10 100 0 2 1 证 明 4 可逆 且 4 是 下 三 角 和 矩阵 . [提示 : 说 明 
-4 3 -5 1|0 0 0 1 


为 什么 4 可 仅 用 倍加 变换 和 售 乘 变换 变 为 了 . 


雾 2 路 


有 


( 主 元 在 何 处 ? ) 接着 说 明 为 什么 化 简 4 的 行 变 
换 把 4 变 为 了 的 同时 把 了 变 为 下 三 角 和 矩阵 .] 

20. 设 4 的 ZU 分 解 为 A4=LU . 说 明 为 什么 4 可 仅 
用 行 倍加 变换 成 U .( 这 里 给 的 条 件 是 课文 中 所 
证 明 的 结论 ， 而 这 里 的 结论 是 那里 给 出 的 条 件 . ) 

21. 设 4=BC, B 为 可 道 . 证 明 任 意 一 系列 把 B 变 
成 1 的 行 变换 也 将 4 变 成 C. 其 逆 不 真 ， 因 和 去 
矩阵 可 分 解 为 0= 瑟 .0. 
习题 22~26 介绍 某 些 广泛 应 用 的 矩阵 分 解法 ， 

有 些 在 本 书 中 后 面 的 章节 讨论 . 

22. Whi pm ab nt 
矩阵 B 及 3x4 和 矩阵 C, 使 4=BC， 一 
想法 到 A 是 mxn 和 矩阵 的 情形 ，A = LU,U 仅 有 
3 个 非 零 行 . 

23.( 秩 分 解 ) 设 mxn 矩阵 4 有 分 解 4=CD ，C 
是 mx4 和 矩阵 ，D 是 4xn 和 矩阵 . 

a. 证 明 4 是 4 个 外 积 的 和 .( 见 2.4 节 .) 
b. 设 m=400 和 n=100, 说 明 为 什么 程序 员 倾 
向 于 存储 两 个 矩阵 C 和 D 而 不 存储 矩阵 4 . 

24.，( QR 分 解 ) 设 A=QR，, 其 中 QQ 和 RR 都 是 nxn 
和 矩 了 泗 ，R 可 道上 三 角 和 矩阵 ，Q 满 足 Q'Q=1， 
证 明 对 任意 属于 RR" 的 b， 方程 hx = 有 惟一 
解 ， 叙 述 求解 的 算法 . ( 提示: 首先 说 明 为 什 
么 QO 为 可 道 .) 

25. (奇异 值 分 解 ) 设 A=UDV" , 这 里 U,V 是 nxn 
矩阵 ，VIU =1,V'V=1 ，D 是 对 角 和 矩阵 ， 主 
对 角 线 上 元 素 01,0,…,0, 为 正 数 . 证 明 4 可 
逆 ， 并 给 出 47 的 一 个 表达 式 . 

26.( 谱 分 解 ) 设 3x 3 矩阵 4 可 分 解 为 4= PDP-， 
P 是 可 道 3x3 和 矩阵 ，D 是 对 角 和 矩阵 

1 0 0 


0 1/2 0 
0 0 1/3 


证 明 在 计算 4 的 高 次 窒 时 ， 这 种 分 解 是 有 用 


的 , 使 用 P 及 DD 的 元 素 求 出 A”,A 和 A*( 上 为 
正 整数 ) 的 较为 简单 的 公式 . 


D= 


27. 设计 两 个 不 同 的 梯级 网 络 使 其 输入 为 12 伏特 
与 6 安培 而 输出 为 9 伏特 与 4 安培 . 

28. 证 明 ， 若 三 个 并 联 电路 ( 电阻 为 R,R,,R; ) 串 
联 在 一 起 , 所 得 网 络 与 一 个 单一 的 并 联 电路 有 
相同 的 传递 矩阵 . 求 该 电路 的 电阻 的 表达 式 . 

29. a. 计算 下 图 的 网 络 的 传递 矩阵 . 


b. 设 4-| 


4/3 


“lol se jin 、 
二 | ,设计 网 络 ,使 它 的 传 


30. 在 习题 29 中 , 求 出 4 的 另 一 分 解 并 用 以 设计 
传递 矩阵 为 4 的 另 一 梯级 网 络 . 

31. [M] 对 下 图 中 平板 的 稳 态 传 热 问 题 的 解 可 近似 
地 用 方程 Ax =b 的 解 来 允 近 ， 其 中 b=(5,15,0， 
10,0,10, 20,30) ， 

4 = -i 
< 二 本 
| 
~ -i 4 OO.-1 
-1 0 #4 -1 -1 
<- 
间作 
ai 


1 
i 


i ‘10” 10° .10° 


(参阅 1.1 节 习 题 33. ) 4 中 未 写 出 的 元 素 为 
0. 4 的 非 零 元 素 都 位 于 主 对 角 线 相 邻 的 一 条 带 中 . 
这 样 的 带 状 答 阵 在 许多 应 用 中 出 现 ， 往 往 非常 大 
(有 数 千 的 行 和 列 但 相对 罕 的 带 ) . 
a. 使 用 例 2 的 方法 求 4 的 LU 分 解 ， 注 意 两 个 因 
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子 都 是 带 状 矩 阵 ( 有 两 条 非 零 对 角 线 在 主 对 角 
线 之 上 或 之 下 ) . 计算 LU -4 来 检验 你 的 结果 . 

b. 使 用 LU 分 解 解 Ax =b . 

c. 求 出 4 , 注意 4 是 稠密 矩阵 , 无 带 状 结构 . 当 
A 很 大 时 , L 和 U 可 以 存储 在 比 4” 小 得 多 的 空 
间 内 . 这 个 事实 是 更 多 使 用 4 的 LU 分 解 而 不 
用 4A" 本 身 的 一 个 原因 . 

32. 下 列 带 状 和 矩阵 可 用 来 估计 一 根 梁 中 的 非 稳 态 

热传导 ， 其 中 梁 上 的 各 点 pi,*, Ds 的 温度 随时 
间 变 化 . 

矩阵 中 的 常数 C 依赖 于 梁 的 物理 性 质 ，Ax 为 
各 点 之 间距 离 ,时 间 间 隔 At 的 长 度 是 两 次 温度 
测量 的 间隔 . 

设 对 k=0,1,2,…, 民 中 向 量 t 表示 在 kAt 时 刻 


练习 题 答案 
加 -4-2 3|] [2 -4 -2 3 
6-9 -5 8||0 本 1 -1 
4=| 汉 -7 -3 9|-|0 加 -1 6|- 
ey 


-6 3 3 4||10 3 -3 13 


各 点 的 温度 . 若 梁 的 两 端 保持 于 0"， 则 温度 
向 量 满足 方程 Afin =t:(k =0,1,.…) 9 其 中 


(+2C) ,, = 
-CC (I+2C) 一 
A= -C (I+2C) -C 
~C (+2C) ”一 
-C (Il+2C) 


a. 求 出 当 C=1 时 ，4 的 ZU 分解. 有 三 条 非 零 对 
角 线 的 矩阵 称 为 三 对 角 和 矩阵 ,因子 L 和 U 为 双 
对 角 算 阵 . 

b. 设 C=1 及 4 =(10,12,12,12,10) , 应 用 A 的 LU 分 
解 求 温度 分 布 tl/，t,，t3 和. 


岂 -2 3 
0 1 -l 
0 0 5|I=U 
0 0 0 
0 0 0 


把 每 一 个 标志 出 的 列 除 以 它 顶 端的 主 元 , 所 得 的 列 构成 也 前 三 列 的 下 半 部 分 , 这 就 使 工 化 为 了 的 变换 
对 应 于 A 化 为 U 的 变换 ， 用 1; 的 后 两 列 作 为 工 的 后 两 列 ， 使 它 成 为 单位 下 三 角 和 矩阵 . 


〇 参见 Biswa N. Datta, Numerical Linear Algebra and Applications (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 1994), pp. 200-201. 
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2.6 ” 列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 


在 Wassily Leontief 获得 诺 贝 尔 奖 的 工作 中 ,线性 代数 起 着 重要 的 作用 . 如 第 1 章 开 始 所 提 
到 的 ， 本 节 所 叙述 的 模型 是 现在 世界 各 国 广泛 使 用 模型 的 基础 . 

设 某国 的 经 济 体 系 分 为 n 个 部 门 ， 这 些 部 门生 产 商 品 和 服务 . 设 x 为 民 " 中 产 出 向 量 ,， 它 列 
出 了 每 一 部 门 一 年 中 的 产 出 . 同时 ， 设 经 济 体系 的 另 一 部 分 ( 称 为 开放 部 门 ) 不 生产 产品 或 服 
务 ， 仅 仅 消 费 商品 或 服务 ，d 为 最 终 需 求 向 量 ， 它 列 出 经 济 体系 中 的 各 种 非 生产 部 门 所 需求 的 
商品 或 服务 . 此 向 量 代 表 消 费 者 需求 、 政 府 消费 、 超 额 生产 、 出 口 或 其 他 外 部 需求 . 

由 于 各 部 门生 产 商品 以 满足 消费 者 需求 ， 生 产 者 本 身 创 造 了 中 间 需 求 ， 需 要 这 些 产 品 作为 
生产 部 门 的 投入 ， 部 门 之 间 的 关系 是 很 复杂 的 ， 而 生产 和 最 后 需求 之 间 的 联系 也 还 不 清楚 . 列 
马 惕 夫 思 考 是 否 存 在 某 一 生产 水 平 x 恰 好 的 满足 这 一 生产 水 平 的 总 需求 ( x 称 为 供给 )， 那 么 

{ 总 产 出 xz}={ 中 间 需 求 }+{ 最 终 需 求 d] (1) 
列 兄 惕 夫 的 投入 产 出 模型 的 基本 假设 是 ， 对 每 个 部 门 ， 有 一 个 单位 消费 向 量 ， 它 列 出 了 该 部 门 
的 单位 产 出 所 需 的 投入 , 所 有 的 投入 与 产 出 都 以 百 万 美元 作为 单位 ， 而 不 用 具体 的 单位 如 吨 等 
(假设 商品 和 服务 的 价格 为 常数 ) . 

作为 一 个 简单 的 例子 ， 设 经 济 体系 由 三 个 部 门 组 成 一 制造 业 、 农 业 和 服务 业 . 单位 消费 
向 量 ci,c;,c; 如 表 2-1 所 示 . 


表 2-1 每 单位 产 出 消费 的 投入 


购买 和 制造 业 服务 业 
制造 业 0.50 0.40 0.20 
家 了 到 
my | oo | om p30 
人 1 
例 1 如 果 制 造 业 决 定 生产 100 单位 产品 ， 它 将 消费 多 少 ? 
解 ”计算 
0.30 0 
100c =100| 0.20 让 
0.10 10 
为 生产 100 单位 产品 ， 制 造 业 需要 消费 制造 业 其 他 部 门 的 50 单位 产品 ，20 单位 农业 产品 ，10 
单位 服务 业 产品 . 国 


在 制 造 业 决定 生产 为 单位 产 出 , 则 在 生产 的 过 程 中 消费 掉 的 中 间 和 需求 是 xiei, 类 似 地 , 若 刀 和 
加 表示 农业 和 服务 业 的 计划 产 出 ， 则 xzes 和 zc 为 它们 的 对 应 中 间 需 求 . 三 个 部 门 的 中 间 需 求 为 
{ 中 间 需 求 } = xiet + x2c2 + x3c3 = Cx (2) 

这 里 C 是 消耗 矩阵 [ce，c， cj] ， 即 
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0.20 0.30 0.10 
0.10 0.10 0.30 


0.50 0.40 0.20 
C= 


方程 (1) 和 (2) 产生 列 昂 惕 夫 模型 . 
列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 或 生产 方程 


d 
总 产 出 中间 需求 最 终 需 求 
把 x 写成 lx ， 应 用 矩阵 代数 ， 可 把 (4) 重 写 为 
Ix—-Cx=d 
(5) 
(I-C)x=d 


例 2 考虑 消耗 矩阵 为 (3 ) 的 经 济 . 假设 最 终 需 求 是 制造 业 50 单位 ， 农 业 30 单位 ， 服 务 
业 20 单位 ， 求 生产 水 平 x. 
解 (5) 中 系数 矩阵 为 


1 0 0| 10.5 0.4 0.2 0.5 -0.4 —0.2 
17-C=|0 1 0|-|0.2 03 0.1|=|-0.2 07 -0.1 
0 0 1| 10.1 0.1 0.3 -0.1 -0.1 0.7 


为 解 方程 (5 )， 对 增 广 和 矩阵 作 行 变换 


0.5 -0.4 -0.2 50 5 4 -2 500 1 0 0 226 
-0.2 0.7 -0.1 30|~|-2 7 -1 300|~…~ 1 0 119 
-0.1 -0.1 0.7 20 -1 -1 7 200 00 1 78 


最 后 一 列 四 含 五 人 到 整数 ， 制 造 业 需 生产 约 226 单位 ， 农 业 119 单位 ， 服 务 业 78 单位 ， 。” 国 
若 矩 阵 1-C 可 逆 ， 则 我 们 可 应 用 2.2 节 定 理 S， 用 7-C 代替 4 ， 由 方程 (1-C)x =4d 得 出 
x=(1-C)-'d . 下 列 定理 说 明 , 在 大 部 分 的 实际 情况 下 ，7- C 是 可 逆 的 , 而 且 产 出 向 量 x 是 

经 济 上 可 行 的 ， 亦 即 x 中 的 元 素 是 非 负 的 . 

在 此 定理 中 ， 列 的 和 表示 矩阵 中 某 一 列 元 素 的 和 . 在 通常 情况 下 ， 某 一 消耗 矩阵 的 列 的 和 

是 小 于 1 的 ， 因 为 一 个 部 门 要 生产 一 单位 产 出 所 需 投 入 的 总 价值 应 该 小 于 1. 


定理 11 设 C 为 某 一 经 济 的 消耗 矩阵 ，d@ 为 最 终 需 求 . 若 世 和 d 的 元 素 非 负 ，C 的 每 一 列 
的 和 小 于 1， 则 (1-C) 存 在， 而 产 出 向 量 
x=(I-C)'d 
有 非 负 元 素 ， 且 是 下 列 方程 的 惟一 解 
xX=Crtd 
下 列 讨 论说 明定 理 成 立 的 理由 ， 且 给 出 一 种 计算 (7 -C) 的 新 方法 . 
( 广 C)- 的 公式 
假设 由 4d 表示 的 需求 在 年 初 提供 给 各 种 工业 , 它们 制定 产业 水 平 为 x =4 的 计划 , 它 将 恰好 


1 


满足 最 终 需 求 ， 由 于 这 些 工业 准备 产 出 为 4 ， 它 们 将 提出 对 原料 及 其 他 投入 的 要 求 . 这 就 创造 
出 对 投入 的 需求 Cd . 
为 满足 附加 需求 Cg ， 这 些 工 业 又 需要 进一步 的 投入 为 C(Cd) = Cd ， 当 然 ， 它 又 创造 出 第 
二 轮 的 中 间 需 求 ， 当 要 满足 这 些 需 求 时 ， 它 们 又 创造 出 第 三 轮 需 求 ， 即 C(C 4d) = Cd ， 等 等 ， 
理论 上 ， 这 个 过 程 可 无 限 延 续 下 去 ， 虽 然 实际 上 这 样 一 系列 事件 不 可 能 一 直 发 生 下 去 . 我 
们 可 把 这 一 假设 的 情形 表示 如 表 2-2 所 示 . 


表 2-2 
要 满足 的 需求 为 满足 此 需求 需要 的 投入 
最 终 需 求 d Cd 
中 间 和 需求 
第 一 轮 cd C(Cd)= Cd 
第 二 轮 Cd CC’d)=C'd 
第 三 轮 Cd C(C'd)=C’d 
为 了 满足 所 有 这 些 需 求 的 产 出 水 平 + 是 
x=d+Cd+C"d+Cid+...=(I+C+C’+C’+:.…)d (6) 
为 了 使 (6) 有 意义 ， 我 们 使 用 下 列 代数 恒等式 : 
(1 -CIGU+C+C AT…T+TC7) = 了 一 Co (7) 


可 以 证 明 , 大 C 的 列 的 和 都 严格 小 于 1， 则 1-C 是 可 道 的 ， 当 m 趋 于 无 穷 时 C” 趋 于 0, 而 
1-C"" 性 1. (这 有 点 类 似 于 当 正 数 : 小 于 1 时， 随 着 m 增 大 ，1" 一 0. ) 应 用 ( 7), 我们 有 
当 C 的 列 的 和 小 于 1 时 ，(1 -Cs1T+C4C?+C3 4+C” ( 8) 

我 们 将 (8 ) 解释 为 当 产 充分 大 时 ， 右 边 可 以 任意 接近 于 (1 ~-C)-. 

在 实际 的 投入 产 出 模型 中 , 消耗 矩阵 的 者 迅速 趋 于 0, 故 (8) 实 际 上 给 出 一 种 计算 UL-C)> 
的 方法 . 类 似 地 ， 对 任意 4 ,向 量 C"d 迅速 地 趋 于 零 向 量 , 而 (6) 给 出 实际 解 (1 -C)x =4 的 方 
法 . 奋 C 和 d 中 的 元 素 是 非 负 的 ， 则 (6 ) 说 明 x 中 的 元 素 也 是 非 负 的 ， 

( 广 C)” 中 元 素 的 经 济 重要 性 

(1 一 C)” 中 的 元 素 是 有 意义 的 , 因 它 们 可 用 来 预计 当 最 终 需求 & 改变 时 , 产 出 向 量 x 如 何 改 
变 . 事实 上 ，(7-C)” 的 第 7 列表 示 当 第 j 个 部 门 的 最 终 需 求 增加 1 单位 时 ， 各 部 门 需要 增加 产 
出 的 数量 . 见习 题 8. 

数值 计算 的 注解 ”在 任何 应 用 问题 中 (不 仅 是 经 济 学 ) 方程 hx=b 总 可 以 写成 

(1~C)x =d 的 形式 ， 其 中 C=1-A. 若 方程 组 很 大 而 且 稀 朴 ( 大 部 分 元 素 为 0 )， 可 能 

C 的 各 列 元 素 绝对 值 之 和 小 于 1， 这 时 C” 一 0， 若 C" 趋 向 于 零 足 够 迅速 , (6) 和 (8 ) 

可 以 用 来 作为 解 方程 Ax =b 的 实际 方法 ， 也 可 用 来 求 4-. 


咎 摩 和 伐 改 
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第 好 作用 -一 


练习 题 


设 某 一 经 济 有 两 个 部 门 ， 商 品 和 服务 部 门 . 商品 部 门 的 单位 产 出 需要 0.2 单位 商品 和 0.5 单位 服务 的 
投入 ， 服 务 部 门 的 单位 产 出 需要 0.4 单位 商品 和 0.3 单位 服务 的 投入 . 最 终 需求 是 20 单位 商品 和 30 单位 


服务 ， 列 出 列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 的 方程 . 
习题 2.6 


习题 1~4 讨论 一 个 经 济 体系 ， 它 分 为 制造 业 、 
农业 和 服务 业 三 个 部 门 . 见 上 图 . 制造 业 每 单位 

产 出 需要 0.10 单位 制造 业 产 品 ，0.30 单位 农业 产 

品 和 0.30 单位 服务 产品 投入 . 每 单位 农业 产 出 需要 

0.20 单位 它 自己 的 产 出 ，0.60 单位 制造 业 产 出 ，0.10 

单位 服务 产 出 ， 服 务 业 的 每 单位 产 出 消耗 0.10 单位 

服务 ，0.60 单位 制造 业 产品 ， 但 不 消耗 农业 产 出 . 

1. 构造 此 经 济 的 消耗 矩阵 ， 若 农业 要 生产 100 单 
位 产 出 ， 产 生 的 中 间 需 求 是 什么 ? 

. 为 了 满足 最 终 需 求 为 18 单位 农业 产品 ( 对 其 他 
部 门 无 最 终 需 求 )， 总 的 产 出 水 平 应 为 多 少 (不 
要 计算 逆 和 矩阵 ) . 

3. 为 了 满足 最 终 需 求 为 18 单位 制造 业 产 品 ( 对 其 

他 部 门 无 最 终 需 求 )， 总 的 产 出 水 平 应 为 多 少 
( 不 要 计算 逆 和 矩阵 ) . 
4. 为 了 满足 最 终 需 求 为 18 单位 制造 业 产品 , 18 单位 
农业 产品 ，0 单位 服务 ， 总 的 产 出 水 平 应 为 多 少 . 
5. 考虑 生产 模型 x = Cx +d , 该 经 济 体 系 有 两 个 部 


iD 


门 ， 其 中 
I oa| | 
Se ， 
0.6 02 30 
应 用 道 和 矩阵 来 确定 最 终 需 求 . 
.重复 习题 5， 到 C=|0 0 -| 


G3 0.2 11 


. 设 C 和 4d 如 题 5. 


a. 为 满足 最 终 需 求 为 部 门 1 的 1 单位 产品 ， 产 
出 水 平 应 为 多 少 ? 


b. 用 滥 拓 阵 求 出 最 终 需求 为 | 20 | 时 的 总 产 出 


水 平 . 


有 | 0 让。 
应 用 事实 | 20|=| 20| +| 说明 (a) 和 (b) 


的 答案 以 及 题 5 的 答案 有 何 关 系 . 


8. 设 C 为 nxn 消耗 矩阵 , 它 的 列 的 和 小 于 1, 设 x 


为 满足 最 终 需 求 4d 的 产 出 向 量 ，Ax 为 满足 不 同 
的 最 终 需 求 Ad 的 产 出 向 量 . 
a. 证 明 若 最 终 需求 由 d 改变 为 4 +Ad ， 则 新 的 
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产 出 水 平 必须 为 x+Ar ,于 是 Ar 给 出 需求 改 
变 Ad 时 产 出 改变 的 量 . 

b. 设 Ad 为 及 "中 第 1 个 元 素 为 1 其 他 元 素 为 0 
的 向 量 ， 说 明 为 什么 对 应 的 产 出 Ar 是 
(1-C)"' 的 第 1 列 ， 这 证 明 ，(1-C)"' 的 第 1 
列 给 出 当 第 1 部门 的 最 终 需 求 增加 1 单位 时 ， 
其 他 部 门 需要 增加 的 产 出 . 

9. 设 某 一 经 济 有 3 个 部 门 , 解 它 的 列 昂 惕 夫 方 程 ， 

给 出 


0.2 0.2 0.0 40 
C=10.3 0.1 0.3 |， d=|60 
0.1 0.0 0.2 80 


10. 美国 经 济 在 1972 年 的 消耗 矩阵 C 具有 下 列 性 
质 ， 和 矩阵 (1 -C)” 的 每 个 元 素 都 是 正 的 . 这 说 
明 仅 增加 某 一 部 门 的 产 出 的 需求 对 其 他 部 门 
的 影响 是 什么 .” 

11. 列 昂 惕 夫 产 出 方程 x=Cx+4d 通常 与 对 偶 的 价 
格 方程 

PP=CIP+p 

联系 在 一 起 .其 中 jp 为 价格 向 量 , 它 的 元 素 列 


出 各 部 门 产 出 的 单位 价格 ，v 是 增值 向 量 , 它 


的 元 素 是 每 单位 产 出 附加 的 价值 (增值 包括 工 

资 、 利 润 、 折 旧 等 ). 经 济 中 重要 的 事实 是 国 

内 生产 总 值 ( GDP ) 可 用 两 种 方式 表示 : 
{国内 生产 总 值 } = pd =v'x 

证 明 第 二 个 等 式 . (提示 : 用 两 种 方式 计算 

px.) 

12. 设 C 为 消耗 矩阵 、 当 mw 时 C" 一 0， 对 
m=1,2,…, 令 D,=1+C+…+C”", 求 出 把 DD， 
和 Dm 联系 的 差分 方程 ， 得 出 由 (8) 计算 

练习 题 答 案 
已 给 下 列 数据 : 


购买 下 每 单位 产 出 所 需 投 入 


雾 2 莫 


(1 一 C0) 的 迭代 算法 . 

13. [M] 下 列 的 消耗 矩阵 C 是 基于 1958 年 美国 经 济 
的 投入 产 出 数据 ,把 81 个 部 门 合并 成 7 个 大 的 
部 门 : (1 ) 非 金 属 家 用 及 个 人 产品 ,，( 2 ) 最 终 
金属 产品 ( 如 汽车 ), (3 ) 基 础 金属 产品 及 矿业 ， 
(4 ) 基础 非 金属 产品 与 农业 , (5 ) 能 源 ，( 6 ) 
服务 业 ，( 7 ) 娱乐 与 其 他 产品 .2 求 出 满足 最 终 
需求 4 的 产 出 水 平 ( 单位; 百 万 美元 ) . 

0.1588 0.0064 0.0025 0.0304 0.0014 0.0083 0.1594 
0.0057 0.2645 0.0436 0.0099 0.0083 0.0201 0.3413 
0.0264 0.1506 0.3557 0.0139 0.0142 0.0070 0.0236 
C=|0.3299 0.0565 0.0495 0.3636 0.0204 0.0483 0.0649|, 
0.0089 0.0081 0.0333 0.0295 0.3412 0.0237 0.0020 


0.1190 0.0901 0.0996 0.1260 0.1722 0.2368 0.3369 
0.0063 0.0126 0.0196 0.0098 0.0064 0.0132 0.0012 


14，[M] 习 题 13 中 的 需求 向 量 是 1958 年 数据 . 但 
列 昂 惕 夫 在 讨论 中 应 用 了 一 个 接近 1964 年 的 
数据 : 

d = (99 640 ,75 548 ,14 444 ,33 501 ,23 527 ， 
263985,6526) 
求 出 满足 此 需求 的 产 出 水 平 . 

15.[M] 用 方程 (6 ) 解 13 题 , 设 xo =d，, 对 k=1 
2… ， 计 算 x 中 =qd+Cxr*?， 需要 多 少 步 才能 
得 到 有 4 位 有 效 数字 的 答案 ? 


O Wassily W.Leontief, “The World Economy of the Year 2000. "Scientific American, September 1980, PpP. 206-231. 
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列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 为 x=Cx+d ， 其 中 
2. 0 20 
C= ， d= 
| 四 
2.7 计算 机 图 形 学 中 的 应 用 


计算 机 图 形 是 在 计算 机 屏幕 上 显示 或 活动 的 图 像 . 计算 机 图 形 学 的 应 用 广泛 ， 发 展 迅速 . 
例如 ,计算 机 辅助 设计 (CAD ) 是 许多 工程 技术 的 组 成 部 分 之 一 ， 比 如 本 章 介 绍 中 提 到 的 飞机 
设计 过 程 . 娱乐 行业 对 计算 图 形 学 做 了 最 引人入胜 的 应 用 一 一 从 黑客 帝国 的 特技 效果 到 
PlayStation 2 电脑 娱乐 系统 和 Xbox 游乐 器 游戏 . 

绝 大 多 数 工业 或 商业 的 交互 计算 机 软件 在 屏幕 上 应 用 计算 机 图 形 显示 以 及 其 他 功能 ， 如 数 
据 的 图 形 显示 ， 上 桌面 编 辑 以 及 商业 或 教育 用 的 幻灯 片 等 ， 因 此 ， 任 何 学 习 计算 机 语言 的 学 生 至 
少 要 学 会 如 何 应 用 2 维 (2D ) 图 形 . 

本 节 考 虑 用 来 操纵 和 显示 图 形 图 像 的 一 些 基本 的 数学 方法 ， 例 如 飞机 的 线形 轮廓 模型 . 这 
样 的 一 个 图 像 ( 图片 ) 是 由 一 系列 的 点 和 曲线 组 成 ， 以 及 如 何 填充 由 直线 和 曲线 所 围 成 的 封 财 
区 域 . 通常 ， 曲 线 用 短 的 直线 段 逼 近 ， 而 图 形 用 一 系列 的 点 来 定义 . 

在 最 简单 的 二 维 图 形 符号 中 ， 字 母 用 于 在 屏幕 上 做 标记 . 某 些 字 母 作 为 线 框 对 象 存 储 ， 其 
他 有 弯曲 部 分 的 字母 还 要 将 曲线 的 数学 公式 也 存储 进去 . 

例 1 图 2-15 中 的 大 写字 母 N 由 8 个 点 或 顶点 确定 . 这 些 点 的 坐标 可 存储 在 一 个 数据 矩阵 
D 中 . 

顶点 1 2 和 7 8 
x 村 标 10 05 05 看 6 和 3 33 习 
y 坐标 E 0 642 08 8 1.58 |- 


1D2 4 
图 2-15 常规 的 N 
除 D 以 外 ， 还 要 说 明 哪 些 顶 点 用 线 相连 ,但 我 们 省 略 这 些 细 市 . 站 
图 形 对 象 使 用 一 组 直线 线段 描述 的 主要 原因 是 ， 计 算 机 图 形 学 中 标准 变换 把 线段 映射 成 为 
线段 . ( 例如， 见 1.8 节 习 题 27. ) 当 描 述 这 些 对 象 的 顶点 被 变换 以 后 , 它们 的 像 可 以 用 适当 的 直 
线 连结 起 来 得 到 原来 对 象 的 完整 图 像 . 


例 2 从 定 4=|。 | 捕 述 双 切 变换 xm 全 对 全 1 中 字母 N 的 作用 . 


解 ” 由 矩阵 乘法 的 定义 ， 乘 积 AD 的 各 列 给 出 字母 N 各 顶点 的 像 . 
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1 2 3 4 5 6 7 8 

0 05 2105 有 8 7 5.895 2 
AD = 
0 0 6.420 0 8 8 1.580 8 


变换 过 的 顶点 画 在 图 2-16， 同 时 还 画 上 相应 于 原来 图 形 中 连 线 的 线段 . 这 
图 2-16 中 斜体 的 N 看 来 有 些 太 宽 ， 为 此 ， 我 们 可 以 用 倍 乘 变换 使 它 变 罕 . 


A 


图 2-16 斜体 的 NN 


例 3 先 作 如 例 2 的 前 切 变换 ， 然 后 再 把 x 坐标 乘 以 一 个 因子 0.75， 求 此 复合 变换 的 矩阵 . 
解 ” 把 每 个 点 的 x 坐标 乘 以 0.75 的 和 矩阵 为 


i 人 | 
0 1 
所 以 复合 变换 的 和 矩阵 是 


ww _[075 of f1 025|_「075 0.1875 
I@ 1llo 1 | 1119 ] 


复合 变换 的 结果 如 图 2-17 所 示 . 


图 2-17 NN 的 复合 变换 - 面 


计算 机 图 形 学 中 的 数学 是 与 矩阵 乘法 紧密 联系 的 . 但 是 ， 屏 幕 上 的 物体 的 平移 并 不 直接 对 
应 于 和 矩阵 乘法 ， 因 为 平移 并 非 线 性 变换 . 避免 这 一 困难 的 标准 办 法 是 引入 所 谓 齐 次 坐标 
齐 次 坐标 

及 中 每 个 点 (x,y) 可 以 对 应 于 RR 中 的 (x,y,]). 它们 位 于 交 平 
面 上 方 1 单位 的 平面 上 . 我 们 称 (x ,y) 有 齐 次 坐标 (x ,y,1) ， 例 如 ， 
点 (0,0) 的 齐 次 坐标 为 (0,0,1) . 点 的 齐 次 坐标 不 能 相 加 ， 也 不 能 乘 以 
数 ， 但 它们 可 以 乘 以 3x3 和 矩阵 来 做 变换 . 

例 4 形 如 (xz,y)HF>(Cxz+Pmn,y+k) 的 平移 可 以 用 齐 次 坐标 写成 
(x,y,D)P(x+h,y+k,1) ， 这 个 变换 可 用 和 矩阵 乘法 来 实现 . 
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Xx+h 
y+k 
1 


1 0 h 
0 1 大 
0 0 1 


人 
了》 
] 大 
例 5 R 中 任意 线性 变换 也 可 用 通过 齐 次 举 标 乘 以 分 拓 和 阵 | 4 | 实现 , 其 中 4 是 x2 条 


阵 ， 典 型 的 例子 是 : 


cos —sing 0 Qs 0 s 0 0 
sn cs90 .BT 11 .070% al 大 0 
0 0 1 00 1 BF 1 
绕 原 点 道 时 针 关于 y=x xz 乘 以 ys 
旋转 角度 gp 的 对 称 y 乘 以 1 匡 
复合 变换 2 
图 形 在 计算 机 屏幕 上 的 移动 通常 需要 两 个 或 多 个 基本 变换 . 这 些 变 原 图 


换 的 复合 相应 于 在 使 用 齐 次 坐标 时 进行 矩阵 相 乘 . 

例 6 求 出 3x3 和 矩阵, 对 应 于 先 乘 以 0.3 的 倍 乘 变 换 ， 然 后 旋转 90°， 
最 后 对 图 形 的 每 个 点 的 坐标 加 上 (-0.5 ,2) 做 平移， 见 图 2-18. 

解 ” 当 p=Tr/2 时 ，sing =1;cos9 =0， 由 例 4 和 5， 我们 有 缩小 后 的 图 


学 0.3 @ 4 
yi- | O30 
| 0 0 1|lli 
0 1 TOS 6 人 
一 放 转 > | 0 , k 0.3 , | 旋转 后 的 图 
Vy "T1100" 0 T1114 a 
1 Ww Os io -1 Ol To © Tx 了 
| | | 0.3 | 
00 1|lo o1llo o 1 平移 后 的 图 
所 以 复合 变换 的 矩阵 为 图 2-18 
1 0 -051[0 -1 0][03 0 0] fo -1 -051r03 0 0] fo -03 -05 
01 2 oo ol os 03 0|=|03 0 3 
001jo0UooUlio lo JUjio oo 1 8 
三 维 计 算 机 图 形 学 


计算 机 图 形 学 的 最 新 和 最 激动 人 心 的 应 用 是 分 子 模型 . 对 三 维 图 形 学， 生物 学 家 可 观察 到 
模拟 的 蛋白 质 分 子 ， 并 用 以 研究 药物 分 子 . 生物 学 家 可 以 旋转 和 平移 一 种 实验 药物 的 分 子 使 它 
们 附着 于 蛋白 质 分 子 . 研究 潜在 的 化 学 反应 的 能 力 对 现代 药物 和 癌症 研究 是 很 重要 的 . 事实 


本 


上 ， 药 物 设计 的 进展 依赖 于 计算 机 图 形 学 构造 有 真实 感 的 分 子 和 它们 的 交互 作用 的 仿真 ， 

现在 的 分 子 模型 的 研究 集中 于 虚拟 现实 ， 即 一 种 环境 ， 研 究 者 在 其 中 可 以 看 到 并 且 感觉 药 
物 分 子 渗入 蛋白 质 分 子 , 在 图 2-19 中 , 这 样 的 有 实体 感 的 反馈 是 由 能 够 将 力量 可 视 化 的 远程 控 
制 器 提供 的 . 另 一 种 虚拟 现实 的 设计 包括 用 一 个 头盔 和 手套 来 感觉 头 、 手 和 手指 的 运动 . 头盔 
包含 两 个 细小 的 计算 机 屏幕 ， 每 个 眼睛 一 个 ， 将 此 可 视 环 境 变 得 更 为 真实 ， 这 是 对 工程 师 ， 科 
学 家 与 数学 家 更 大 的 挑战 . 我 们 这 里 考虑 的 数学 打开 了 这 方面 的 研究 的 大 门 . 


图 2-19 虚拟 现实 中 的 分 子 模型 ( 北 卡罗来纳 大 学 Chapel 
Hill 分 校 计 算 机 科学 系 ， 照 片 由 Bo Strain 提供 ) 


齐 次 三 维 坐标 

类 似 于 二 维 情形 ， 我 们 称 (x,y,z,D) 是 RR 中 点 (xz yz) 的 齐 次 坐标 . 一 般 地 ， 在 瑟 0 ， 则 
(X,Y,Z, 旦 ) 是 (x,y,z) 的 齐 次 坐标 ， 且 

i ce gs (1) 
H H H 

(yzD 的 每 一 个 非 零 的 标量 乘法 得 到 一 组 (x,y,z) 的 齐 次 坐标 . 例如 (10,-6,14,2) 和 
(-15,9,-21,-3) 都 是 ($,-3,7) 的 齐 次 坐标 . 

下 列 说 明 分 子 模型 中 ， 把 一 个 药物 分 子 移 人 和 蛋白质 分 子 的 变换 . 

例 7 给 出 下 列 变换 的 4x4 矩阵 . 

a. 绕 y 轴 旋 转 30° ( 习惯 上 ， 正 角 是 从 旋转 轴 (本 例 中 是 > 轴 ) 的 正 半 轴 回 原点 看 过 去 的 
逆 时 针 方 向 的 角 ) . 

b. 沿 向 量 p = (-6 ,4 ,5) 的 方向 平移 . 

解 a. 首先 构造 3x3 矩阵 表示 旋转 . 向 量 e, 向 负 z 轴 旋 转 到 (cos30",0,-sin 30。) = (V312,0,-0.5)， 
向 量 e, 不 变 ，e; 向 正 x 轴 旋转 到 (sin 30°,0,cos30°) = (0.5,0,V3712) . 见 图 2-20. 由 1.9 节 ， 这 个 旋 


O Robert Pool, “Computing in Science”, Science 256, 3 April 1992, p.45. 
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转变 换 的 标准 矩阵 为 
A312 0 05 
+ 0 1 0 
05 0 BA 
所 以 齐 次 坐标 的 旋转 矩阵 为 
V3/2 0 05 0 
| 0 1 0 0 
| -05 0 V3/2 0 
1 
b. 我 们 希望 (x,y,z,l) 映射 到 (x-6,y+4,z+5,1) ， 所 求 矩 阵 为 
i WW 6 
010 4 
001 5 
000 1 
2-20 
透视 投影 


三 维 物 体 在 二 维 计算 机 屏幕 上 的 表示 方法 是 把 它 投影 在 一 个 可 视 平面 上 .( 我 们 忽略 其 他 重 

要 步骤 ， 例 如 选择 可 视 平 面 上 显示 在 屏幕 上 的 部 分 . ) 为 简单 起 见 ， 设 允 平面 表示 计算 机 屏幕 ， 

假设 某 一 观察 者 的 眼睛 向 正 z 轴 看 去 , 眼睛 的 位 置 是 (0,0,4) ， 透视 投影 把 每 个 点 (x, y,z) 映射 为 

点 (xf y#,0) ， 使 这 两 点 与 观察 者 的 眼睛 位 置 ( 称 为 透视 中 心 ) 在 一 条 直线 上 ， 见 图 2.21 (a) . 
北平 面 上 的 三 角形 ( 在 图 2-21a 中 ) 画 在 b 中 ， 由 相似 三 角形 知 

是 万 


d d-z 


涛 
1-—-z/d 


| RD 
d—z 
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( x*, y*, 0 ) 


a ) b ) 
图 2-21 由 (x,y,z) 到 (x*,y*,0) 的 透视 投影 


类 似 地 ， 


上 = 一 
1-z/d 
使 用 齐 次 坐标 ， 可 用 上 矩阵 表示 透视 投影 ， 记 此 矩阵 为 P ，(x,y,z, 有 ) 映射 为 


le 
1-z/d 1—-z/d 


把 这 个 向 量 乘 以 1-z/d ， 可 用 (x,y,0,1-z/d) 作 为 齐 次 坐标 的 像 ， 现 在 容易 求 出 P. 事实 上 


x 1 0 ”和 x 
y| |0 1 0 D1y1 y 
z| Io @ © 01z | 5 


1 0 © ld 1 ll-wld 
例 8 设 $ 是 顶点 为 (3, 1,5),，(5, 1,5)，(5,0,5)，(3,0,5)，(3, 1,4)， (5, 1, 4) 及 (3, 0, 4) 的 长 
方 体 ， 如 图 2-22 所 示 ,， 求 8 在 透视 中 心 为 (0, 0, 10) 的 透视 投影 下 的 像 . 


图 2-22” 透视 投影 下 的 5S 
解 ” 设 P 为 投影 矩阵 ，D 为 用 齐 次 坐标 的 5 的 数据 矩阵 ， 则 $ 的 像 的 数据 矩阵 为 
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项 点 
1] 2 3 4 5 6 7 8 
10 0 055533553113 5 5 3 3 5 5 3 
01 0 oll11001100||1 1 0 0 1 
oo 0 0llsss54444|0 0 0 0 0 0 0 0 
00 -10 1||I1 1 19111111| 105 05 05 05 06 06 06 06 
为 得 到 及 3 坐标 ， 使 用 ( 1) 式 ， 把 每 一 列 的 前 3 个 元 素 除 以 第 4 行 的 对 应 元 素 ， 得 到 
顶点 


1 2 3 4 5 6 7 8 
6 10106 5 83 835 
2 2 001717 0 0 
00 000 0 00 加 
本 教材 的 网 页 上 有 计算 机 图 形 学 的 有 趣 应 用 ， 包 括 对 透视 投影 的 进一步 讨论 . 网 上 的 一 个 
计算 机 项 目 与 简单 的 动画 有 关 . 


数值 计算 的 注解 ”三 维 物体 的 连续 移动 需要 计算 大 量 的 4x4 矩阵 ， 特 别 地 ， 当 曲面 光 
滑 时 ， 用 来 使 它 更 有 实体 感 ， 并 有 适当 的 光线 ， 图 形 工作 站 有 4x4 答 阵 运算 及 图 形 算 
法 拉 入 于 芯片 和 电路 中 ， 这 样 的 工作 站 可 以 每 秒 做 数 十 亿 次 矩阵 乘法 以 实现 三 维 游 戏 
程序 中 有 真实 感 的 颜色 的 变化 

进一步 阅读 
James D. Foley, Andries van Dam, Steven K. Feiner, and John F Hughes, Computer 


Graphics: Principles and Practice, 3rd ed. (Boston, MA: Addison-Wesley, 2002), 
Chapters 9 and 0. 


练习 题 


图 形 绕 RR’ 中 一 点 p 的 旋转 是 这 样 实现 的 首先 把 图 形 平移 -了 ， 然 后 绕 原 点 旋转 ， 最 后 平移 回去 p . 
见 图 2-23， 使 用 齐 次 坐标 构造 绕 点 (-2, 6) 旋 转 ~30° 的 3x3 和 矩阵 . 


X72 X27 X2 2 
， p ep “p 9 
| A! Xl Xl 


a) 原 图 b ) 朝 原 点 平移 -p cj 绕 原点 旋转 d) 平移 回去 p 


图 2-23 图 形 绕 点 p 旋转 


O 见 Jan Ozer, “High-Performance Graphics Boards”, PC Magazine 19, 1 September 2000, pp. 187-200. 也 见 “The 
Ultimate Upgrade Guide: Moving On Up’”, PC Magazine 21, 29 January 2002, pp. 82-91. 
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习题 2.7 
1. 哪 一 个 3x3 和 矩阵 对 疏 * 齐 次 坐标 的 作用 与 例 2 中 
的 剪 切 变换 矩阵 4 相同 ? 
5 2 14 


用 短 隆 乘法 求 出 由 数据 条 阵 =| | | 决定 


的 三 角形 在 关于 y 轴 的 对 称 变换 下 的 像 ， 画 出 
原来 的 三 角形 和 它 的 像 . 
习题 3 ~ 8 中 , 求 出 产生 所 述 复合 二 维 变换 的 

3x3 和 矩阵， 用 齐 次 坐标 . 

3. 先 沿 (3, 1) 方 向 平移 ， 然 后 绕 原 点 旋转 45°. 

4. 先 沿 (-2, 3) 方 向 平移 ,然后 把 x 坐标 乘 0.8, y 坐 
标 乘 1.2. 

. 先 关 于 x 轴 对 称 ， 然 后 绕 原 点 旋转 30°. 

. 先 绕 原点 旋转 30*， 再 关于 x 轴 对 称 . 

. 绕 点 (6, 8) 旋 转 60". 

. 绕 点 (3, 7) 旋 转 45°. 

. 2x200 的 数据 矩阵 忆 包 含 200 个 点 的 坐标 . 要 
把 这 些 点 用 2x2 的 任意 矩阵 A 和 B 变换 ， 需 要 
多 少 次 乘法 ? 考虑 两 种 方法 A(BD) 和 (AB)D ， 
讨论 你 的 结果 对 计算 机 图 形 学 计算 的 含意 . 

10. 考虑 下 列 二 维 变换 : D 是 拉 伸 变换 ( x 轴 与 
轴 同 时 乘 一 个 数 )，R 是 旋转 变换 ，TT 是 平移 
变换 ，D 是 否 与 RR 可 交换 ? 即 是 否 对 RR? 中 一 
切 x 有 D(R(x))= R(D(x)) ，D 是 否 与 7 可 交 
换 ? RR 是否 与 7 可 交换 ? 

11. 计算 机 屏幕 上 的 一 个 旋转 变化 有 时 可 用 两 个 
前 切 - 拉 伸 变换 的 复合 来 实现 . 这 样 可 以 加 快 
计算 从 而 确定 某 一 图 像 如 何以 屏幕 像素 显示 
在 计算 机 屏幕 上 .( 屏幕 由 按 行 和 列 排列 的 小 的 
点 组 成 ， 称 为 像素 . ) 第 一 个 变换 4 垂直 地 剪 
切 然后 压缩 每 列 的 像素 ; 第 二 个 变换 4 水 平 剪 
切 然后 拉 伸 每 行 的 像素 . 设 


\D oo + OO (nn 


1 0 0 sec -tang 0 
A=|sing cosy 0 A,=| 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 


证 明 这 两 个 变换 的 复合 是 R? 中 的 旋转 变换 , 


12. R? 中 的 旋转 变换 通常 需要 4 次 乘法 , 计算 下 面 
的 乘积 ， 证 明 一 个 旋转 矩阵 可 以 分 解 为 三 个 前 
切 变换 的 乘积 ( 每 一 个 前 切 变 换 只 需 作 一 次 乘 
法 )， 

: -tang/2 0 


1 0 0lf1 -tanp/2 0 


0 1 6ollsing 1 0ll0" :1 0 
0 0 于 和 oil Ca 


13. 通常 二 维 图 形 的 齐 次 坐标 变换 涉及 形 如 


> ?| 3x3 矩阵 ,4 为 2x2 矩阵 , p 是 R? 


中 的 向 量 . 证 明 这 样 一 个 变换 等 同 于 在 及 中 
的 一 个 线性 变换 之 后 再 作 一 个 平移 ，( 提示 : 
求 出 包含 分 块 矩 阵 的 一 个 适当 的 矩阵 分 解 . ) 

14. 证 明 题 7 中 的 变换 等 价 于 绕 原点 的 一 个 旋转 之 
后 再 沿 方向 p 平 移 ， 求 出 向 量 p. 

15. R 中 什么 向 量 有 齐 次 坐标 (1/2,-1/4,1/8， 
1/24) ? 

16. (1,-2 ,3 ,4) 与 (10 ,-20 ,30 ,40) 是 Ri 中 同一 个 
点 的 齐 次 坐标 吗 ? 为 什么 ? 

17. 给 出 一 个 4x4 矩阵, 它 将 R’ 中 的 点 绕 x 轴 道 
时 针 旋 转 60?. 


18. 给 出 4x4 矩阵， 它 将 及 中 的 点 绕 z 轴 旋 转 
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-30° ， 然 后 沿 p = ($,-2 ,0 方 同 平移 . 0.61 0.29 0.1501] [RI] [xX 
19. 设 5 是 顶点 为 (4.2,1.2,4) ，(6,4,2) ，(2,2,6) 的 0.35 0.59 0.063| |G|=iY 
0.04 0.12 0.787||B| |Z 


三 角形 ， 求 出 透视 中 心 在 (0,0,10) 处 时 5 的 透 
视 投影 的 像 
20. 设 5 是 顶点 为 (9,3,-5) ，(12,8,2) ，(1.8,2.7,1) 的 


计算 机 程序 将 传送 颜色 信息 到 屏幕 上 ， 使 用 标 
准 CIE 数据 (X,Y,Z). 求 出 把 这 些 数据 转换 为 


三 角形 ， 求 出 透视 中 心 在 (0,0,10) 处 时 $ 的 透 屏幕 电子 枪 所 需 的 (R,G,B) 数 据 的 方程 
视 投影 的 像 22. [MJ] 商业 电视 的 信号 广播 用 向 量 (Y,1,0) 描述 颜 
习题 21 和 习题 22 考 虑 在 计算 机 图 形 学 中 显示 色 . 大 屏幕 是 黑 日 的 ， 则 只 使 用 了 坐标 . ( 它 给 
颜色 的 设置 方法 . 计算 机 屏幕 上 的 颜色 是 由 3 个 数 出 比 用 CIE 颜色 数据 更 好 的 单 色 图 像 . )YIQ 与 
(R,G,B) 确定 的 ， 它 列 出 电子 枪 射击 到 屏幕 上 的 “标准 ”的 RGB 颜色 的 对 应 关系 是 
红 、 绿 、 蓝 荧光 点 的 能 量 的 大 小 . ( 第 4 个 数 说 明 p - soo on, 2 A 
颜色 的 亮度 或 强度 ,) O| |0.212 -0.528 0.311|1B 


21，[M] 观 察 者 在 屏 募 上 看 到 的 实际 颜色 是 被 屏幕 
上 荧光 点 的 数量 与 类 型 决定 的 . 每 个 计算 机 显 
示 器 制造 商 必须 在 数据 (R,G,B) 和 使 用 三 原色 
X,Y,Z 的 国际 CIE 颜色 标准 之 间 转 换 . 一 种 对 
持续 时 间 短 暂 的 荧光 的 转换 是 


练习 题 答 案 
从 右 向 左 将 这 三 个 变换 对 应 的 矩阵 组 合 在 一 起 . 使 用 p =(-2,6),cos(-30°) = V3/2,sin(-30°) = -0.5 ,我 
们 有 


( 显示 器 制造 商 将 改变 矩阵 元 素 使 之 适合 它 的 
RGB 屏幕 . ) 求 出 由 电视 台 发 送 的 YIQ 数据 转 
换 为 电视 机 屏幕 所 需 的 RGB 数据 的 方程 . 


平移 p 绕 原点 旋转 平移 -p 


1 0 -21|v3/2 LU2 0|o 2 IV3/2 12 3-5 
0 1 61|-12 V3/2 0|10 1 -6|=|-1/2 V3/2 -3V3+5 
00 1|ll 0 0 1lloo0 1 0 0 ] 


2.8 了 "的 子 空间 
本 节 讨 论 吏 "中 重要 的 向 量子 集 ， 称 为 子 空间 . 通常 子 空间 与 某 个 矩阵 4 有关， 它们 提供 了 


关于 方程 hx =b 的 有 用 信息 . 本 节 的 概念 和 术语 将 在 本 书 以 下 部 分 经 常 出 现 .2 


定义 ”及 "中 的 一 个 子 空间 是 恨 " 中 的 集合 万， 具有 以 下 三 个 性 质 : 
a. 零 向 量 属于 H. 
b. 对 五 中 任意 的 向 量 w 和 v，w+t+v 属 于 H. 


@ 〇 本 节 放 在 这 里 , 使 读者 可 以 跳 过 以 下 两 章 的 大 部 分 内 容 直 接 进入 第 5 章 . 如 果 读 者 计划 先 读 第 3 章 和 第 4 章 , 再 读 
第 5 章 ， 则 可 以 跳 过 本 节 . 
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c. 对 万 中 任意 向 量 w 和 数 c，cu 属于 H. 
换 句 话说 ， 子 空间 对 加 法 和 标量 乘法 运算 是 封闭 的 . 你 将 在 以 下 例子 看 到 ， 第 1 章 中 所 讨 


论 的 回 量 集合 大 部 分 是 子 空 间 . 例如 ， 通 过 原点 的 一 个 平面 是 一 种 很 典型 的 子 空 间 ， 可 以 看 作 
例 1 中 子 空间 的 一 种 实例 . 见 图 2-24. 


图 2-24 ”Span{v1,v;} 是 通过 原点 的 平面 


例 1 车. 和 v, 是 RR" 中 的 向 量 ， 厂 =Span{vi,v;},， 则 五 是 R" 的 子 空间 . 为 证 明 这 一 点 ， 注 
意 零 向 量 属于 及 ( 因 0v,+0v, 是 v 和 v, 的 线性 组 合 )， 现 取石 中 任意 两 个 向 量 ， 比 如 说 
U = SIVI 十 S2y ,V =fivi+t2p,, 
那么 Ut+v=(s1+ti)Vi 十 (8 +t, )v; 


这 证 明了 utv 是 wm 和 "的 线性 组 合 ， 因此 属于 五 9 同样 ， 对 任意 数 c ， 回 量 cx 属于 五 ， 
因为 cu = c(sipi + s2v;) = (csi)y + (Cs, )p,. EE 


加 vv 不 等 于 零 而 vy, 是 v, 的 倍数 ， 则 mw 和 mm 仅 生 成 通过 原点 的 直线 .所 以 通过 原点 的 直线 是 子 
空间 的 男 一 个 例子 . 见 图 2-25. 


Span{yl， y2} 
图 2-25 Vi #0, ?> = Dy 


例 2 不 通过 原点 的 一 条 直线 不 是 子 空间 ， 因 它 不 包括 原点 ， 同 样 ， 图 2-26 说 明 工 在 加 法 
或 标量 乘法 下 不 是 封闭 的 . 


2-26 密 
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例 3 设 y…,v, 属 于 及 " ，wm，…w 的 所 有 线性 组 合 是 下 的 子 空间 ， 这 一 结论 的 证 明 与 例 1 
中 类 似 , 我 们 将 称 Span{v1,…,v,} 为 由 vi,…,v, 生 成 (或 张 成 ) 的 子 空间 . 前 

注意 及 "是 它 本 身 的 子 空间 , 因为 三 个 性 质 都 满足 . 另 一 个 特殊 的 子 空 间 是 仅 含 零 向 量 的 集 
合 ， 它 也 满足 子 空间 的 条 件 ， 称 为 零 子 空间 . 


和 矩阵 的 列 空间 与 零 空 间 
应 用 中 ，R" 的 子 空间 通常 出 现在 以 下 两 种 情况 中 ， 它 们 都 与 矩阵 有 关 . 
定义 ”和 矩阵 4 的 列 空间 是 A 的 各 列 的 线性 组 合 的 集合 ， 记 作 Col A. 
若 4=[a…a,]， 它 们 各 列 属于 了 及"”， 则 Col A 和 Span{a1,…,a,} 相 同 , 例 3 说明，mxn 和 矩阵 


的 列 空间 是 及 "的 子 空间 . 
1 -3 -4 3 
例 4 设 A4=|-4 6 -了 |,b=| 3|, 确定 b 是 否 属 于 4 的 列 空间 . 
-3 7 6 -4 


解 ” 向 量 b 是 4 的 各 列 的 线性 组 合 ， 当 上 且 仅 当 b 可 写成 hx 的 形式 ，x 属 于 RR ,也 就 是 说 ， 
当 且 仅 当 方程 hx =b 有 人 解 . 把 增 广 和 矩阵 [4 bj 进行 行 变换 : 


1 -3 -4 3 1 -3 -4 3 1 -3 -4 3 
-4 6 -2 3|~ -0 -18 15|~|10 -6 -18 15 
-3 7 6 =4 0 -2 =6 5 0 0 0 0 


可 知 Ax =b 相 容 ， 从 而 b 属 于 ColA. 


十 
例 4 的 解答 说 明 ， 当 线性 方程 组 写成 Ax =b 的 形式 ，A 的 列 空间 是 所 有 使 方程 有 解 的 向 量 
b 的 集合 . 


定义 ”矩阵 A 的 零 空间 是 齐 次 方程 Ax =0 的 所 有 解 的 集合 ， 记 为 Nul 4. 


当 A 有 nn 列 时 ，Ax =0 的 解 属 于 RR"，A 的 零 空 间 是 及" 的 子 集 . 事 实 上 ，Nul4 具 有 了 及 "的 子 
空间 的 性 质 . 

定理 12 ”mx1 短 阵 4 的 零 空 间 是 下 "的 子 空 间 . 等 价 地 ，n 个 未 知 数 的 m 个 齐 次 线性 方程 
的 解 的 全 体 是 腿 " 的 子 空间 . 

证 零 向 量 属于 Nul4 ( 因 A0=0 ), 为 证 明 Nul A 满足 其 他 两 个 性 质 , 取 Nul 4 中 两 个 向 量 


人 


u 和 v， 即 设 A4u=0 和 Av=0， 那 么 由 矩阵 乘法 的 性 质 ， 
A(utv)= Au+Av=0+0=0 

于 是 uty 满足 Ax =0， 所 以 ut+v 属 于 Nul 4 ， 同样 ， 对 任意 数 c，A(cu)=c(Au)=c(0)=0， 这 
就 证 明了 cu 也 属于 Nul 4. 图 

为 检验 给 定向 量 v 是 否 属于 Nul 4 ， 只 要 计算 A4v ， 看 它 是 否 零 向 量 ， 因 Nul 4 是 用 其 中 每 
个 向 量 必须 满足 的 一 个 条 件 来 描述 的 ， 我 们 说 零 空间 是 隐 性 定义 的 . 相反 ， 列 空间 是 显 性 定义 
的 ， 因 Col 4 中 的 向 量 可 由 4 的 各 列 ( 利用 线性 组 合 ) 构造 出 来 .” 
子 空间 的 基 

因为 子 空间 一 般 含 有 无 穷 多 个 向 量 ， 子 空间 中 的 问题 最 好 能 够 通过 研究 生成 这 个 了 于 空间 的 
-个 小 的 有 限 集合 来 解决 , 这 个 集合 越 小 越 好 .可 以 证 明 , 最 小 可 能 的 生成 集合 必 是 线性 无 关 的 . 

定义 陈 " 中 子 空间 瓦 的 一 组 基 是 召 中 一 个 线性 无 关 集 ， 它 生成 五 . 

例 5 可 逆 nxn 和 矩阵 的 各 列 构成 及 "的 一 组 基 . 因为 它们 线性 无 关 ， 而 且 生 成 了 ， 这 由 逆 
矩阵 定理 可 知 . 一 个 这 样 的 矩阵 是 nxn 单 位 矩阵 ， 它 的 各 列 用 e,…,e, 表示 : 


1 0 0 
lol iii : 
4 二 | :| | 2 一 |0 
0 0 ] 


{e1,…,e,} 称 为 恨 " 的 标准 基 . 见 图 2-27. 


A3 
£3 
€2 
x 
x AAA 


图 2-27 RR’ 的 标准 基 国 


下 例 说 明 ， 求 出 方程 hx =0 的 解 的 参数 向 量 形式 实际 上 就 是 确定 Nul 4 的 基 ， 这 一 事实 将 
在 第 5 章 应 用 . 
例 6 求 出 下 列 和 矩阵 的 零 空 间 的 基 . 


”Nul&h 与 Col4 的 区 别 将 在 4.2 节 讨 论 . 
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解 ”首先 把 方程 4x =0 的 解 写成 参数 向 量 形式 . 


1 -2 0 -| 3 0 XI — 2x; 一 Xa + 3xs =0 
4~|0 0 1 2 -2 0 > X32X4 —2xs =0 
0 00 0 0 0 0=0 


通 解 为 x = 2xi +x4 一 3xs,x3 = 一 2x4 十 2xs,X2,X4,xs 为 自由 变量 . 


x 2X, + Xs —3X, 2 ] 一 3 
x % 1 0 0 
|=| -2% +2x |=%10|+z|-21+x| 2 (1) 
Xa x 0 1 0 
Xs Xs 0 0 1 
t+ + + 
4 y w 


= XU+ XD + XW 
方程 ( 1 ) 说 明 Nul 4 与 u,v,w 的 所 有 线性 组 合 的 集合 是 一 致 的 ， 即 {u,v,w} 生 成 Nul 4 ,事实 上 ， 
u,v,w 的 构造 保证 了 它们 线性 无 关 ， 因 为 (1 ) 式 说 明 ， 若 
0=xu txavt+xsw 


则 权 Xs,X4,Xs 等 于 零 ( 观察 向 量 XU Xap t+ XWw 的 第 2, 4, 5 个 元 素 )， 因此 { 人 ww 是 Nul 4 的 


一 组 基 . | 
求 和 矩阵 的 列 空间 的 基 比 求 零 空间 的 基 容 易 . 然而 ， 这 个 方法 需要 一 些 说 明 ， 让 我 们 从 一 个 
简单 情形 开始 . 
例 7 求 下 列 和 矩阵 的 列 空间 的 基 : 
1] 0 -3 5 0 
0 1 2 -1 0 
B= 
0.0 0 01 
0 .0 0 0 0 


解 ” 用 b,…,b; 表示 B 的 列 ， 注意 = 一 3b; + 26b,,b = 5b, -b,,b; 和 bs 是 主 元 列 的 线性 组 合 ， 
这 意味 着 b,,…,bs 的 任意 线性 组 合 实际 上 仅 是 b,b, 和 Bb; 的 线性 组 合 ， 事实 上 ,车 v 是 Col B 的 任 
意向 量 ， 例 如 说 ， 

”= Ci 二 cz +csbs 十 c4 +csb, 
则 把 Bb 和 bb 代入， 可 把 y 写成 
v = CC + cb, +c;(—36, 二 20)+c4(35 —b,)+cesb, 

它 是 思 , 思 和 访 的 线性 组 合 ,所 以 协 , 访 , 太 } 生 成 Col B， 义 久 ,2 和 和 4b; 为 线性 无 关 ， 因为 它们 是 单 
位 矩阵 的 列 ， 所 以 8 的 主 元 列 构成 Col 8 的 基 . 国 

例 7 中 的 矩阵 中 是 简化 阶梯 形 .为 处 理 一 个 一 般 的 矩阵 4 , 注意 4 的 各 列 之 间 的 线性 相关 关 
系 可 表示 为 形式 Ax =0 ( 奉 某 些 列 不 含 在 特殊 的 线性 相关 关系 中 , 则 x 的 对 应 元 素 为 零 ). 当 A4 
行 化 简 为 阶梯 形 B 时, 它 的 列 虽然 改变 ， 但 方程 4x =0 和 Bx =0 有 相同 的 解 集 . 即 ，A 的 列 与 B 
的 列 有 相同 的 线性 相关 关系 . 
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例 8 可 以 证 明和 矩阵 
1 3 3 2 -9 
-2 -2 2 -8 2 
$1 
3 4 -1l 1 -8 


A=[a, CQC2 … 65] = 


行 等 价 于 例 7 的 矩阵 ， 求 Col 4 的 一 组 基 . 

解 ”由 例 7，4 的 主 元 列 是 第 1，2，5 列 . 同时 有 妨 = -3 +28 和 bs=5b - b, ， 因 行 变换 
不 影响 列 的 线性 相关 关系 ， 有 

a; = -3a +2a; 和 ws = Sa 一 a 

经 验证 这 是 成 立 的 ! 由 例 7 的 讨论 , 生成 4 的 列 空间 不 需要 用 a; 和 as. 同样 ，{a,az,as} 必 是 线 
性 无 关 的 ， 因 a1,as,a; 之 间 的 任意 线性 相关 关系 必然 也 使 b,b,,b; 有 同样 的 关系 ， 因 {bi1,b,,b;} 为 
线性 无 关 , {ai,a;,as} 也 线性 无 关 , 因此 是 Col 4 的 一 组 基 . 各 

例 8 的 讨论 可 以 用 来 证 明 下 列 定理 . 


定理 13 矩阵 4 的 主 元 列 构成 列 空间 的 基 . 


警告 ”小心 ,要 用 4 的 主 元 列 本 身 作为 Col A 的 基 , 阶梯 形 B 的 列 本 身 通常 并 不 在 A 的 
列 空间 内 .( 例如 在 例 7 和 例 8 中 ,，B 的 列 的 最 后 一 行 都 是 零 , 不 可 能 生成 A 的 列 空间 .) 


练习 题 
站 < 尖 = 
1. 设 4=| 2 0 7|,w=| 3|，w 是 否 属 于 Nul 4? w 是 否 属于 Col 4? 给 出 理由 . 
-9 =5 «3 9 
0 1T 0 
2. 设 4=|0 0 1|, 求 Nul 4 中 的 一 个 向 量 和 Col 4 的 一 个 向 量 . 
0 0 0 
3. 设 一 个 mx 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 则 Nul 4 和 Col 4 会 如 何 ? 
习题 2.8 


习题 1~4 画 的 是 R? 中 的 子 集 ， 假 设 这 些 集合 2 
包含 边界 线 , 说 明 这 些 集 厂 不 是 恨 * 中 的 子 空间 的 
理由 .( 例如， 找 出 五 中 两 个 向 量 ， 它们 的 和 不 属 
于 HH ,或 求 出 中 一 个 向 量 , 它 的 倍数 不 属于 互 ， 
画 出 图 形 . ) 
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国人 
下 ， 要 了 
i 
儿 了 油 

13， A 如 习题 11, 求 Nul A 和 Col A 中 的 一 个 非 零 

向 量 . 
4. 14，A 如 习题 12, 求 Nul 4 和 Col 4 中 的 一 个 非 
零 向 量 . 


2 —4 8 
5. mm =| 3|,yv,=|-51,w=| 2|， 确定 w 是 否 属于 
一 8 一 9 


了 的 由 vV 和 v, 生 成 的 子 空间 ? 


1 4 5 —4 
一 2 一 7 一 8 10 

6. 设 册 三 4 3 一 9 ,V3 三 6 = -了 9 确定 
3 7 5 一 


& 是 否 属 于 及 中 由 {v1,v2,v3} 生 成 的 子 空间 ? 


2 -3 一 6 
7. wm =|-8|,w =| 8|w=| 6|,p=|-10|,4=[w 
6 -7 : 11 
Ww he], 
a，{v1,v2,V3} 中 有 多 少 个 向 量 ? 
b. Col A 中 有 多少 个 向 量 ? 
c. p 是否 属于 Col 4? 为 什么 ? 
-3 -2 0 1 
8. 设 m =| 01,v;=| 21,v3=|-61,p=|14|,p 是 否 
6 3 -9 


属于 Col A ， 其 中 A=[y, mw v3]? 
9. A 和 p 如 习题 7， 判断 p 是 否 属于 Nul 4 . 
10. wu=(-2,3,1) ，4 在 习题 8 中 给 出 ,确定 w 是 否 
属于 Col 4 . 
习题 11~12 给 出 整数 p 和 4g 使 Nul A 是 R? 的 
子 空间 ，Col 4A 是 RR 的 子 空间 . 
3 2 1 -5 
-9 -4 1 7 
9 2 -5 1 


ll. A= 


习题 15~20 中 ,确定 哪个 集 是 恨 * 或 恨 中 的 
基 ? 验证 你 的 答案 . 


s [lls] 四 


he 


3 6 1 311=-2110 
19.! | -8 I, 2 20，| -6 1,| 二 | 7 |， 
1ri-$ -| 7 19 


在 习题 21 和 习题 22 中 , 标 出 每 个 命题 的 真 假 . 
并 验证 你 的 答案 . 
21. a， 疏 "的 一 个 子 空间 是 任 一 集 豆 满足 (i) 零 疝 
量 属于 矿 , (ii) w,v 和 w+v 属 于 H,(iii)c 
是 数 ，cu 属于 了 H. 
b. 若 wm……, 属于 及 "”， 则 Span{v1,…,v,} 等 价 
于 和 矩阵 [y.…v,] 的 列 空 间 . 
c. 一 个 m 行 齐 次 线性 方程 组 有 个 未 知 量 ,其 
全 体 解 组 成 的 集合 是 下" 的 一 个 子 空间 . 
d. 一 个 nxn 可逆 和 矩阵 的 列 构成 RR" 的 一 组 基 ， 
e. 行 变 换 不 改变 和 矩阵 的 列 之 间 的 线性 相关 关 


系 . 
22. a， 民 "中 的 子 集 及 是 一 个 子 空间 ， 震 零 向 量 属 
i: 


b. 给 定 RR" 中 的 向 量 mm,…,p，, 这些 向 量 的 所 有 
线性 组 合 所 构成 的 集合 是 有 R" 的 一 个 子 空 
间 . 

c. mxn 短 阵 的 零 空 间 是 RR" 的 一 个 子 空间 . 

d. 矩阵 4 的 列 空间 是 Ax =b 的 解 的 集合 . 
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e. 若 妃 是 矩阵 4 的 阶梯 形 , 则 B 的 主 元 列 构成 
Col 4 的 一 组 基 . 
习题 23~26 中 ， 给 出 矩阵 4 和 4 的 阶梯 形 ， 
求 出 Col 4 和 Nul 4 的 基 . 


习题 31~36 中 , 尽 可 能 全 面 地 回答 ， 给 出 理 
由 . 
31. 设 F 是 5x5 矩阵， 其 列 空间 不 等 于 R ， 则 
Nul 下 会 如 何 ? 


4 59 -2| [1 2 .6 -5 32. 若 R 是 6 x 6 和 矩阵 ，Nul R 不 是 零 子 空间 ， 则 
23. A=|I6 5 1 12i~|I0 1 5 -6 Col RR 会 如 何 ? 
3 48 -3| 1000 0 
33. 车 Q 是 4x 4 矩阵，Col CO= 了 ,5 属于 及 , 则 
-3 9 -2 -7] [1 -3 6 9 
3 -9 -2 2| 10 000 34. 若是 5x5 矩阵，Nul P 是 零 子 空间 ,b 属 于 
1 48 -3 -7| |1480 5 RR ， 则 对 形 如 Px =5b 的 方程 ， 其 解 会 如 何 ? 
25 A=| 1 7 3 2” 35. 车 8 是 5x4 和 矩阵 ,有 线性 无 关 的 列 , 则 Nul B 
-2 29 5 5| 1000 1 4 交 
369-5-2| lo0o000 0 会 如 何 ? 
3 -1 7 3 9] [3 -1 7056 36. 若 mxn 和 矩阵 4 的 各 列 构 成 展 " 的 一 组 基 , 则 该 
6 42 27275| 10 2403 和 矩阵 的 形状 会 如 何 ? 
» , 4| |0 0 0 1 1 [M] 习 题 37 和 习题 38 中 , 求 出 给 定 和 矩阵 4 的 
~ 7| |0 0 
列 空间 和 和 零 空 间 . 
27. 构造 一 个 3 x 3 和 矩阵 4 和 一 个 非 零 向 量 b， 其 3 -5 0 -1 3 
中 5 属于 Col 4 但 与 4 的 任 一 列 都 不 同 . 37 A -7 9 -4 9 -ll 
28. 构造 一 个 3 x 3 矩阵 A 和 一 个 非 零 向 量 p， 其 3 7 3 =/ 
中 5b 不 属于 Col 4 . 3 3 4 0 
5 20 -8 -8 
29. 构造 一 个 3 x 3 矩阵 4 和 一 个 非 零 向 量 b， 其 4 12 .8 -9 
中 5 属于 Nul 4 . 38. A= 5 1 3 5 19 
30. 设 和 矩阵 4=[a，… a,] 的 各 列 线性 无 关 , 说 明 -8 -5 6 8 5 
为 什么 {@1…,a,} 是 Col 4 的 一 组 基 . 
练习 题 答 案 
1. 为 确定 & 是 否 属于 Nul 4 ， 只 需 计 算 
1 -1 51-7] fo 
Au=| 2 0 7 3|=|0 
-3 -5 -3| 2| |0 


结果 显示 w 是 属于 Nul A .要 确定 w 是 否 属于 Col 4 需要 做 更 多 的 工作 . 


形 来 判断 方程 hx =w 是否 相 容 : 


1 -1 3 -7 1 -1l 5 
2 0 7 3|~ 2 -3 
-3 -5 -3 2 0 -8 12 


化 简 增 广 和 矩阵 [4 要 成 阶梯 


一 7 1 -1 5 ~7 
17 | ~ 2 -3 17 
一 19 0 0 0 49 
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vv， -一 一 


方程 hx =w 无 解 ， 因 此 w 不 属于 Col 4. 

2. 与 练习 题 1 相 比 ， 求 Nul 4 的 一 个 向 量 比 判定 一 个 给 定 的 向 量 是 否 属于 Nul 4 需要 做 更 多 的 工作 . 但 
是 ， 由 于 4 已 经 是 阶梯 形 ， 方程 Ax =0 给 出 如 果 x=(x,x,%) ， 则 =0,%=0,% 是 自由 变量 . 因此 ， 
Nul 4 的 一 个 基 是 v=(,0,0). 求 Col 4 的 一 个 向 量 是 简单 的 , 因为 4 中 的 每 一 列 都 属于 Col 4. 此 外 ， 
同一 个 向 量 v 既 属 于 Nul 4 ， 又 属于 Col 4 . 对 大 部 分 矩阵 而 言 ， 只 有 零 向 量 是 既 属 于 Nul 4 ， 又 属 
于 Col 4 . 

3. 如 果 4 是 可 逆 的 ， 则 根据 可 逆 和 矩阵 定理 ，4 的 各 列 生成 RR" . 由 定义 可 知 ， 任何 矩 阵 的 列 总 是 可 以 生成 
该 矩阵 的 列 空间 ， 因 此 这 里 Col 4 就 是 全 部 的 恨 * . 用 符号 表示 就 是 Col 4=R". 同时 ， 因 为 4 是 可 逆 
的 ,方程 Ax =0 只 有 平凡 解 . 这 意味 着 Nul 4 是 零 子 空间 ,用 符号 表示 就 是 Nul 4={0}. 


2.9 维 数 与 秩 


本 节 从 坐标 系 的 概念 开始 对 子 空间 和 子 空间 的 基 继 续 加 以 讨论 . 下 面 的 定义 和 例子 使 一 
个 有 用 的 新 术语 一 一 维 数 ， 显 得 非常 自然 ， 至 少 对 下 子 空间 是 这 样 . 
坐标 系 
选择 子 空间 H 的 一 个 基 代 替 一 个 纯粹 生成 集 的 主要 原因 ， 是 豆 中 的 每 个 向 量 可 以 被 表示 
为 基 向 量 的 线性 组 合 的 惟一 形式 . 为 了 明确 原因 ， 假设 8={b.,…,b,} 是 瑟 的 基 ，H 中 的 一 个 
问 量 x 可 以 由 两 种 方式 生成 ， 设 
x=cb+.…+cb,, Bx=dbt+:.……+d,b, (1) 
则 相 减 得 到 
0=x—-x=(c-d)bt+..…+(c, -d,)b, ( 2) 
因为 8 是 线性 无 关 的 , (2 ) 中 的 权 值 必 全 为 零 . 亦 即 对 1 有 和 j< p, ci=di，(1) 式 中 的 两 种 表 
示 实 际 上 是 相同 的 . 


定义 ”假设 B={b,…,b,} 是 子 空间 五 的 一 组 基 ， 对 电 中 的 每 一 个 向 量 x， 相 对 于 基 6 的 
坐标 是 使 x=cibi+… 二 csb ,成 立 的 权 值 c1,…,c,， 且 恨 ? 中 的 向 量 
Cl 
[xls=| : 


Cp 


称 为 x (相对 于 8 ) 的 坐标 向 量 ， 或 xx 的 好 -坐标 向 量 .” 


”要 注意 8B 中 向 量 的 次 序 ， 因 为 [x]js 的 元 素 依 赖 于 8 中 向 量 的 次 序 . 


雾 2 足 
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3 一 1 3 
例 1 设 m=|6|,m=| 0|z=|12|,B={fwy}. 则 因 v,v, 线性 无 关 ，B 是 有 H=Span{vi,v,} 
1 pi 


的 基 . 判断 x 是 否 在 五 中 ， 如 果 是 ， 求 x 相对 基 6 的 坐标 向 量 . 
解 ” 如 果 x 在 五 中 ， 则 下 面 的 向 量 方程 是 相 容 的 : 


3 一 3 
Cl 0 十 C2 Ql=112 
2 1 7 


如 果 数 c1,c, 存 在 ， 即 是 x 的 B -坐标 .由 行 操作 得 
3 -1 3 LL 和 受 
6 0 lilwI0 1 3 
> 下 0 0 0 


于 是 cl = 2,cz =3,[x]s -| . 基 6 确 定 及 上 的 一 个 “坐标 系 ”, 如 图 2-28 中 的 格子 所 示 . 由 


2-28 ”及 中 一 个 平面 五 的 一 个 坐标 系 


注意 到 虽然 及 中 的 点 也 在 R’ 中， 它们 完全 由 属于 RR? 中 的 坐标 向 量 确定 . 图 2-28 中 的 平 
面 上 的 格子 使 有 看 起 来 像 民 *. 映射 x+，[x],s 是 五 和 RR 之 间 保 持 线性 组 合 关系 的 一 一 映射 . 
我 们 称 这 种 映射 是 同 构 的 ， 且 五 与 R? 同 构 . 

一 般 的 , 如 果 8={b,…,b,} 是 H 的 基 , 则 映射 xFy [xz], 是 使 及 和 了 R? 的 形态 一 样 的 一 一 映 
射 (尽管 石 中 的 向 量 可 能 有 多 于 p 个 元 素 ) . (详细 的 讨论 见 4.4 节 . ) 


子 空间 的 维 数 
可 以 证 明 , 者 子 空间 及 有 一 组 基 包 含 p 个 向 量 , 则 已 的 每 个 基 都 正好 包含 p 个 向 量 , ( 见 
习题 27 和 28 )， 于 是 下 列 定义 是 有 意义 的 . 


定义 非 零 子 空间 已 的 维 数 ， 用 dim 瓦 表示 ， 是 互 的 任意 一 个 基 的 向 量 个 数 ， 零 子 空 间 
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{0} 的 维 数 定义 为 零 .” 


有 R" 空间 维 数 为 n ， 及 " 的 每 个 基 由 nn 个 向 量 组 成 ，R’ 中 一 个 经 过 0 的 平面 是 2 维 的 ,一 条 
经 过 0 的 直线 是 一 维 的 . 

例 2 回忆 2.8 节 例 6 中 和 矩阵 4 的 零 空 间 有 一 个 基 包 含 3 个 向 量 . 因此 这 里 Nul4 的 维 数 为 
3. 观察 到 每 个 基 向 量 对 应 方程 4x =0 的 一 个 自由 变量 . 我 们 的 构造 方法 总 是 以 这 种 方式 产生 一 
个 基 . 因此 ， 要 确定 Nul4 的 维 数 ， 只 需求 出 hx =0 中 的 自由 变量 个 数 . 国 


定义 ”和 给 阵 有 A 的 秩 ( 记 为 rank4 ) 是 和 A 的 列 空间 的 维 数 . 


因为 4 的 主 元 列 形成 Col4 的 一 个 基 ， 4 的 秩 正 好 是 4 的 主 元 列 的 个 数 . 
例 3 确定 矩阵 的 秩 


2 5 -3 -4 8 
A414 7 -4 -3 9 
6 9 -5 2 4 
0 -9 6 5 -6 
2 5 -3 -4 8 2 5 -3 -4 8 
4 0-3 2 5 -7| 10-3 2 5 -7 
0 -6 4 14 -20 0 0 0 4 -6 
0 -9 6 5 -6 0 0 0 0 0 
i 列 个 个 
矩阵 4 有 3 个 主 元 列 ， 因 此 rank A=3. | 


从 例 3 的 行 化 简 可 见 在 hx =0 中 有 两 个 自由 变量 , 因为 4 的 五 列 中 有 两 列 不 是 主 元 列 .( 非 
主 元 列 对 应 于 hx =0 中 的 自由 变量 . ) 由 于 主 元 列 的 个 数 加 上 非 主 元 列 的 个 数 正好 是 4 的 列 数 ， 
Col A 和 Nul 4 的 维 数 有 如 下 有 用 的 关系 .( 详细 内 容 见 4.5 节 的 秩 定 理 .) 


定理 14 〈 秩 定理 ) 
如 果 一 矩阵 4 有 7 列 ， 则 rank4+dim NulA=n. 


下 面 的 定理 在 应 用 中 很 重要 ， 并 在 第 5 章 和 第 6 章 中 用 到 . 该 定理 (在 4.5 节 中 证 明 ) 当 
然 是 很 显明 的 ， 若 你 想到 p 维 子 空间 同 构 于 恨 ?* . 由 可 道 算 阵 定理 知 ，R? 中 的 p 个 向 量 线性 无 
关 ， 当 且 仅 当 这 p 个 向 量 也 生成 R?. 


定理 15 ( 基 定 理 ) 
设 玉 是 民 " 的 p 维 子 空间 ， 昌 中 的 任何 恰好 由 jp 个 成 员 组 成 的 线性 无 关 集 构成 日 的 一 个 基 . 
并 且 ， 万 中 任何 生成 玉 的 p 个 向 量 集 也 构成 甩 的 一 个 基 . 


加 ” 零 子 空间 无 基 ( 因为 零 向 量 本 身 构 成 一 个 线性 相关 集 ) . 
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秩 与 可 逆 和 矩阵 定理 

各 种 与 矩阵 相关 的 向 量 空间 的 概念 为 可 逆 矩 阵 定理 提供 了 更 多 的 命题 . 下 面 给 出 2.3 节 原 
定理 的 后 续 命 题 . 


定理 ( 可逆 矩 阵 定 理 ( 续 )) 

设 A 是 一 nxn 矩 阵 ， 则 下 面 的 每 个 命题 与 4 是 可 逆 和 矩阵 的 命题 等 价 : 
m，A 和 的 列 向 量 构 成 及 "的 一 个 基 . 

n. ColA=RR". 

. dim Col A=n. 

. Tank A=n. 

. Nul A= {0}. 

dim Nul A =0. 


证 ”根据 线性 无 关 和 生成 的 概念 ， 命 题 ( m ) 逻辑 上 与 命题 (e) 和 (h) 等 价 . 其 他 五 个 

命题 通过 简单 推导 以 如 下 关系 与 定理 以 前 的 命题 相连 : 
(g)=>(n)=o(0)=(p)=(r)=(g)= (d) 

命题 (g ) 认为 方程 hx =b 对 每 一 属于 RR 的 b 有 至 少 一 个 解 ， 由 此 可 以 推出 (n)， 因为 Col4 确 
实 是 所 有 5 的 集合 ， 满 足 方程 hx =4b 相 容 的 条 件 . 命题 (n ) 一 (o) 一 (p) 是 因为 维 数 和 秩 的 
定义 . 如 果 4 的 秩 是 n ， 即 4 的 列 数 ， 则 根据 秩 定 理 得 dim Nul 4h =0， 因 而 Nul4 =1{0}. 于 是 有 
(p) 一 (人 r) 人 一 (qd). 同时 ， 由 命题 (gq) 推出 方程 hx =0 只 有 平凡 解 ， 即 命题 (d) .因为 已 知 
命题 (d) 和 (g) 与 4 是 可 逆 矩 阵 的 命题 等 价 ， 从 而 定理 证 毕 . 国 

数值 计算 的 注解 ”本 教材 中 讨论 的 许多 算法 有 助 于 概念 的 理解 和 手工 进行 简单 的 计 

算 . 然而 这 些 算法 通常 不 适 于 处 理 现 实生 活 中 的 大 规模 问题 ， 

计算 秩 的 算法 是 一 个 很 好 的 例子 . 表面 上 看 将 算 阵 简化 为 阶梯 阵 后 数 主 元 是 很 容 
多 的 事情 . 但 除非 是 对 元 素 精 确 指定 的 给 阵 进行 算术 运算 ， 行 运算 可 以 明显 改变 一 个 
矩阵 的 秩 . 例如 ， 似 如 姑 降 | "|+ x 的 值 在 计算 机 中 不 是 存 为 7,， 那么 它 的 秩 可 能 是 


了 补品 


1 或 2， 取决 于 计算 机 是 否 视 x-7 为 零 ， 
在 实际 应 用 中 ， 通 常 使 用 4 的 奇异 值 分 解 有 效 地 确定 矩阵 A 的 秩 ， 在 7.4 节 中 将 
会 讨论 . 
练习 题 
1. 确定 由 向 量 wv,v, 生 威 的 民 ? 的 子 空间 甩 的 维 数 . ( 首先 找 及 的 基 . ) 


2 3 一 ] 
Vl 三 一 8 ， Vy; 一 一 7 ， V3 三 6 
6 —] -7 
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2. R | | #[z],=|3| x 是 什么 ? 

3， RR 是 否 可 能 包含 4 维 子 空间 ? 为 什么 ? 

习题 2.9 


习题 1~2 给 出 坐标 向 量 [x]s 和 基 6B , 求 向 量 x . [yls 和 [zjs. 
像 练 习题 2 一 样 用 图 示 说 明 你 的 答案 . 


|] 
HE 


习题 3~6 中 ，x 属于 一 个 基 为 B= {bi,b,} 的 子 
空间 及 ， 求 出 x 相对 于 8 的 坐标 向 量 . 


人 
| 党 ” 习题 9~12 给 出 矩阵 4 及 其 阶梯 阵 , 求 ColA 和 
4 | eb ,| Nul A 的 基 ， 并 求 其 维 数 
5 
| -3 4 er gS 5 
5. b=| 5|,b,=|-7|,x=|10 2 油 ， 二 |  0 0 包 
= 5 = = 站 
3 7 11 四 
6. ,| 1| ,5 =| 5|,x=| 0 ts | 
-4 _6 7 | = 
3 -l 7 4 4 和 和 裤 
x Wl hE sda ne 
使 用 图 形 估算 [w]s 和 [x]s. 用 你 估算 的 [x]s 和 a TU 
{b.,b,} 计算 x 来 验证 [x]s. : 9 0122 
0 0 00 0 


OOOPCM— 
(> 
[a 
ph 
[a 


We 2 \ 
8， 设 5 -| 了-| -| 站 7- 外 <=| zl 

B={b,b;}. 使 用 图 形 估 算 [xjs,[y]。 和 [z]。. 用 

你 估算 的 [yjs,[zj]s 和 {b.,b,} 计算 和 xz 来 验证 
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1 2 -4 3 3 d. 4 的 列 空间 的 维 数 是 rank 4. 

12. 4-| 1 e. 车 万 是 RR" 中 的 p 维 子 空间 ， 则 矿 中 的 p 
4 $3 J 个 线性 无 关 向 量 组 成 的 集合 构成 互 的 基 . 
a 在 习题 19~24 中 ， 给 出 回答 的 证 明 或 构造 
900 1.2 0 19. 大 hx =0 的 解 空间 有 一 个 由 3 个 向 量 组 成 的 

“Io0o0 0 0 -5 基 ，A4 为 5x7 矩阵 ，A 的 秩 是 多 少 ? 
00 0 0 0 20. 知 4x5 矩阵 的 零 空 间 是 3 维 的 ， 它 的 秩 是 多 
习题 13~14 中 , 求 给 定向 量 生成 的 子 空间 的 一 少 ? 

个 基 及 该 子 空 间 的 维 数 . 21. 一 个 7x6 矩阵 4 的 秩 是 4，Ahx =0 的 解 空 间 维 

11[-31f 21[-4 数 是 多 少 ? 
13 | 了 | -1 5 22. 证 明 若 5 个 向 量 生 成 RR' 中 的 5 维 子 空间 ， 则 
“| 4 它们 线性 无 关 . 
人 23. 构造 一 个 dim Nul4=2 和 dim Col4=2 的 3x4 
a em 

I4. | hb eh o 24. 构造 一 个 秩 等 于 1 的 4x3 和 矩阵. 


5 0 8 7 | | -5$ 


. 设 -- 3x5 和 矩阵 4 有 三 个 主 元 列 . 是 否 Col4= 


Ri” 是 硅 Nui4 = 及 *? 解释 原因 . 


. 设 一 4x7 矩阵 4 有 三 个 主 元 列 . 是 否 Col Ah = 


R ? Nul4 的 维 数 是 多 少 ? 解释 原因 . 
习题 17~18 中 , 标 出 每 个 命题 的 真 假 , 给 出 理 


. 这 里 4 是 mxn 矩阵. 
. a. 若 B={v…,v,} 是 子 空间 且 的 一 个 基 ， 


X=cwi+…+Cpp,。， 则 cc,…,cs, 是 x 相对 基 
8 的 坐标 . 

b，R” 中 的 每 一 直线 是 一 维 的 尺子 空间 . 

.Col 4 的 维 数 是 4 的 主 元 列 的 个 数 ， 

.ColA 和 Nul 4 的 维 数 之 和 等 于 4 的 列 数 . 

e, 硅 p 个 向 量 生成 RR" 中 的 p 维 子 空间 瑟 , 则 
这 pp 个 向 量 构成 五 的 基 . 


人 


= 


. a. 车 B={y,…,v,} 是 子 空间 及 的 一 个 基 ， 则 


H 中 的 每 个 向 量 可 以 写成 8 中 向 量 的 惟一 
线性 组 合 形式 . 

b. 大 B={y,,…,v,} 是 RR" 中 的 子 空间 五 的 基 ， 
则 映射 xpc3 [x]js 使 石和 R? 的 形态 一 样 . 

c，Nul 4 的 维 数 是 方程 hx =0 中 的 变量 个 数 . 


20. 


27. 


28. 


29. 


. 设 一 nxp 和 矩阵 4 的 列 空间 是 p 维 的 ,解释 为 


什么 4 的 列 向 量 一 定 线性 无 关 . 

假设 4 的 第 1，3, 5 和 6 列 向 量 线性 无 关 (但 

不 必 是 主 元 列 ) 且 4 的 秩 是 4， 解释 为 什么 这 

4 个 列 向 量 一 定 是 4 的 列 空间 的 一 个 基 . 

假设 向 量 b,...,b, 生成 一 个 子 空间 W ， 

{a1,…,@4} 是 任 一 W 中 包含 多 于 p 个 向 量 的 向 

量 集 ， 完 成 下 面 的 论述 ， 证 明 {a1,…,a,} 一 定 

是 线性 相关 的 . 首先 记 B=[b，… 14= 

[a a,]. 

a. 解释 为 什么 对 每 一 向 量 aj , 存在 一 个 R? 中 
的 癌 量 c ,使 得 a,;= Be,. 

b. 设 C=[ce，… cy] ,解释 为 什么 存在 一 个 非 
等 向 量 w 使 得 Cu=0. 

c. 使 用 B 和 CC 证 明 hwn=0， 从 而 证 明 4 的 列 
向 量 是 线性 相关 的 ， 

使 用 习题 27 证 明 : 如 果 A 和 8B 是 人 R" 中 一 子 空 

间 W 的 基 ， 则 A 不 可 能 包含 比 8 更 多 的 向 量 ， 

相反 地 ，8B 也 不 可 能 包含 比 .A 更 多 的 向 量 . 

[M] 设 万 =Span{vi,v2},85={v,v2} ,证 明 x 属于 

H ， 并 求 x 相对 8 的 坐标 向 量 . 
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11 14 19 -6 8 -= 4 
_5 _8 _13 4 _3 5 7 
or lh” | i Me | ol Be feel Ee a 
7 10 15 4 了 3 3 


30. [M] 设 H =Span{vi,v2,v3},B = {v1,v2,v3} ,证 明 B 
是 有 HH 的 基 , x 属于 五 ,并 求 x 相对 B 的 坐标 癌 
量 . 


练习 题 答案 


1. 构造 4=[w V2 v3]， 使 由 vi,v2,v3 生 成 的 子 空间 是 4 的 列 空间 . 这 一 空间 的 一 组 基 是 4 的 主 元 列 . 
2 3 =l 之 3 三 ] 2 3 =l 
4=|-8 -7 6|~|0 : 有 汪 
6 -1 -7 0 -10 一 0 0 0 
由 此 4 的 前 两 列 是 主 元 列 ， 构 成 互 的 基 ， 所 以 dim H =2. 


着 [xl =|2 | 则 x 是 基 向 量 的 线性 组 合 ， 权 为 3 和 2. 


1 . i 
x=3Db+2b,=3 十 之 ee = 2 
0.2 1 2.6 


基 {b, ,b,} 确定 及 "的 坐标 系 ， 在 图 中 用 格子 表示 . 注意 x 在 bb 方向 是 3 个 单位 ，b, 方 向 是 2 个 单位 . 


3. 4 维 空间 包含 一 个 有 4 个 线性 无 关 向 量 的 基 ， 这 在 R! 中 是 不 可 能 的 . 因 RR 中 任意 线性 无 关 集 不 超过 3 


个 向 量 . RR 中 任意 子 空间 的 维 数 不 超过 3， 空 间 及 3 本 身 是 有? 仅 有 的 3 维 子 空 间 . 其 他 子 空间 的 维 数 
sy 
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更 2 莫 


UL -一 一 


第 2 章 补 充 习 题 


1. 设 在 以 下 命题 中 提 到 的 矩阵 有 适当 的 维 数 . 标 

出 各 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 

a. 若 4 和 8 都 是 请 xn 和 矩阵 ， 则 4B” 和 4'B 都 

有 定义 . 
b. 若 4B=C 而 C 有 2 列 , 则 4 有 2 列 . 
c. 将 矩阵 B 以 对 角 元 素 非 零 的 对 角 和 矩阵 4 左 
乘 ， 等 于 对 8 的 各 行进 行 标 量 梯 法 . 

d. 若 BC=B8D，,， 则 C=D. 

e. 若 A4C=0， 则 4=0 或 C=0. 

f. 车 4、B 都 是 nxn 和 矩阵， 则 (4+B)(4--8)= 
A’—8B’. 
一 个 初等 nxn 和 矩阵 有 nn 或 n+1 个 非 零 元 素 . 
h. 初等 矩阵 的 转 置 也 是 初等 矩阵 . 
i. 初等 矩阵 必定 是 方 阵 . 
. 每 个 方 阵 是 初等 矩阵 的 积 . 
. 若 A4 是 3x3 矩阵， 有 3 个 主 元 位 置 ， 存 在 

初等 矩阵 ,…,E, 使 E,…EA=1. 
1. 若 4B8=7， 则 4 可 逆 . 
m. 若 4 和 中 是 可 逆 抢 阵 ， 则 4B 可 逆 且 (4B)” 

= 4 

n. 车 4B=BA 有 目 4 可 逆 ， 则 4"B=BA . 
o, 若 A 可 道生 rx0， 则 (xh)” =ra4. 
1 


0 
0 


0 


Fa (ee 


.看 4 是 3x3 和 抢 阵 且 方 程 hx =| 0| 有 惟一 解 ， 


"号 


则 4 可 首 . 


[4 5 
2. 求 矩 阵 C 使 C -| | 
0 0 0 
1 0 0 
0 1 0 
计算 乘积 (人 -4)T+A4+A42)， 
4. 设 对 某 个 rz>1，4"=0,， 求 7-A4 的 道 . 
5. 设 z 上 xn 矩阵 4 满足 方程 4 -24+7=0， 证明: 
4 =34-27，4=44-37. 


3. 设 4= ， 证 明 43 =0 ， 利 用 和 矩阵 代数 


To fo 有 
6. 设 4=|， 0a ,| 它们 是 Pauli spin 和 矩 


阵 ， 在 量子 力学 的 电子 旋转 研究 中 有 应 用 . 证 
明 :42=7, B=1, 有 日 4B=-BA ,和 矩阵 满足 4B = 
-BA 称 为 负 交 换 的 . 


1 3 8 -3 5 
2 4 11I ,B=| 1 5 
3 4 


1 2 5 
求 4-1B ，( 提 示 : 4-'B 是 方程 4X =8B8 的 解 .) 


8. 求 矩阵 4 使 变换 hy Ax 所 | | 和 四 分 别 变 为 


7. 设 4= ， 不 通过 计算 4 


日 和 时 . (提示: 写 个 包含 矩阵 4 的 方程 ， 并 


把 它 解 出 来 . ) 
、 5 4 7 3 

9. 受 48=| ia-|， | 求 4. 

10. 设 4 可 道 . 说明 为 什么 4'4 也 可 道 , 然后 证 明 
A =(A'A)'AT. 

11. 设 xx 为 固定 的 数 ， 下列 矩阵 称 为 范 德 莹 
德 算 阵 ， 在 信和 号 处 理 、 纠 错 码 以 及 多 项 式 插值 
中 都 有 应 用 . 


1 如 x Pi Xr 
-| 
1 x x x 


给 定 R" 中 y=(%,y2…,y:) ， 设 R" 中 c=(eo， 
C1,…, Cr) 满足 Ve =y ， 定 义 多 项 式 
p(t)=co tott+cet ++ et" 

a. 证 明 p(x)= yi,p(x2)=y2…,p(Xa)=y,， 称 
PD 为 点 (Xi, 六 1)…,(X,yr) 的 插值 多 项 式 ， 
因 p(t) 的 图 像 通过 这 些 点 . 

b. 设 ze 为 相 异 的 数 , 证 明 V 的 列 是 线 
性 无 关 的 ，( 提示 : 一 个 -1 次 多 项 式 至 多 
能 有 多 少 个 零点 ? ) 

c. 证 明 : 大 为 ,加 为 相 异 的 数 , 而 y…,y, 是 


征 摩 化 改 
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任意 数 ， 则 存在 一 个 过 点 (7 (mn) 
是 次 数 <n-1 次 的 插值 多 项 式 . 
12. 设 A=LU ， 其 中 世 是 可 逆 下 三 角 和 矩阵 ，U 是 
上 三 角 和 矩阵 , 说 明 为 什么 4 的 第 一 列 是 工 的 第 
一 列 的 倍数 . 4 的 第 二 列 和 工 的 列 有 何 关 


系 ? 

13. 给 定 w 属 于 R"，w'™u=1， 设 P=uwu' (外 积 )， 
而 O=7-2P， 证明: 
a. P*=P b. P'=P oj QO’=1 


变换 x Fy Px 称 为 一 个 投影 ，x FH> Qx 称 为 
索 斯 霍 尔 德 反射 . 这 样 的 反射 在 计算 机 程序 
中 用 来 在 一 个 向 量 (通常 是 矩阵 的 列 ) 中 产生 


更 多 的 零 . 
0 1 
14. 设 w=|0| 和 x=|5|, 确定 如 习题 13 中 的 P 和 
1 3 


Q 并 计算 Pr 和 Crxr ,图 2-29 说 明 Qx 是 x 关于 
xixs 平面 的 反射 . 

15. 设 C=EE,E1B8, 其 中 EE,E,,E; 是 初等 矩阵 ， 说 
明 为 什么 C 行 等 价 于 B. 

16. 设 A 是 nxn 奇异 矩阵， 如 何 构造 一 个 nxn 非 
零 答 阵 B 使 AB=0? 

17. 设 A 是 一 6x4 矩阵， 下 是 一 4x6 矩阵， 证 明 
6x6 和 矩阵 4B 不 可 逆 . 


| 


Ox 
图 2-29 关于 平面 x=0 的 豪 斯 霍 尔 德 反 射 


18. 设 4 是 5x3 矩阵， 存在 3x5 和 矩阵 C 使 得 
C4=7 ， 又 设 对 以 : 中 某 个 b， 方程 Ax =b 有 
至 少 一 个 解 ， 证 明 方程 的 解 是 惟一 的 . 

19. [M] 某 些 动力 系统 可 借助 矩阵 的 戎 来 研究 ， 如 
下 所 示 . 给 定 下 列 和 矩阵 4 与 刀 ， 确 定 当 大 增加 
时 (例如 k=2,…,16 )，4 与 及 有 何 变化 ， 识 
别 4 和 至 有 什么 特点 ? 研究 类 似 和 矩阵 的 寡 , 提 
出 关于 这 类 和 矩阵 的 猜想 . 

0.4 0.2 0.3 1 
A=|0.3 0.6 0.3|,B=|0.1 0.6 0.3 
0.3 0.2 0.4 0.9 0.2 0.4 

20. [MJ] 设 4, 为 axz 矩阵 ， 主 对 角 线 各 元 素 为 0 而 
其 他 元 素 为 1， 对 n=4,5,6 计算 4;! ， 对 值 更 大 
的 n ， 提 出 关于 一 般 的 h; 的 猜想 . 


第 3 和 章 行 列 式 


介绍 性 实例 ”解析 几何 中 的 行列 式 


行列 式 是 一 个 数 ， 它 由 一 些 数字 按 一 定 方式 排 成 的 方 阵 所 确定 . 
这 个 思想 早 在 1683 年 和 1693 年 就 由 日 本 数学 家 关 孝 和 与 德国 数学 家 
莱 布 尼 茨 提出 ,大约 比 形成 独立 体系 的 矩阵 理论 早 160 年 . 多 年 以 来 ， 
行列 式 主要 出 现在 线性 方程 组 的 讨论 中 . 

在 1750 年 ， 瑞 士 数学 家 克拉 默写 了 一 篇 文章 指出 行列 式 在 解析 
几何 学 中 很 有 用 处 . 在 那 篇 文章 中 ,克拉 默 使 用 行列 式 构造 z 平面 中 
的 某 些 曲线 方程 组 ， 而 且 他 给 出 了 著名 的 用 行列 式 求解 nxn 方程 组 
的 克拉 上 默 法 则 ,随后 在 1812 年 ， 柯 西 ( Cauchy ) 发 表 了 一 篇 文章 ， 
文中 他 使 用 行列 式 给 出 计算 多 个 多 面体 体积 的 行列 式 公 式 , 并 将 这 些 
公式 与 早期 行列 式 的 工作 联系 起 来 .在 柯 西 研究 的 “水 晶体 ”中 有 图 
3-1 的 四 面体 和 图 3-2 的 平行 六 面体 . 若 平行 六 面体 的 顶点 是 原点 
0=(0,0,0),m = (ai,bi,c1),v2 = (a2,b2,c2)V3 =(@3,b,c3) , 则 它 的 体积 是 下 
面 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 的 绝对 值 . 


ax+hbyt+c1z=0 


asx+b,y+c2z=0 
asax+by+c3z=0 
柯 西 在 解析 几何 中 使 用 行列 式 的 工作 激发 了 人 们 对 行列 式 应 用 的 强烈 兴趣 ,持续 了 大 约 100 年 有 关 
这 些 内 容 的 摘要 可 以 在 20 世纪 初 由 米尔 ( Thomas Muir ) 写 的 四 卷 论 著 中 查 到 . 


图 3-1 四 面体 图 3-2 ”平行 六 面体 


在 柯 西 的 年 代 ， 人 们 生活 简单 ， 和 矩阵 规模 不 大 ， 行 列 式 在 解析 几何 和 数学 其 他 分 支 中 都 起 着 重要 的 
作用 . 现在 ,虽然 行列 式 对 经 常 出 现 的 大 规模 矩阵 计算 而 言 不 具有 太 大 的 数值 意义 , 但 是 行列 式 公式 仍 给 
出 关于 矩阵 的 重要 信息 ， 并 且 行 列 式 的 知识 在 线性 代数 的 一 些 应 用 当中 是 很 有 用 的 . >>>>>>>》 


本 章 有 三 个 目标 : 对 方 阵 4, 证 明 4 可 道 的 判别 准则 ， 这 与 4 的 元 素 而 不 是 4 的 列 有 关 ; 
给 出 计算 4- 和 A 5b 的 公式 , 这 在 理论 上 是 有 用 的 ; 导出 本 章 介绍 的 行列 式 的 几何 解释 . 第 一 个 
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目标 在 3.2 节 中 完成 ， 另 两 个 目标 在 3.3 节 中 完成 . 
3.1 行列 式 介绍 


针对 2.2 节 中 的 结论 ， 我 们 回顾 一 个 2x2 矩阵 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 它 的 行列 式 非 零 . 为 了 
将 这 个 有 用 的 结果 推广 到 更 大 的 矩阵 ， 我 们 需要 对 nxm 抢 阵 的 行列 式 给 出 一 个 定义 .我 们 可 以 
通过 观察 对 一 个 可 逆 的 3x3 垂 阵 4 做 行 化 简 时 会 出 现 什么 结果 来 发 现 3x3 和 矩阵 的 行列 式 的 定义 . 
考虑 4=[oij a 0 ，4 的 第 二 行 和 第 三 行 都 乘 以 au ,然后 再 分 别 减 去 第 一 行 适当 的 倍数 ， 
则 4 行 等 价 于 下 面 两 个 矩阵 : 
U1] 12 Ui3 dll Ui2 好 13 
区 人 IC22 A142 


(1) 


"ul 


dd22 一 CI2C21 QI1023 ~ A13021 


Cil1C31 did Alld33 0 dlid32 一 Ci2031 CI1033 ~ A13Q31 


由 于 4 可 道 , (1) 式 右边 矩阵 中 (2,2) 和 (3,2) 位 置 的 值 不 同时 为 0. 不 妨 假设 (2.2 ) 位 置 的 
值 不 等 于 零 ( 否则 ， 可 以 做 一 个 行 交换 变 成 这 种 情形 ) . 第 三 行 乘 以 mio - aa,, ， 再 对 这 个 新 
的 第 三 行 加 上 第 二 行 乘 以 一 (QuGaz 一 Ca2G3l) ， 这 样 就 有 


All C12 U3 
A~|0 CiC22 A CC23 一 Ci3G21 


0 0 CI 从 


这 里 
A = QQ2G33 + 00G23031 + QA13G2143 一 GI1G23032 一 Qia2G21G33 一 03C22031 (2 ) 
由 于 4 可逆，A 一 定 不 等 于 零 . 反之 亦 然 ， 我 们 将 在 3.2 节 中 看 到 这 个 结论 . 我 们 称 (2 ) 式 中 
的 A 为 3x3 矩阵 4 的 行列 式 . 
回忆 2x2 矩阵 4=[a] 的 行列 式 ， 即 det A = qua» 一 GaC21 . 对 1x1 矩阵 ， 如 4=[a)]， 定义 
det A=au. 为 了 将 行列 式 的 定义 推广 到 更 大 的 和 矩阵, 我 们 将 利用 2x2 行列 式 来 重 写 上 面 叙 述 的 
3x3 行列 式 A. 因为 A 中 的 项 可 以 写成 


(al 1022033 一 QI1G23G32 ) 一 (ai2G21G33 一 Qi2023G31 ) 十 (Qi3Gz1032 一 2153022031) 
C22 4d33 C21 23 G71 dad 
人 = A1] det — dl :det 二 13 :det | ” 
Q32 U3 C31 33 (31 G3 
为 了 简单 ， 可 写成 
A = a :det A — ai, : det A,, 十 Cia .det A,; ( 3 ) 


这 里 4 ，4a2，4 由 4 中 划 去 第 一 行 和 三 列 中 之 一 列 而 得 到 . 对 任意 方 阵 4, 令 4 表示 通过 划 
掉 4 中 第 : 行 和 第 了 列 而 得 到 的 子 和 矩阵 ， 比 如 ， 若 


1 -2 5 0 
|2 0 4 -1 
3 1 0 7 

0 4 -2 0 


则 &, 通过 划 掉 第 三 行 和 第 二 列 而 得 到 
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1-2 5 0 
2 0 4 -| 
3 10 7 
04-2 0 
即 
1 5 0 
2 4 -1 
0 -2 0 
现在 我 们 可 以 给 出 行列 式 的 一 个 递归 定义 . 当 n=3 时 , 像 上 面 的 (3 ) 式 , det 4 由 2x2 子 和 矩阵 4， 
的 行列 式 来 定义 . 当 n=4 时 ，det4 由 3x3 子 和 矩阵 4 来 定义 . 一 般 情形 ， 一 个 nxn 行 列 式 由 
(n 一 x(n 一 了 DD) 子 和 矩阵 的 行列 式 来 定义 . 


A = 


定义 ” 当 n 风 2，nxn 和 矩阵 A=[a;] 的 行列 式 是 形 如 taij det Aij 的 个 项 的 和 ， 其 中 加 号 和 减 
号 交替 出 现 ， 这 里 元 素 Ul CI2 ， an 米 自 4 的 第 一 行 ， gp 


det 4 = Uli .det A — dl -det A 十 … 十 (一 DG， .det A 
= DC-D"™’a, det A 
f=1 


] 5 0 

| ， 1 

0 -2 0 

解 ” 计 算 det A = a :det Ahi 一 a :det Ai, + a det A. 


4 一 | 2 一 2 4 
det A=1.det 一 9.det +0.det 
| | k | |。 则 


=1(0-2)-5(0-0)+0(-4—0)= -2 
方 阵 的 行列 式 的 另 一 个 常用 记号 是 利用 一 对 竖 线 代 替 括 号 这 样 ， 出 1 中 的 运算 可 以 写成 


例 1 计算 行列 式 det4 ， 其 中 


4 1 | 1 
det 4=1. 一 和 . 十 0. Ee 
-2 0 0 0 0 -2 
为 了 叙述 下 一 个 定理 , 将 det 4 的 定义 用 稍微 不 同 的 形式 写 出 是 很 方便 的 . 给 定 A=[a;]， 
(i , 有 门 余 因子 Cy 由 下 式 给 出 
Cy =(-1)"’ det A (4) 
则 det A=an:Cut+aw:Cw +t+an :Ci 


这 个 公式 称 为 按 4 的 第 一 行 的 余 因 子 展开 式 ， 为 了 避免 元 长 的 陈述 ， 我 们 省 略 下 面 基 本 定理 的 
证 明 . 


定理 1 nxn 佐 阵 4 的 行列 式 可 按 任意 行 或 列 的 余 因 子 展开 式 来 计算 . 按 第 i 行 展开 用 (4) 
式 给 出 的 余 因 子 写法 可 以 写成 : 
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det A=aunCy +aiwCw 十 … 十 GapCa 
按 第 j 列 的 余 因 子 展 开 式 为 
det4=awiC +a2;C2; 十 十 QwCn 
(i ,六 位 置 的 余 因 子 中 加 号 或 减 号 取决 于 mw 在 矩阵 中 的 位 置 ， 而 与 aj 本 身 的 符号 无 关 ， 因 
子 (-D"/ 可 确定 下 面 符 号 的 棋盘 模式 : 


十 a 十 a 
二 十 二 
+ 一 + 


例 2 利用 按 第 三 行 的 余 因 子 展开 式 求 det A ， 其 中 


解 ” 计算 
det 4 = aaC3 + Qa3C3 + a33C33 
=(—1) as det Ast + (—1)’*’ a det As, + (—1)’? a det Ass 
-中 中 -Ca 下 中 0+2( D+0=.2 图 
4 -l 2 一 | 2 4 
定理 1 有 助 于 计算 包含 有 许多 零 的 行列 式 . 例如 ， 如 果 某 行 多 数 元 素 为 零 ， 则 按 此 行 的 余 
内 子 展开 式 就 会 有 许多 项 为 零 ， 这 些 项 中 的 余 因 子 就 不 需 计 算 . 同 理 对 多 数 元 素 为 零 的 某 列 也 
是 这 样 . 
例 3 计算 det4 ， 这 里 


3 -7 8 9 -6 
0 2 -5 7 3 


4=|0 0 1 5 0 
0 0 2 4 -l 
0 0 0-2 0 
解 ” 按 4 的 第 一 列 的 余 因 子 展开 式 中 ， 除 第 一 项 外 均 为 零 ， 从 而 
2 -5 7 3 
0 1 5 0 
det A=3- -0:Ca+0:C ~0:Ca +0:Cs 
0 2 4 -1 
0 0 -2 0 
接 下 来 在 余 因 子 展开 式 中 省 略 零 项 ， 再 利用 第 一 列 零 的 优势 ， 按 第 一 列 展开 这 个 4x4 行列 式 ， 有 


1 3 0 
detA=3.2.|2 4 -| 
0 -2 0 
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这 个 3x3 行列 式 已 在 例 1 中 算出 结果 为 -2 , 从 而 det A=3:2.(-2)=-12 图 
例 3 中 矩阵 接近 三 角 阵 ， 此 例 中 的 方法 容易 用 来 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 2 若 A4 为 三 角 阵 ， 则 detA 等 于 A 的 主 对 角 线 上 元 素 的 来 积 . 


当 某 行 或 某 列 全 为 零 时 ， 例 3 中 找 零 的 策略 效果 特别 好 ， 在 这 种 情形 下 ， 按 这 一 行 或 列 的 
余 因 子 展开 式 是 一 些 零 的 和 ， 从 而 此 行列 式 为 零 . 但 不 幸 的 是 ， 大 多 数 的 余 因 子 展开 式 并 不 是 
这 样 快 能 求 值 的 . 


数值 计算 的 注解 ” 按 现在 的 标准 来 说 ， 一 个 25x25 矩阵 还 是 小 的 . 但 是 用 余 因子 展开 
式 来 计算 一 个 25x25 行列 式 是 不 可 行 的 . 一 般 对 nxn 行 列 式 而 言 ， 余 因子 展开 式 需 要 
计算 超过 n! 个 乘法 运算 ，251 近 似 于 1.5x10”. 
若 一 个 超级 计算 机 每 秒 钟 能 够 完成 1 万 亿 次 乘法 运算 ,用 这 种 方法 计算 一 个 25x25 
行列 式 ， 它 将 需 运行 50 万 年 . 幸运 的 是 ， 稍 候 我 们 就 会 发 现 快 速 计 和 赣 的 方法 . 
在 习题 19~38 中 ， 多 数 是 2x2 情形 的 和 矩阵， 揭示 了 行列 式 的 一 些 重要 性 质 . 习题 33~36 的 
结果 将 用 来 在 下 一 节 导 出 nxn 矩阵 的 与 之 相似 的 性 质 . 


练习 题 
5 -7 2 2 
, 0 30 -4 
计算 . 
-5 -8 0 3 
0 50 -6 
习题 3.1 
利用 第 一 行 的 余 因 子 展开 式 计算 下 列 1~8 题 在 每 一 步 ， 选 择 使 得 计算 量 最 少 的 行 和 列 ， 
中 的 行列 式 . 按 第 二 列 的 余 因 子 展 开 式 再 次 计算 600 3 1 -2 5 2 
1~4 题 中 的 行列 式 . 9 172 0 0 3 0 
3 0 4 0 51 200 0 “|2 -6 -7 5 
1. 12 3 2 2. |4 -3 0 83 1 8 5 0 44 
0 5 -1 > 4 1 3 5 -8 4 4 00 0 
3. 3 1 2 4. |2 11 lo 0 1 5 2 63 0 
1 4 -1! 3 4 2 0 0 0 2 5 -8 4 -3 
2 3 4 SS -2 4 40 -7 3 -5 6 3 2 .40 
5. 14 0 5 6. I0 3 -5 0 0 2 0 0 9 0 -4 1 0 
s 1 6 2 _4 7 13. 7 3 -6 4 -8 14. |8 -5 67 1 
7.16 5 2 8. |4 03 00 9- 2 4 2 320 
9 7 3 3 -2 5 一 个 3x3 行列 式 的 展开 式 可 由 下 列 方法 记忆 ， 


利用 余 因 子 展开 式 计算 9~14 题 中 的 行列 式 ， 在 矩阵 的 右边 分 别 再 写 出 矩阵 的 前 两 列 ,通过 先 算 
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出 六 个 对 角 线 上 数字 的 乘积 ,然后 箭头 向 下 的 三 个 
对 角 线 上 数字 的 乘积 相 加 再 减 去 箭头 向 上 的 三 个 
对 角 线 上 数字 的 乘积 就 算出 了 这 个 行列 式 . 用 此 
法 计算 15~18 题 中 的 行列 式 . 

al ai a3 2 2 

Pa 223 1 A272 


a3l dd32 033 [| 9431 432 


+ 十 十 
注意 ， 这 种 方法 不 能 推广 到 4x4 或 更 大 的 矩阵 . 
30 4 0 5 1 
lS. |2 3 2 16. |4 -3 0 
0 5 -1 2 4 1 
2 -4 3 1 3 5 
i7. 3 1 2 18. |2 1 1 
1 4 -1 3 4 2 


在 习题 19~24 中 ,考察 矩阵 的 行列 式 在 初等 行 
变换 下 的 变化 , 对 每 一 个 情形 ， 说 出 是 何 种 行 变 
换 ， 再 说 出 此 变换 对 这 个 行列 式 有 何 影响 . 


a b C 过 a b a b 
19. ， 20. ， 
| ,| |: ,| |: | 民 | 
2 3 4 3 4 
|5 6| 15+3K 6+4k 


27 a b at+kc b+kd 
cd C d 


l] 1 1 k k 大 
23. |-3 8 -41,1-3 8 -4 
2 -3 2 2 -3 2 


2.2 节 ). 


上 0 0 1 0 0 
27. k ] ,| 28 k k ,| 
0 0 1 0 0 1 
0 1 0 0 0 1 
29. |1 0 0 30 
0 0 1 0 0 
利用 25~28 题 回答 习题 31 和 习题 32 中 的 问 
题 ， 给 出 答案 的 理由 . 
31. 初等 矩阵 经 过 行 替代 (即行 倍加 )， 其 行列 式 
是 什么 ? 
32. 对 角 线 上 某 元 素 乘 上 的 初等 矩阵 的 行列 式 是 
什么 ? 


在 33~36 题 中 , 证 明 det E4 = (det BE)(det4) ， 这 
里 巨 为 给 出 的 初等 矩阵 ， 4 ,| 


0 1 1 0 
33. 34. 

1 0 0 大 

] 大 1 0 
35. 36. 

0 1 k 1 


1 
37. 4-|: 中 与 出 $4 ，det54=5deth 吗 ? 


a b 
cd 
det 4 相 联 系 的 公式 . 
在 习题 39 和 习题 40 中 ，4 为 nxn 和 矩阵 ， 标 
出 每 个 命题 的 真 假 ， 验 证 每 个 回 管 . 
39. a. 一 个 nxn 行列 式 由 (n--])x(n~]) 子 矩阵 的 


38. 4-| | k 为 一 个 数 ， 找 出 detkh 与 和 


行列 式 所 定义 . 
b. 矩阵 4 的 已 旋 余 因子 是 4 中 划 掉 第 i 行 和 
第 j 列 所 得 到 的 矩阵 4 . 
40. a， det4 的 按 某 列 的 余 因 子 展开 式 是 按 某 行 展 
开 式 的 -1 倍 . 
b. 三 角形 和 矩阵 的 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 元 素 
之 和 . 


41. 若 z=| ， ,|| ， 计 算 由 w,v ,u+v 和 0 构 
成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 再 计算 [z vj 的 行列 
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42. 


43. 


式 ， 二 者 相 比 较 ， 结果 如 何 . 将 v 的 第 一 个 数 
字 换 成 任意 数 x , 重复 考虑 上 面 的 问题 ， 男 一 
个 图 并 解释 你 的 发 现 . 


se? ， -| 这 里 a ,5 ,c 是 正 数 ( 为 了 


简单 起 见 )， 计 算 由 xz ,yp ,ua+v 和 0 构成 的 平行 
四 边 形 的 面积 , 再 计算 [u vj 和 [v 中 的 行列 式 ， 
画 一 个 图 并 解释 你 的 发 现 . 

[M] det(A+ B)=detA+detB 对 蚂 ? 为 看 到 结果 
是 否 正确 ， 随 意 给 两 个 5x5 矩阵 4,B ， 计 算 


det(A+B)-detA 一 detB( 参考 2.1 节 中 习题 37). 


对 另外 3 对 不 同 的 nxn 和 矩阵， 重复 上 述 计算 ， 
报告 你 的 结论 . 


44. TM] det AB = (det A)(det B) 对 吗 ? 像 43 题 一 样 用 
练习 题 答 案 
充分 利用 0， 开始 先 按 第 3 列 的 余 因 子 展开 成 为 3 阶 行列 式 ， 对 此 再 按 第 一 列 展 开 : 


3.2 


5 -7 2 2 


0 3 
0 30 ,3 
=(-D2.21-5 -8 
-5 -8 0 
0 5 
0 5 0 6 


45. 


46. 


-4 
3 
-6 


4 对 随机 矩阵 来 检验 ， 并 给 出 一 个 猜想 . 

[M] 随 意 构 造 一 个 元 素 均 为 从 -9 到 9 的 整数 的 
4x4 和 矩阵 ,计算 det4 , det4- ,det(-4) ， det(24) 
和 det(104). 对 另外 两 个 随机 的 4x4 整数 矩阵 
重复 以 上 计算 , 给 出 这 些 行列 式 之 间 关 系 的 一 
个 猜想 ，( 参考 2.1 节 习 题 34. ) 用 几 个 随机 的 
5x5 和 6x6 整数 矩阵 来 检验 你 的 猜想 ， 生 有 必 
要 的 话 ， 修 正 你 的 猜想 ， 报 告 你 的 结果 . 

[M] det4- 与 det4 关系 如 何 ? 用 随机 的 nxn 整 
数 矩 阵 来 检验 (n=4,5 ,6). 并 做 出 猜想 . 

注 ; 万 一 你 遇 到 det4=0 的 情形 , 化 简 和 矩阵 4 
成 阶梯 形 的 情形 ， 再 讨论 你 的 发 现 . 


_4 
-2 


241 7 3 
=2.(-D (一 >) 1 6 


计算 中 倒数 第 2 步 中 的 (-D* 是 由 3x3 行列 式 中 -5 的 (2,1) 位 置 决定 的 ， 


行列 式 的 性 质 


行列 式 的 奥秘 在 于 当做 行 变换 时 它 如 何 变化 . 下 列 定理 推广 了 3.1 节 中 习题 19~24 的 结果 ， 
其 证 明 在 本 节 末 尾 . 


定理 3 !( 行 变换 ) 
令 4 是 一 个 方 阵 ， 


a 若 h 的 某 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 得 矩阵 B， 则 det B= det4. 
b, 著 4 的 两 行 互 换 得 矩阵 如 ， 则 det B=-detAh. 
c 若 的 某 行 乘 以 天 倍 得 到 答 阵 B， 则 det B= 上 .detAh. 


下 列 例子 展示 如 何 利用 定理 3 来 有 效 地 计算 行列 式 . 


1 -4 2 
例 1 计算 det4 ， 其 中 4=|-2 8 -9 
-1 7 0 


解 ” 思 路 是 先 将 4 化 简 成 阶梯 形 , 再 利用 三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 对 角 线 上 元 素 之 积 的 知 
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识 . 针对 第 一 列 的 前 两 次 行 倍加 均 不 改变 行列 式 的 值 . 


1 -4 ?311-4 2 | -4 2 
det 4=|-2 8 -9|= 0 -5 =I0 0 -5 
-1] 7 0-1 7 00 3 2 
交换 第 2 行 与 第 3 行使 行列 式 取 反 号 ， 即 
1 -4 2 
det4=-|0 3 2|=-(D(3)(-5)=15 图 
0 0 -5 
计算 行列 式 时 ， 通 常 利用 定理 3(c) 将 某 一 行 的 公 因 子 提 出 来 ， 如 : 
六 炒 米 米 冰 米 
Sk -2k 3K=KS -2 3 
水 来 炒 米 来 米 
这 里 用 星 号 标记 的 元 素 不 变 . 在 下 例 中 用 此 方法 . 
2 -86 8 
、 、 |13-9 5 10 
例 2 ”计算 det4 ， 这 里 4= a 
1 -4 0 6 


解 ”为 简化 计算 ， 设 法 使 左上 角 为 1， 可 将 第 1 行 与 第 4 行 交换 ， 也 可 由 第 1 行 提出 因子 
2， 再 对 第 1 列 做 行 倍加 


1 -4 3 4 1 -4 3 4 
de 3 -9 5 10| _ 0 3 -4 -2 
-3 0 1 -2 0 -12 10 10 
1] -4 0 6 0 0 -3 2 
然后 ， 可 再 从 第 3 行 中 提出 2， 或 利用 第 2 列 中 的 3 作为 一 个 主 元 . 此 处 ,我 们 用 后 者 ,将 第 2 
行 的 4 倍加 到 第 3 行 : 
1] -4 3 4 
det A=2| J 
0 0 -6 2 
0 0 -3 2 
最 后 ， 将 -1/2 倍 的 第 3 行 加 到 第 4 行 ， 再 计算 这 个 “三 角形 ”行列 式 得 : 
1] -4 3 4 
det A=2| -2.0).0).06).0) = -36 国 
0 0 -6 2 
0 0 0 1 
车 一 个 方 阵 4 被 行 倍加 和 行 交换 化 简 为 阶梯 形 U .( 这 总 是 可 以 做 到 的 ， 见 1.2 节 行 化 简 算 
ao 


法 )， 且 此 过 程 经 过 了 > 次 行 交换 ， 则 定理 3 表明 
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det A=(~1)'d 


由 于 U 是 阶梯 形 , 它 是 三 角 阵 ,因此 detU 是 主 对 角 线 上 的 元 素 1,…,u 的 乘积 . 若 A 可 道 ， 
则 元 素 wu 都 是 主 元 ( 因为 4~ 1, 且 w 没 有 被 倍 乘 变 为 1 ). 否则 ,至少 有 wu 等于零 ,乘积 如 um 
为 零 . 见 图 3-3. 
来 来 米 
0 mm * 
0 0 .8 
det 了 关 0 


加 六 六 来 


DD RR 


0  * 水 


0 .00 a 
0 .00 0 
det U=0 


图 3-3 标准 的 阶梯 形 方 阵 
从 而 有 以 下 公式 


(~-D".(U 的 主 元 乘积 ) 当 4 可 逆 (1) 


当 4 不 可 道 
注意 到 下 列 有 趣 的 情形 : 尽管 上 述 中 的 阶梯 形 U 是 不 惟一 的 ( 因为 它 并 没有 经 过 完全 的 行 简 
化 )， 主 元 也 不 是 惟一 的 ， 但 除了 差 一 个 负 号 外 ， 这 些 主 元 的 乘积 是 惟一 的 . 
公式 〈1) 不 但 给 出 det 4 的 一 个 具体 的 解释 ， 还 证 明了 本 节 的 主要 定理 : 


定理 4 阵 A 是 可 送 的 当 且 仅 当 det A0. 


定理 4 把 语句 “det4#=0” 增 加 到 可 逆 和 矩阵 定理 中 . 一 个 有 用 的 推论 是 若 4 的 列 是 线形 相 
关 的 ， 则 det4=0. 而 且 若 4 的 行 是 线形 相关 的 ， 则 det 4 =0.( 4 的 行 是 47 的 列 ， 由 47 的 列 
线性 相关 可 推出 4' 是 奇异 的 . 当 4-" 是 奇异 矩阵 时 ， 由 可 逆 和 矩阵 定理 可 知 ，4 也 是 奇异 的 . ) 在 
实际 问题 中 ， 当 两 行 或 两 列 是 相同 的 或 者 一 行 或 一 列 是 零 时 ， 则 线形 相关 是 显然 的 . 


3 -1 2 -5 
例 3 计算 det4，4-| 0 53 -地 | 
-6 7 -7 4 
-5 -8 0 9 
解 将 2 倍 的 第 1 行 加 到 第 3 行 ， 得 
3 -| 2 -5 
det A = det 0 =0 
0 5 -3 -6 


-3 -8 0 9 


这 是 因为 第 二 个 矩阵 的 第 2 行 和 第 3 行 相 等 . 国 


数值 计算 的 注解 
1 对 一 般 的 憩 阵 A， 许 多 计算 det A 的 计算 机 程序 使 用 上 面 公式 (1) 的 方法 . 
2， 可 以 证 明 一 个 nxn 行 列 式 利用 行 变 换 展 开 大 约 需 要 2n 13 次 算术 运算 ,任何 现 
代 微 型 计算 机 可 以 在 不 到 一 秒 钟 内 计算 一 个 25 x 25 行列 式 ， 因 为 仅 需 大 约 10 000 次 
运算 . 
充分 利用 出 现 的 多 个 零 ， 利 用 特别 的 指令 ， 计 算 机 还 可 以 处 理 大 的 “稀疏 ”和 矩阵 . 当然 ， 
零 元 素 可 加 快手 算 过 程 . 下 例 的 计算 中 结合 了 行 变换 的 优势 和 3.1 节 中 余 因 子 展开 中 利用 零 元 
素 的 技巧 . 
0 1 2 -Il 
2 5 -7 3 
0 3 6 2| 
-2 -9 于 20 
解 ” 开 始 最 好 是 利用 第 1 列 中 的 2 作为 一 个 主 元 ， 消 去 下 面 的 -2， 再 利用 余 因 子 展开 简化 
成 低 一 阶 的 行列 式 ， 然 后 再 由 行 倍 加 变换 ， 有 


例 4 计算 det4 ，4= 


0 1 2 -1 
1 2 -1 1 2 -1 
2 5 -7 3 
det A= =-23 6 2=-20 0 5 
03 6 2 
0 -3 1 0 -3 1 
00 -3 1 
交换 第 2 行 与 第 3 行 得 到 一 个 “三 角形 行列 式 ”. 另 一 种 方法 是 按 第 1 列 的 余 因 子 展开 : 
sh-C20| 3 1|-2.05 = 国 


列 变换 
es dtd 我 们 可 以 对 和 矩阵 的 列 实行 变换 ， 下 一 个 定理 证 明 行 列 式 


定理 5 六 

证 阴 ” 当 n=1 时 ,定理 显然 成 立 , 假 设 定理 对 kxk 行 列 式 成 立 . 令 n=k+1， 则 4 中 a 的 余 
因子 等 于 4 中 an 的 条 因子 ， ie kxk 行 列 式 表 示 的 ， 所 以 det 4 沿 着 第 一 行 的 
余 因 子 展开 等 于 det 47 沿 第 一 列 的 余 因 子 展 开 ， 即 det 4 = det 47. 于 是 定理 对 n=k+1 也 成 立 ， 
即 定理 对 一 个 % 成 立 就 可 以 推出 对 n+1 成 立 . 由 归纳 法 原理 ， 定 理 对 任意 nn 之 1 均 成 立 . 国 


因为 定理 5 成 立 ， 所 以 当 把 定理 3 中 出 现 的 “ 行 ” 字 变 成 “ 列 ” 字 时 ， 定 理 3 中 每 一 个 命 
题 均 成 立 . 为 证 此 性 质 , 只 需 针 对 pt 3. 对 4h" 的 一 个 行 变换 相当 于 对 4 的 一 个 
列 变 换 . 
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列 变换 对 理论 和 手工 计算 都 是 很 有 用 的 . 然而 ,为 了 简单 ， 在 数值 计算 中 ， 我 们 仅 实行 行 
变换 . 
行列 式 与 矩阵 乘积 

下 列 有 用 定理 的 证 明 放 在 本 节 末 尾 ， 其 应 用 放 在 习题 中 . 


定理 6 (乘法 的 性 质 ) 
A 和 B 均 为 nxn 答 阵 ， 则 det AB = (det A)(det B 入 


6 1 43] 
例 5 对 4-|: 8-|， | 验证 定理 6 


6 1|I4 3 23 20 
解 AB = = 
3 2|1 2 14 13 
det AB = 25.13—20.14 = 325—280=45 
由 于 detA=9，detB=5， 
(det A)(det B)=9.5=45=det ABP 图 


警告 ”通常 一 个 错误 的 观点 是 定理 6 对 算 阵 的 和 也 有 类 似 的 结果 ， 然而， 一 般 而 言 ， 
det(A+B) 不 等 于 det A+detB. 


行列 式 函 数 的 一 个 
知 4 为 nxn 和 矩阵 ， 我 们 可 以 将 det 4 看 作 4 中 个 列 向 量 的 函数 ,我们 将 证 明 如 果 4 中 除 
了 一 列 之 外 都 是 固定 的 向 量 ， 则 det 4 是 那个 可 变 列 向 量 的 线性 函数 . 

假设 4 的 第 j 列 允许 有 变化 ，A 可 写成 : 


4=|[ai Ci a, | 
定义 由 及 "到 及 的 变换 工 为 : 
T(x)=detla, … qj x ai * a,] 
则 有 
T(cx)=cT(x) ， 对 任意 常数 c 和 R" 中 任意 x 成 立 ( 2) 
T(u+v)=T(4)+T(y) ， 对 下 "中 所 有 zx ,vr 成 立 (3) 


性 质 ( 2 ) 即 定理 3(c) 应 用 到 4 的 列 . (3 ) 的 一 个 证 明 可 由 det 4 按 第 j 列 的 余 因 子 展 开 来 
完成 (见习 题 43 ) . 行列 式 的 这 个 线性 性 质 有 许多 有 用 的 推论 ， 将 会 在 高 级 的 课程 学 习 中 研究 . 
定理 3 和 定理 6 的 证 阴 

借助 于 2.2 节 中 讨论 的 初等 矩阵 证 明定 理 3 是 方便 的 . 我 们 称 一 个 初等 矩阵 E 是 一 个 行 倍 
加 ( 甜 阵 ) ， 如 果 E 是 由 单位 矩阵 1 经 一 行 加 另 一 行 的 倍数 而 得 到 ; 称 E 是 一 个 交换 ， 如 果 E 是 
由 交换 1 的 两 行 而 得 到 ; 称 巨 是 一 个 > 倍 乘 ， 如 果 互 是 由 7 的 某 一 行 乘 以 一 个 非 零 数量 而 得 到 . 
用 这 些 术 语 ， 和 定理 3 可 重新 叙述 如 下 ， 

若 A 是 一 个 nxn 算 阵 ， 玉 是 一 个 nxn 初 等 矩阵 ， 则 
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det EA = (det E)(det 4) 
这 里 
1 若是 一 个 行 倍加 
det 玉 = 一 1 若是 一 个 交换 
r 车 EE 是 一 个 r 倍 来 
定理 3 的 证 明 针对 4 的 行 或 列 的 大 小 用 归纳 法 ，2x2 和 矩阵 的 情形 在 3.1 节 中 习题 33~36 
已 证 . 假设 该 定理 对 kxk 和 矩阵 的 行列 式 成 立 ，k>2. 令 n=k+1，Ah 为 nxn 和 矩阵 .EE 对 4 的 作用 
涉及 两 行 或 一 行 . 所 以 我 们 可 以 按 在 E 的 作用 下 没有 被 改变 的 一 行 展 开 det E4 ， 比 如 说 第 i 行 . 
令 乌 (分 别 地 ，B; ) 是 由 4 (分 别 地 ，EA4 ) 中 划 掉 第 i 行 第 j 列 得 到 的 矩阵， 则 B, 的 行 由 的 
行 通过 实行 与 E 作 用 4 相同 类 型 的 初等 行 变换 得 到 ， 由 于 这 些 子 和 矩阵 仅仅 是 kxk 和 矩阵 ， 归纳 假 
设 蕴 涵 
det B; = Q .det A, 
这 里 w=1 -1,r ， 依 EE 的 类 型 而 定 . det Eh 沿 第 i 行 的 余 因 子 展开 式 是 
det EA = ain(—1)'’ det Bn +:..+ a (—1)"" det B., 
=Q an(—l)" det Aj +…+Q a (~1)"" det A, 
=Q.:detA 
特别 地 , 取 A=7,, 则 detE=1,-1,r ,依赖 于 E 的 类 型 而 定 . 于 是 定理 对 n=2 成 立 . 定理 对 nn 成 
立 蕴 湖 对 n+1 时 也 成 立 . 由 归纳 法 原理 ,定理 对 n>2 均 成 立 . 对 n=1 时 ,定理 显然 成 立 . 图 
定理 6 的 证 明 若 4 不 可 道 , 由 2.3 节 中 习题 27, 则 4B 也 不 可 道 . 在 此 情形 下 , 由 定理 4， 
因 detA 和 det 4.detB 均 为 零 ， 则 det 4B=(detA)(detB) 成立. 若 4 可 道 ， 由 可 道 算 阵 定 理 ，4 与 
单位 矩阵 7, 行 等 价 ， 所 以 存在 初等 矩阵 EE,…,E, 使 得 
A=E,E,1:…El, = E,E,,:…h, 
为 了 简单 ， 用 | 刘表 示 det 4. 反复 应 用 定理 3， 如 上 面 所 重新 描述 的 那样 ， 得 
[4B|=|E,… EB|=|E,|-|E,1:… EB|=.… 


=|E,|-…|E||B8|=:…=|E,…E|-|B | 
=|4| 加 国 
练习 题 
1 -3 1 - 
1. 用 尽 可 能 少 的 步骤 计算 | ”一 
-3 10 -6 8 


2. 用 一 个 行列 式 来 确定 向 量 Vi, v2,p3 是 否 线 性 无 关 ， 这 里 
5 
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-一 


习题 3.2 


在 习题 1~4 中 ,每 个 方程 说 明 行列 式 的 一 个 性 
质 ， 人 叙述 这 些 性 质 . 
-中 |1 -3 6 
6=-l0 5 -2 
8 4 -i 


一 ti 上 


要 
A 


> 
ty 
TDFowaou 人 小 bu 
A 人 

上 
Le 避 亚 
- AD 

Cy 
人 vv 


在 习题 5~10 中 ， 通 过 行 化 简 成 阶梯 形 求 行列 
式 的 值 . 

1 5 -6 
5. |-1 -4 

-2 -7 9 


A 
tn 
OD 
| 
CO 


[| 
[| 
| 
Cn 
Le 
| 
Cn 
2 nh 人 号 


3 
2 
10. |-2 -6 2 3 9 
7 
5 


5 2 7 
在 习题 11~14 中 ,结合 行 简化 和 余 因 子 展开 的 
方法 计算 行列 式 的 值 . 
2 5 -3 -l -l 
3 0 1 -3 3 


11. 12. 
-6 0 -4 9 3 


ko 户 三 toD 
人 
WW 


2 5 41 -3 -2 |1 
13 4 7 6 72 14 1 3 0 -3 
6 -2 -4 0 -3 4 -2 8 
-0 7 7 0 3 4 0 
2 D C 
求 习题 15~20 中 的 行列 式 ,已 知 ld e fl=7 
si 
a b cec a b cec 
13. ld ee ff 1l6. |3d 3e 3f 
Sg Sh 5i ss hh i 
a br 8 hi 
17. jg hi 18. la b ce 
d ef d e 上 
a b C 
19. l2d+a 2etb 2f+c 
8 h i 


atd bt+e c+f 
20. | d e f 
8 h i 
在 习题 21~23 中 ,利用 行列 式 检 验 这 些 和 矩阵 是 
否 可 道 . 


2 3 0 5 0 -1 
21. |1 3 4 22, |1 -3 -2 
1 2 1 0 5 3 
2 0 08 
3 |1 7 5 0 
3 8 60 
0 7 54 
在 习题 24~26 中 ,利用 行列 式 判断 每 组 向 量 是 
否 线 性 无 关 . 
4] [-7 _3 
24. | 6|，| 0|, |-5 
-7 2 6 
7 _8 7 
25. |-4|, | 5|，| 0 
-6 -5 


用 3 信 
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3 2 -2 0 
26. | ” , -6 , -1 ， 0 
-6 0 3 0 
4 7 0 -3 


在 习题 27 和 习题 28 中 ，A4,B 均 为 nxn 甜 阵 ， 
标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 
27. a. 矩阵 的 行 倍 加 变换 不 影响 矩阵 的 行列 式 . 
b. 矩阵 4 的 行列 式 是 4 的 任意 一 个 阶梯 形 U 
中 主 元 之 积 再 乘 以 (-1)”. 这 里 > 是 4 经 行 
简化 成 U 时 做 的 行 交 换 的 次 数 . 
c. 车 4 的 列 是 线性 相关 的 ， 则 det A =0. 
. det(A+B)=det A+detB. 
28. a， 如 果 连 续 作 了 两 次 行 交 换 , 则 新 的 行列 式 等 
于 原来 的 行列 式 . 
. 4 的 行列 式 等 于 其 对 角 线 元 素 之 积 . 
c. 若 det4 为 零 ， 则 其 两 行 或 两 列 相 同 ， 或 者 ， 
一 行 或 一 列 为 零 . 
d，det47 =(-l)detA. 


位 - 


= 


101 
1 1 2 
1 2 1 
利用 定理 3( 但 不 用 定理 4 ) 来 证 明 , 若 方 阵 4 
的 两 行 相等 ， 则 det 4 =0. 此 结论 对 两 列 相等 
的 情形 也 成 立 ， 为 什么 ? 

对 习题 31~36, 在 你 的 解释 中 指出 用 到 的 一 个 
合适 的 定理 . 

1 


31. 证 明 : 如 果 有 4 可 道 ， 则 det 47' = 一 一 . 
det A 


32. 若 4 为 一 个 nxn 和 矩阵， 试 找 出 一 个 计算 
det(r4) 的 公式 . 

33. 若 4,8 均 为 方 阵 ,证 明 尽 管 48B 与 B4 可 能 不 相 
等 ， 但 det 4B =detBAh 总 是 成 立 的 . 

34. 若 4 ，P 忆 均 为 方 阵 ， 己 可逆 , 证 明 det(P4P-) = 
det A. 

35. 假设 U 为 方 阵 , 满足 UTU =7 ,证 明 detU =+1. 

36. 假设 4 为 方 阵 , 日 det 4 =0 , 解释 为 什么 4 不 
能 是 可 逆 的 . 


29. 计算 detB5 ， 其 中 B= 


‘OD 


3 


一 


在 习题 37 和 习题 38 中 ,验证 det48 = (det A)(det 8). 


(不 要 使 用 定理 6. ) 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


| 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


‘ol o.ools 4 
同上 四 二 


若 4,8 均 为 3x3 和 矩 阵 , 且 det4=4,det 有 =-3， 
利用 (在 课文 中 或 上 面 习题 中 的 ) 行列 式 性 质 


计算 
a. det AB b. det5A c. detB! 

d. det A™ e. det A’ 

若 4,B 均 为 4x4 和 矩阵 ，det A=-l ,detB=2， 
计算 

a. det AB b. detB’ c. det24 

d. detA'A e. detB ”AB 


验证 det A=detB+detC ， 这 里 

4 |2+2 b+tf| pile cc 
C d cd cd 

A= 1 0 ,B= a b 3 证 明 det A=detB+ 
0 1 cd 

detC ， 当 且 仅 当 a+d=0. 

验证 detA=detB+detC ， 这 里 
dn Ca + 

A= G2 dx 1 十 2 1, 
C3l G3 123 十 V3 
CI Ca Wl 

B= 21 Hx 2 


A31 CC32 U3 


A dl2 Vv 


,C= Hd2t dd22 V2 


da da V3 
注意 4 与 B+C 并 不 相同 . 

矩阵 4 右 乘 一 个 初等 矩阵 下 对 4 的 列 的 影响 
与 左 乘 一 个 初等 矩阵 对 行 的 影响 相同 . 使 用 
定理 5 和 定理 3 以 及 ET 仍 为 初等 矩阵 这 个 明 
显 的 事实 证 明 det AE = (det E)(det 4) , 要 求 不 能 
使 用 定理 6. 

[MJ] 对 几 个 随机 选取 的 4x5 和 矩阵 和 5 x6 和 矩阵 ， 
计算 det 4"A 和 det 44". 当 A 的 列 数 大 于 行 数 
时 ， 对 454 和 447 会 是 如 何 ? 

[M] 如 果 det4 接近 于 零 , 矩阵 4 是 接近 奇异 的 
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xx ”一 -一 


吗 ? 对 2.3 节 习 题 9 中 接近 奇异 的 4x 4 矩 阵 4 为 对 比 , 计算 这 些 和 矩阵 的 条 件数 . 当 4 为 4x4 
进行 实验 ,计算 4 ，104 ，0.14 的 行列 式 . 作 矩阵 时 ， 重 复 这 些 计算 ， 讨 论 你 的 结论 . 
练习 题 答案 


1. 做 行 倍加 变换 ， 在 第 一 列 生成 零 ， 接 着 产生 一 个 零 行 . 
1 -3 1 -2 11 -3 1 -2 11 -3 1 -2 
2 -5-1-2 0 1-3 2 10 1-3 2 
0-45 10-4 5 i111l0 -4 5 1 
-3 10 -6 8l0 1-3 2 0 0 0 


=0 


5 -3 2| |5 -3 2 
2、detlw mm vy]=|-7 3 -7|=|-2 0 -5| 第 1 行 加 到 第 2 行 
9 -5 5| |9 -5 5 


-_C3 -Cs ” 人 按 第 2 列 的 余 因 子 展开 
9 5 2 25 


=3.(35)+5:(—21)=0 
由 定理 4， 矩阵 [lw 2 yj 不可逆， 由 可 道 和 矩阵 定理 ， 这 三 列 是 线性 相关 的 . 


3.3 ”克拉 上 默 法 则 、 体 积 和 线性 变换 


本 节 应 用 前 面 几 节 的 理论 得 到 一 些 重要 且 有 理论 意义 的 公式 以 及 行列 式 的 几何 解释 . 
克拉 点 法 则 

克拉 上 默 法 则 在 各 种 理论 计算 中 是 必需 的 ， 例 如 ， 它 被 用 来 研究 hx =5 的 解 受 b 中 数值 的 变 
化 而 受到 什么 样 的 影响 . 然而 ， 这 个 公式 对 手 算是 没有 多 大 效果 的 ， 除 非 是 2x2 或 3x3 和 矩阵. 


对 任意 nxn 和 矩阵 A 和 任意 的 RR" 中 向 量 b , 令 Ah(5) 表 示 4 中 第 i 列 由 向 量 b 替 换 得 到 的 矩阵 
A(b)=[a! … b … on] 
本 


第 i 列 
定理 7 (克拉 | ) 
设 4 是 一 个 可 北 的 nxn 和 虐 阵 ， 对 下 "中 任意 向 量 有 ， 方 程 hx =b 的 惟一 解 可 由 下 式 给 出 
_detA(b) . 1 
一 ,1 =1,2,.…,n (1) 


证 用 ga, ,…, a 表示 4 的 列 ， 用 e, ,…, e, 表 示 nxn 单 位 阵 I 的 列 . 天 hx =b ， 由 和 矩阵 乘 
法 的 定义 有 
A-:T(x)= Ale, :…. x :ee,]=[Ae, :… Ax … Ae,)] 
=[a… b .a,]= A(b) 
由 行列 式 的 乘法 性 质 
(det A)(det I,(x)) = det A,(b) 
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左边 第 二 个 行列 式 为 ( 沿 第 i 行 作 余 因 子 展开 )， 从 而 (det 4A)x; =det 4,(5b). 由 于 A 和 4 可逆， 从 而 
det A0 ,于 是 证 明了 (1) 式 . 国 
例 1 利用 克拉 默 法 则 解 以 下 方程 组 
32 一 2x2 一 0 
一 42 十 472 = 二 8 


解 ” 视 此 方程 组 为 hr =b 型 ， 利用 上 面 引入 的 记号 ， 


3 一 2 6 -2 3 6 
4-| : 让 4-| 让 oO-| 3 


由 于 det4=2 ， 此 方程 组 有 惟一 解 . 由 克拉 默 法 则 ， 有 


J 二 一 一 一 = -一 一 一 一 20 
det 4 2 

x = Ab) _ 24+30 _ 国 
det A 2 


在 工程 上 的 应 用 


许多 工程 上 的 问题 ， 特 别 是 在 电子 工程 和 控制 论 ， 能 用 拉 普 拉 斯 变换 进行 分 析 ， 这 种 技巧 
将 一 个 适当 的 线性 微分 方程 组 转变 为 一 个 线性 代数 方程 组 ， 它 的 系数 含有 一 个 参数 .下 一 个 例子 
说 明 可 以 出 现 的 代数 方程 组 类 型 . 
例 2 考虑 下 列 方程 组 , 其 中 * 是 一 个 未 定 的 参数 , 确定 s 的 值 , 使 得 这 个 方程 组 有 惟一 解 ， 
利用 克拉 上 默 法 则 写 出 这 个 解 . 
3sxi —2x2 =4 
—6x1+ sx =1 


解 ” 视 此 方程 组 为 hx =b 型 ， 则 


A-| 4- | | 
-0 9 1 3 -0 | 


由 于 detA=3s -12=3(s+2)(s-2) ， 当 且 仅 当 sz 了 2 时 ， 这 个 方程 组 有 惟一 解 . 对 这 样 的 * ， 方 
程 组 的 解 为 (x, ,x,) ， 其 中 
oe det A(b) _ 4s+2 
det A 3(s + 2)(s ~ 2) 
_ det A.(b) 35+24 s+8 


detA 3(s+2)(s-2) (s+2)(s—2) a 


2 


一 个 求 4” 的 公式 


克拉 默 法 则 可 以 容易 地 导出 一 个 求 maxzm 矩阵 的 一 般 公 式 . 417 的 第 j 列 是 一 个 向 量 
x ， 满 足 


Ax=e; 
此 处 e 是 单位 矩阵 的 第 j 列 ，x 的 第 i 个 数值 是 4-! 中 i， 刀 位 置 的 数值 ， 由 克拉 默 法 则 
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det 4;(e |) 
hh: ; 二 2 
{4 中心 , 访 元 素 } = zx， (2 ) 


回想 起 4; 表示 4 的 子 和 矩阵 , 它 由 4 去 掉 第 j 行 和 第 i 行 得 到 ，A(e)) 按 第 i 列 的 余 因 子 展开 式 为 
det A;(e)) EE (一 一 det 4 =Cj (3) 


这 里 C 是 4 的 一 个 余 因 子 . 由 (2 )，4- 的 (i， 门 元 素 等 于 余 因 子 C; 除 以 det A. 注意 : Ci; 的 
下 标 是 (i ,的 颠倒 . ) 于 是 


Cn Ca 2 Cn 
-1 二 1 Cn C2 … Cm (4) 
det 4| : 
CR Cn wr Tm 


(4 ) 右边 的 余 因 子 的 矩阵 称 为 4 的 特 随 天 阵 沪 记 为 adj A4，( 伴随 这 个 术语 在 后 面 的 线性 变 
换 课程 中 还 有 另 一 层 意思 . ) 下 一 个 定理 简单 复述 (4) 式 , 


定理 8 ( 逆 和 矩阵 公式 ) 
设 4 是 一 个 可 逆 的 mxP 短 阵 ， 则 A = adjA. 


et 


2 1 3 
例 3 求 矩 阵 4=|1 -1 1 的 逆 . 
1 4 -2 
解 ” 九 个 余 因 子 为 
| | 1 1 
Ci = 十 = 一 2 Ci， = 一 =3 Ci = 十 =5 
2 7 1 9 4 
} 2 | | 
C») 一 =14 ， C2 三 十 一 7 C2 一 一 | 
“本 本 1 4 
] | ， | 2 | 
C3 三 十 > C3 = 一 一 吕 C3s = 十 =—3 
“1 1 1 1 T <=] 
伴随 矩阵 是 余 因 子 的 矩阵 的 转 置 ( 例如 ，C, 去 到 (2, D 位 置 )， 从 而 
-2 14 4 
adj4=| 3 -7 1 
5 -7 -3 


我 们 可 以 直接 计算 det 4 ,但 下 列 计算 对 上 面 的 结果 提供 了 一 个 检验 并 计算 出 det 4 的 方法 . 


-2 14 4|1|12 1 3 14 0 0 
(adj 4).4=| 3 -7 11|1 -1 1|=| 0 14 01=14 
3 -7 -3|111 4 -2 0 0 14 


由 于 (adj 4).4=147 ， 由 定理 8 得 detA=14, 上 且 
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-2 14 4 一 1/7 ] Zi 
ey 3 -7 1=|3/14 -1/2 1/14 hn 
3 一 -3 5/14 -1/2 -3/14 


数值 计算 的 注解 ”定理 8 主要 用 在 理论 上 的 计算 .4 的 公式 使 我 们 不 用 实际 计算 出 
A ”就 可 以 推导 出 4” 的 性 质 . 如 果 确 实 需要 求 4 ， 除 了 特殊 情形 外 ，2.2 节 中 的 算法 
给 出 了 一 个 计算 4 的 很 好 的 方法 . 
克拉 默 法 则 也 是 一 个 理论 工具 ， 它 习惯 于 用 来 研究 当 1 或 4 中 某 数值 改变 时 ， 
Ax = 的 解 如 何 敏感 地 变化 . (可 能 由 于 当 取 得 1 或 4 中 的 值 时 存在 误差 ) . 当 4 是 一 
个 具有 复数 数值 的 3x3 答 阵 时 ， 因 为 涉及 复数 的 四 则 计算 ，[4 契 的 行 化 简 可 能 很 麻 
烦 , 而 行列 式 的 计算 相对 容易 , 故 克 拉 默 法 则 有 时 在 手 算 时 被 选用 . 对 一 个 很 大 的 nxn 
( 实数 或 复数 ) 矩阵 ， 克 拉 黑 法 则 是 无 效 的 ， 仅 计算 一 个 行列 式 就 大 约 与 用 行 化 简 解 
Ax =b 有 相同 的 工作 量 . 
用 行列 式 表示 面积 或 体积 


在 下 一 个 应 用 中 , 我 们 证 明 在 本 章 介 绍 中 阐述 的 行列 式 的 几何 解释 . 尽管 R" 中 的 长 度 和 距 
离 的 一 般 讨 论 直到 第 6 章 才 给 出 ， 但 我 们 在 这 里 假设 R? 和 RR 中 通常 的 欧 几 里 得 长 度 、 面 积 、 
体积 已 经 是 清楚 的 . 


定理 9 若 A 是 一 个 2x2 矩阵 , 则 由 A 的 列 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 
为 |det A1|， 若 A 是 一 个 3x3 矩阵 ， 则 由 4 的 列 确定 的 平行 六 面体 的 体积 
为 1det41. 


证 若 4 为 2 阶 对 角 矩 阵 ， 定 理 显然 成 立 
sors ?| -dl=( 短 了 的 面积 ! 


见 图 3-4. 若 4 不 为 对 角 情 形 ， 只 需 证 A=[a，a,] 能 变换 成 一 个 对 角 和 矩阵 ， 
同时 既 不 改变 相应 的 平行 四 边 形 面 积 又 不 改变 1det A1. 由 3.2 节 我 们 知 “图 3-4 面积 =lad 
道 ， 当 行列 式 的 两 列 交换 或 一 列 的 倍数 加 到 另 一 列 上 时 ， 行 列 式 的 绝对 值 不 改变 . 同时 容易 看 
到 ， 这 样 的 运算 足以 能 够 使 4 变换 成 对 角 和 矩阵， 由 于 列 交换 一 点 都 不 改变 对 应 的 平行 四 边 形 ， 
所 以 只 需 证 明 下 列 在 及 : 和 到; 中 的 向 量 的 简单 的 几何 现象 就 足够 了 


设 wm 和 as? 为 非 零 向 量 ， 则 对 任意 数 c， 由 w 和 wz 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 由 mw 和 
az +cali 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


为 了 证 明 这 个 结论 ,我们 可 以 假设 a, 不 是 a 的 倍数 ,否则 这 两 个 平行 四 边 形 将 退化 成 面积 
为 0. 右 工 是 通过 0 和 a 的 直线 , 则 a, + 工 是 通过 a, 且 平行 于 的 直线 ，a, + cu 在 此 直线 上 , 见 
图 3-5 点 wa 和 ww; +cal 到 直线 工具 有 相同 的 垂直 距离 ， 因 此 图 3-5 中 的 两 个 平行 四 边 形 具有 相同 
的 底 边 ， 即 由 0 到 a 的 线段 ,所 以 这 两 个 平行 四 边 形 具有 相同 的 面积 ,这 就 完成 了 RR? 的 情形 的 
证 明 . 
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al 
0 


图 3-5 ”两 个 等 面积 的 平行 四 边 形 


类 似 可 证 明 下? 的 情形 . 定理 对 3x3 对 角 阵 显然 成 立 , 见 图 3-6. 
任意 一 个 3x3 矩阵 A 均 可 用 不 改变 1det A1 的 列 变换 变换 成 对 角 甜 
阵 (考虑 在 45 上 做 行 变 换 ), 所 以 只 需 证 明 这 些 变 换 不 影响 由 4 的 
列 确定 的 平行 六 面体 的 体积 就 行 了 . 

图 3-7 中 用 阴影 给 出 一 个 平行 六 面体 ， 具 有 两 个 倾斜 的 侧面 ， 
其 体积 等 于 在 平面 Span{fa , a3} 上 的 底面 的 面积 乘 以 a, 到 
Span{a! ,a;} 的 垂直 距离 . 任意 向 量 a, + ca 到 Span{a! , as} 的 距 
离 与 a, 到 Span{a! ,a;} 的 距离 相同 ， 这 是 因为 a, + ca 位 于 平行 于 
Span{a! ，a3} 的 平面 a,+Span{a , a3} 上 ， 所 以 当 [a a, a;] 变 到 
[wa +ca gd] 时 ， 平 行 六 面体 的 体积 不 变 ， 于 是 列 的 倍加 变换 不 图 3-6 体积 =la b cl 
影响 平行 六 面体 的 体积 . 由 于 列 的 交换 也 不 影响 体积 ， 所 以 定理 证 毕 . 


a2+Span{ai,a3} 
a2+Span{ai,a;} 


Span{ai,a;} 


图 3-7 ”两 个 等 体积 的 平行 六 面体 硬 
例 4 计算 由 点 (-2 ,2) ,(0 ,3) ,(4 ,-D 和 (6 ,4) 确 定 的 平行 四 边 形 的 面积 . 见 图 3-8a. 


X2 


b) 


图 3-8 平移 一 个 平行 四 边 形 不 改变 其 面积 
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解 ” 先 将 此 平行 四 边 形 平移 到 使 原点 作为 其 一 顶点 的 情形 . 例如 ， 将 每 个 顶点 坐标 减 去 顶 
点 (2 ,-2) ， 这 样 ， 新 的 平行 四 边 形 面积 与 原平 行 四 边 形 面积 相同 ， 其 顶点 为 
(0,0), (2,5), (6,1) 和 (8, 6) 


见 图 3-8b， 此 平行 四 边 形 由 4- | 的 列 所 确定 由 于 1det A 里 -281， 所 以 所 求 的 平行 四 边 形 


的 面积 为 28. 睛 
线性 变换 

行列 式 可 用 于 描述 平面 和 有 R’ 中 线性 变换 的 一 个 重要 的 几何 性 质 . 若 T 是 一 个 线性 变换 ，5 
是 7 了 的 定义 域内 的 一 个 集合 ,用 7($) 表 示 8 中 点 的 像 集 . 我 们 对 T(S) 的 面积 ( 体积 ) 与 原来 的 
集合 $ 的 面积 (体积 ) 相对 比 有 何 变化 这 件 事 感 兴趣 . 为 了 方便 ， 当 8 是 一 个 边界 为 平行 四 边 
形 的 区 域 时 ， 我 们 就 用 S$ 表示 一 个 平行 四 边 形 . 

定理 10 设 T: 民 “一 民 "是 由 一 个 2x2 矩阵 4 确定 的 线性 变换 ， 若 5 是 限 * 中 一 个 平行 四 边 
形 ， 则 


{T(5) 的 面积 } =|det 4|{5 的 面积 (5) 
老 了 是 一 个 由 3x3 矩阵 4 确定 的 线性 变换 ， 而 8 是 及 中 的 一 个 平行 六 面体 ， 则 
{7(S) 的 体积 }=|det 4|.{5 的 体积 } ( 6) 


证 考虑 2x2 的 情形 ，A4 =[a, a,]. 


S={sB+sb:O0Ks <1, 0<s, <1} 
5 在 T 下 的 像 由 以 下 形式 的 点 组 成 : 
7 (52 + sb)= $5T(h)+ ssT(b,)= $Ab + $2Ab, 
这 里 0< sg&10<g s;<1， 从 而 T(5) 是 一 个 由 矩阵 [Ab，Ab,] 的 列 确定 的 平行 四 边 形 . 这 个 矩阵 
可 写成 48B ， 这 里 8=[b，b,]. 由 定理 9 和 行列 式 的 乘积 定理 . 
{7(S) 的 面积 }=|det 4B|=|det 4|-|det B| 
=|det 4|.{$ 的 面积 } 
对 任 一 个 具有 形式 p+5 的 平行 四 边 形 ,这 里 5 是 一 个 和 上 面 一 样 有 一 个 顶点 在 原点 的 平行 四 边 
形 . 已 知 T 将 p+5 变 到 T(p)+T(S) ( 见习 题 26.) 由 于 平移 不 改变 一 个 集合 的 面积 ， 所 以 
{T(p+5) 的 面积 }={T(p)+T(5) 的 面积 } 
= {T($) 的 面积 } 平移 
=|det 4|-{5 的 面积 } 由 (7) 
=|det 4|.{p+5S 的 面积 ) 平移 


丛 而 (5) 式 对 屎 :中 任意 的 平行 四 边 形 均 成 立 , (6) 式 在 3x3 情形 的 证 明 是 类 似 的 . 图 
当 我 们 尝试 把 定理 10 推广 到 信和 Ri 中 不 是 由 直线 或 平面 所 围 的 区 域 时 , 必须 面 对 如 何 定 


(7 ) 
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义 和 计 算 这 个 区 域 的 面积 或 体积 的 问题 . 这 是 一 个 在 微 积分 中 研究 的 问题 , 我 们 仅仅 对 RR 情形 
给 出 基本 思想 . 若 R 是 一 个 有 限 面积 的 平面 区 域 ， 则 R 可 由 其 内 部 的 小 正方 形 方 格 来 近似 ， 通 
过 使 这 些 正方 形 充分 小 ，R 的 面积 可 由 这 些小 正方 形 的 面积 之 和 充分 地 允 近 . 见 图 3-9. 


图 3-9 由 正方 形 近 似 一 个 平面 区 域 . 近似 的 程度 随 格 子 变 细小 而 改进 


若 T 是 一 个 由 2x2 和 矩阵 确定 的 线性 变换 ， 则 R 在 T 下 的 像 由 R 中 小 正方 形 的 像 来 近似 . 定 
理 10 的 证 明说 明 每 一 个 这 样 的 像 是 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 面积 是 1det 41 乘 以 这 个 正方 形 的 面积 . 
若 R 是 R 中 这 些 正方 形 的 并 集 , 则 T(R”) 的 面积 是 1det A1 乘 以 R' 的 面积 ， 见 图 3-10. T(R') 的 面 
积 也 逼近 7T(CR) 的 面积 . 当 这 个 过 程 无 限 进行 下 去 时 ， 就 可 以 得 到 下 面 推广 的 定理 10 的 证 明 . 


一 一 一 


画 志 甸 而 最 国 古 
全- 上 二- 站 b>、 


而 园 面 
到 EA 
A 二 Cl 
十 | NE 
GS 局 加 
测 后 训 最 枯 村 国 需 郑 要 MI 几 
语 有 
有 加 加 


是 格 革 3] Ea 
叭 毕生 


例 5 若 a ,是 正 数 , 求 由 方程 为 号 + 号 =1 的 梢 贺 为 边界 的 区 


域 互 的 面积 . 
解 ” 我 们 断言 E 是 单位 圆 盘 DD 在 线性 变换 T 下 的 像 . 这 里 7 由 


后 阵 A=|。 | 确定 六 是 因为 着 =| | | | isan, 出 
0 b 1 x» 
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a b 
从 而 得 zx 在 此 单位 圆 内 , 即 满足 wu +z ”<1, 当 有 目 仅 当 x 在 E 内 , 即 满足 (x/a)+(x;/1b)* <1. 由 


定理 10 的 推广 ， 
{椭圆 的 面积 } = {T(D) 的 面积 } 
=|det 4|.{D 的 面积 
=a .bf.(D2? =nab 国 


练习 题 
没 5 为 由 向 最 =|3 | 和 b=| ”| 确定 的 平行 四 边 开 ， 人 4-|。 | 计算 $ 在 映射 x 一 4xr 下 的 像 的 


面积 . 
习题 3.3 
利用 元 拉 默 法 则 求 习 题 1~6 中 方程 组 的 解 . 2.2 节 中 定理 4 给 出 相同 的 公式 . 
| Sm +I 3 2 n+ t=6 18. 假设 4 中 所 有 元 素 均 为 整数 ， 且 det 4=1. 解 
2 + 4x =1 二 释 为 什么 4 中 所 有 元 素 也 是 整数 ， 
3. 3n-2m= 7 4 At3m = 9 在 习题 19~22 中 ,分 别 求 给 定 顶 点 的 平行 四 边 
—Ix1 + Ox =—5 3X1— Xx =—5 
5. 2x+ X= 7 6. 2x+Xxy+ xs= 4 形 的 面积 . 
_3r+ =_8 rr+2p= 2 19. (0,0), (5,2), (6, 4), (11,6) 
X27 + 2xX3 =—3 3x1 + Xx +3x=—2 20. (0, 0), (-1, 3),(4, -5), (3, —2) 
在 习题 7~10 中 ， 确 定 参 数 ; 的 值 ， 使 方程 组 21. (-1, 0), (0,5),(,—4), (2,1) 
有 惟一 解 ， 并 求 出 该 解 . 22. (0, -2), (6, -1), (-3,1), (3,2) 
7. 6sx+ 4x,= 5 8. 3sx ~ 5x,=3 23. 求 一 个 顶点 在 原点 ， 相 邻 顶点 在 (4, 0, -2) ， 
9x + 2s5x; 一 一 2 Ox 十 9sx 一 2 (1 ,2, 4)，(7,1,0) 的 平行 六 面体 的 体积 . 
9. sh 一 2 = 一 | 10. “+ =l 24. 求 一 个 顶点 在 原点 ， 相 邻 顶 点 在 (1 , 4, 0) ， 
3x +6sxy 二 4 3sxi + Osx, = 2 
在 习题 11~16 中 , 求 给 出 矩阵 的 伴随 矩阵 然 人 0 的 于 行 六 面体 的 体 
后 利用 定理 8 给 出 矩阵 的 逆 抵 阵 . 积 


25. 利用 体积 的 概念 解释 为 什么 3 x 3 矩阵 4 的 行 


]1. 1 ) 12 ， _ ) 列 式 为 零 , 当 日 仅 当 h 不 可 逆 . 要 求 不 利用 3.2 
-1 1 1 0 10 节 中 的 定理 4， ( 提示 : 考虑 4 的 列 . ) 
3 5 4 3 6 7 26. 令 了 : 玉 "” 一 职 " 为 线性 变换 ，p 为 及 ”中 一 个 向 

13. | 0 | 14. k 2 | 量 ，5 为 R” 中 集合 , 证 明 ;， p+S 在 T 下 的 
11 ”34 像 等 于 RR" 中 平移 的 集合 T(p)+7(5). 

, 1 1 | 1 27 倒是 由 向 最 和 =| 3| 和 b=| | 确定 的 
-2 3 2 0 0 3 


行 四 边 形 ， | 6 | 求 S 在 映射 + Ax 
17. 证 明 : 知 4 是 2x2 和 矩阵 , 则 对 4-， 定理 8 与 -3 2 


和 疗 列 式 


1835 


a 
b. 利用 {5 的 体积 }=3{ 底 面积 }-{ 高 } 这 个 事实 
给 出 一 个 四 面体 8 的 体积 公式 . 


下 像 的 面积 . 


4 0 se 
28. 对 6=| 了 | .=| .4=|， 1| ,重复 27 古 


29. 求 RR? 中 顶点 为 0,v , mw 的 三 角形 的 面积 公式 . 
30. 令 R 是 顶点 为 (xi ,yD ,(x2 ,7) ,6,) 的 三 角 
x yn 1 
Xs jr 1 
x3 y3 1 

( 提示 : 通过 减 去 一 个 顶点 向 量 ,， 将 R 平 移 到 
原点 ， 再 利用 习题 29. ) 


det 


形 . 证 明 : {三 角形 的 面积 }=> 


a 0 0 
0 PP 0 
0 0 
线性 变换 , 这 里 a ,b ,c 为 正 数 , 令 5 为 单位 球 
体 ， 其 边界 曲面 方程 为 好 + 好 + 好 =1. 
a. 证 明 7T(S) 的 边界 为 椭 球 面 ， 方程 为 
机 
ww 
a bb we 
b. 利用 单位 球体 体积 为 = 的 事实 确定 边界 


为 (38) 中 椭 球 面 的 区 域 的 体积 . 
32. 令 5 是 RR 中 具有 顶点 0，ei ,ez ,es 的 四 面体 ， 
$ 为 具有 顶点 为 0，w , v，, v， 的 四 面体 ， 见 
下 面 的 图 形 . 
a. 描述 一 个 将 $ 映射 到 5S 上 的 线性 变换 ， 


练习 题 答案 
| | 
det 
3 1 


31. 令 T: 了 3 一 及: 是 由 矩阵 4A= 确定 的 


5 的 面积 为 


33. 


34. 


3 


[MJ 任 取 一 个 4x 4 和 矩阵， 检验 定理 8 中 的 逆 矩 阵 
公式 . 利用 你 的 矩阵 程序 计算 所 有 的 3 x 3 子 和 矩阵 
的 余 因 子 ， 构 造 伴随 矩阵 , 令 B = (adj A)/(det 4) . 
计算 B-inv(4) ， 这 里 inv(4) 是 由 矩阵 程序 计 
算出 的 4 的 逆 . 使 用 浮 点 运算 保留 最 大 可 能 的 
小 数位 . 报告 你 的 结论 . 

[M] 任 取 一 个 4x4 和 矩阵 A 和 一 个 4x 1 问 量 b， 
检验 克拉 默 法 则 . 求 hx =b 的 解 并 与 47b 中 
元 素 相 比较 . 利用 克拉 默 法 则 ， 对 你 的 计算 机 
程序 ， 写 出 输出 x 中 第 二 个 元 素 的 指令 . 
[M] 在 MATLAB 中 ， 对 一 个 任意 取 的 30x 30 
的 矩阵 4, 使 用 flops 命令 统计 出 计算 4" 所 需 
要 的 浮 点 运算 的 次 数 . 将 这 个 数 与 计算 
(adj A)/(det 4) 所 需 的 浮 点 运算 次 数 相 比较 . 


=14, det4=2 ， 由 定理 10,5 在 映射 x 一 Ax 下 的 像 的 面积 为 


|det 4|.{5 的 面积 }=2.14= 28. 


第 3 章 补 充 习 题 


1. 指出 每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 .这 里 所 有 和 矩阵 
均 设 为 方 阵 . 
a. 若 4 是 2x2 和 矩阵 上 且 其 行列 式 为 0, 则 4 的 一 
列 是 另 一 列 的 倍数 . 
b. 若 3x3 和 矩阵 4 的 两 行 相等 ， 则 det A=0. 


c. 若 A4 是 3x3 和 矩阵 ， 则 det5A=5detAh. 

d. 若 4, 了 吃 均 为 mxjn 矩阵， 满足 det4=2 ， 
detB=3， 则 det(A+B)=5. 

e. 若 A 为 nxn 算 阵 日 detA=2， 则 det A =6. 

f. 若 中 由 4 中 交换 两 行 生 成 ， 则 detB= det4 . 
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g. 车 8 为 由 4 中 第 3 行 乘 以 5 生成 ， 则 
detB=35.detA. 

h. 车 8 为 通过 A 中 任意 n-1 行 的 线性 组 合 加 到 
男 一 行 生 成 ， 则 det B= det4. 

i. detA' =—detA. 

j. det(-A)=—detA. 

k. detA'A>0. 

1. 任意 一 个 个 未 知 数 n 个 方程 的 方程 组 均 可 
由 克拉 默 法则 解 出 . 

m. 若 x ,vv 属于 下 2:， 且 det[z vj=10 ， 则 平面 中 


n. 在 4=0 ， 则 det4=0. 
o. 若 4 是 可 逆 的 ， 则 det4” = det4 . 
p. 奉 4 是 可 道 的 ， 则 (det4)(det4-) =1. 
使 用 行 变换 证 明 习 题 2~4 中 行列 式 都 等 于 0. 


12 13 14 1 a b+c 
2. |15 16 17 3. |1 b atc 
18 19 20 1 c a+b 
a b C 
4. lat+x bt+x c+x 
at+y bt+y c+ty 


计算 习题 5~6 中 的 行列 式 . 
9 9 9 


! 9 48885 
2 099 0 1000 
5 |40050 6.168887 
9 0390 08830 
60070 08200 


7. 证 明 疏 "中 经 过 两 不 同 点 (x ,y) ,(x; ,y) 的 直 
线 的 方程 可 以 写成 


1 x y 


det | 此 1 Fi | 三 0 


1 x, y; 
8. 求 一 个 类 似 于 习题 7 的 3x3 行列 式 方程 ， 描 述 
通过 点 (x ,y) 且 斜 率 为 m 的 直线 . 
习题 9~10 涉及 下 列 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 
和 矩阵 的 行列 式 . 


2 


| 1 1 1 4 
| 2 3 
7T=|1 bb , voO=l 7 
1 ww ] x XK NX 
1 x XO 


9. 利用 行 变换 证 明 detT = (bac-a)(c-b). 
10. 令 fQ)=detV ， ,x ,x 两 两 不 等 ,解释 f(1) 


je 
je 


16. 


为 什么 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 证明 #3 的 系数 非 
零 ， 并 在 7 的 图 上 找 三 个 点 . 


. 求 由 点 (4 4), (-1 5), (3, 9) 和 (5, 8) 确定 的 平行 四 


边 形 的 面积 . 你 如 何 能 判断 由 这 些 点 确定 的 
四 边 形 刚 好 是 一 个 平行 四 边 形 ? 


. 利用 平行 四 边 形 面 积 的 概念 描述 对 一 个 2x 2 


矩阵 4 当 且 仅 当 4 可 逆 时 成 立 的 命题 . 


. 耕 4 可 道 , 证 明 adj4 也 可 道 ， 且 (adj4)” 


二 l A 
det A 

( 提示: 给 定 和 矩阵 B 和 C ， 什 么 计算 能 说 明 
C 是 B 的 逆 和 矩阵 ? ) 


. 令 4,B,C,D 和 7 均 为 mxpn 和 矩阵 , 利用 行列 式 


的 定义 或 性 质证 明 下 列 公式 , 公式 (c) 在 特征 值 
(第 5 章 ) 的 应 用 中 是 有 用 的 . 


A 0 7 0 
a. det =detA b, det =detD 
0 7 C DD 


C， set 4 » |= (eer ANdet D) =aet] A | 
C DD 0 D 


. 令 A4,B,C,D 均 为 1xn 和 矩阵 ，A 可 道 . 


a. 求 矩 阵 粒 和 了 ， 使 得 生成 分 块 LU 的 因 式 分 
解 [4 3|_-[7 01[4 8 
2 -| | 1 ?| 
然后 证 明 
tet 4 | = (det A). det(D ~ CA-'B) 
CD 
b. 证 明 : 若 4C=Cc4 ， 则 
ol D | -cei AD -CB) 
CD 


设 J 是 元 素 全 为 1 的 nxn 和 矩 阵 ， 考 虑 
A=(a-b)I+bJy ， 即 


bb 


(n ~ Db]: 


林 和 Ls 


b ... 
通过 下 面 的 计算 推出 detA4=(a-by"[a+t 


ud 


a. 从 第 2 行 减 去 第 1 行 ， 从 第 3 行 减 去 第 2 
行 , 如 此 类 推 , 说 明 为 什么 这 样 的 操作 不 会 
改变 矩阵 的 行列 式 . 


I 


. 对 (a ) 中 所 得 的 和 矩阵， 将 第 2 列 加 上 第 1 


列 ， 将 第 3 列 加 上 第 2 列 ， 如 此 类 推 , 说 明 
为 什么 这 样 的 操作 不 会 改变 矩 阵 的 行列 式 ， 
c. 求 由 (b) 所 得 到 的 矩阵 的 行列 式 . 
17. 设 4 为 16 题 中 的 矩阵， 并 设 


a—b b 
0 《a 


b 
b 
a 
b 


bb 


这 里 ,B,C 基本 相同 , 除 


b 


人 


了 


人 


a 


4 的 第 一 列 等 于 如 


和 C 的 第 一 列 之 和 . 在 3.2 节 讨 论 的 行列 式 孙 
数 的 线性 性 质 给 出 det4=detB+detC . 利用 
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这 个 事实 用 归纳 法 证 明 16 题 给 出 的 公式 . 
18. [M] 运 用 16 题 的 绪论 求 下 面 矩 阵 的 行列 式 , 使 
用 矩阵 程序 验证 你 的 结果 . 


3 8 
8 3 
8 8 
8 8 


19. [M] 使 用 矩阵 程序 求 下面 矩 阵 的 


1 1 1 
1] 2 2 
1 2 3 


1 
1 
1 
] 


8 8 
8 8 
3 8 
8 3 


1 
2 
3 
3 


it ho CD 


8 
3 
3 
3 
3 


人 


(La CD 
O00 (Lp ww 


1 


1 
1 2 


3 


AwL 此 


nn 


使 用 上 面 计算 结果 猜测 下 面 矩 阵 的 行列 式 , 用 
行 变换 计算 其 行列 式 来 验证 你 的 猜测 . 


1 2 3 ... 


1 


n 


20. [MJ] 使 用 19 题 的 方法 猜测 下 面 矩 阵 的 行列 式 ， 
验证 你 的 猜测 .( 提示 ; 利用 习题 14(c) 和 习题 


19 的 结论 . ) 
] 
] 
] 


1 


: 3(n—1) 


介绍 性 实例 ”空间 飞行 与 控制 系统 


1981 年 4 月 , 在 清凉 的 棕榈 星期 日 (复活 节 前 的 星期 日 ) 
的 早晨 ，12 层 楼 高 ，75 吨 重 的 美国 哥伦比亚 号 航天 飞机 壮观 
地 飞 离 发 射 台 . 作为 十 年 集中 研究 和 开发 的 成 果 , 这 架 美国 第 
一 架 航 天 飞机 是 控制 系统 工程 设计 的 最 好 的 例子 ， 涉 及 工程 
学 的 许多 分 支 一 航空、 化 学 、 电 子 、 液 压 以 及 机 械 工 程 . 

航天 飞机 的 控制 系统 对 飞行 是 绝对 关键 的 . 由 于 航天 
飞机 是 一 个 不 稳定 的 空中 机 体 , 在 大 气 层 飞行 时 它 需 要 不 间 
断 地 用 计算 机 监控 . 飞行 控制 系统 不 断 地 向 空气 动力 控制 
表面 和 44 个 小 推进 器 喷 口 发 送 命 令 . 图 4-1 展示 了 一 个 典 
型 的 闭环 反馈 系统 , 它 用 来 控制 航天 飞机 在 飞行 时 的 俯仰 角 国 
( 即 头 部 圆锥 体 的 仰角 ) . 符号 @ 表示 这 里 来 自 各 种 各 样 的 
传感器 的 信号 被 添加 到 沿 此 图 项 部 传递 的 计算 机 信号 中 . 

从 数学 的 角度 看 , 一 个 工程 学 系统 输入 和 输出 信号 都 是 
函数 ， 如 图 4-1 所 示 ,， 这些 函数 的 加 法 和 标量 乘法 在 应 用 中 
是 重要 的 . 在 4.1 节 和 4.8 节 中 , 我 们 将 会 看 到 , 函数 的 这 两 
个 运算 具有 完全 类 似 于 R" 中 向 量 的 加 法 和 标量 乘法 的 代数 
性 质 . 由 于 这 个 原因 ，, 所 有 可 能 的 输入 ( 函数 ) 的 集合 称 为 一 个 向 量 空间 ， 系 统 工程 学 的 数学 基础 依赖 于 
函数 的 向 量 空间 ， 因 此 我 们 需要 把 了" 中 向 量 的 理论 推广 到 包括 这 些 函 数 . 后 面 ， 我 们 将 看 到 其 他 向 量 空 
间 如 何 出 现在 工程 学 、 物 理学 和 统计 学 中 . 


预定 俯 预定 俯 


预定 仲 速率 。” 仰 加 速 航天 飞机 
控制 器 ”动力 学 


俯仰 角 


惯性 度量 装置 


图 4-1 航天 飞机 的 俯仰 角 控 制 系统 (来 源 : Control Systems Engineering, by Norman 
S.Nise, Benjamin-Cummings Publishing, 1992, p.274. Simplified drawing based on 
Space Shuttle GN&C Operations Manual, Rockwell International,1988. ) >>>>>> > 
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在 第 1 章 和 第 2 章 中 种 植 的 数学 种 子 在 这 一 章 中 生长 并 且 开 始 开 花 . 当 我 们 把 R" 仅仅 看 作 
自然 地 出 现在 应 用 问题 中 的 各 种 向 量 空间 之 一 时 ， 线 性 代数 的 美和 力量 将 更 清楚 地 显露 出 来 . 
我 们 将 看 到 从 及 "本 身 研 究 向 量 空间 并 不 是 很 困难 的 , 因为 我 们 可 以 利用 尺 * 和 RR 中 的 几何 经 验 
使 许多 几何 概念 直观 化 . 

在 4.1 节 中 给 出 一 些 基 本 定义 之 后 ,一 般 向 量 空间 的 框架 逐步 展开 并 贯穿 于 全 章 , 4.3 入 ~4.5 
节 的 一 个 目标 是 表明 其 他 的 向 量 空 间 是 如 何 类 似 于 恨 " 的 . 4.6 节 讨 论 的 秩 是 本 章 的 高 潮 之 一 , 利 
用 向 量 空间 的 术语 将 矩阵 的 重要 知识 连 在 一 起 . 4.8 节 将 本 章 的 理论 应 用 到 离散 信号 和 差分 方 
程 ， 它 们 在 比 在 航天 飞机 中 用 到 的 数字 控制 系统 中 有 用 . 4.9 节 中 的 马尔 可 夫 ( Markov ) 链 与 本 
章 中 理论 性 较 强 的 部 分 相 比 有 了 质 的 变化 ， 它 为 第 5 章 中 出 现 的 概念 提供 了 较 好 的 例子 . 


4.1 向 量 空间 与 子 空间 


第 1 章 和 第 2 章 中 许多 内 容 停 留 在 民 " 的 一 些 简 单 且 明 显 的 性 质 上 , 这 些 性 质 列 在 第 1.3 节 
中 . 同样 地 ,我 们 将 看 到 许多 其 他 的 数学 系统 具有 与 R" 中 相同 的 性 质 ， 这 些 具 体 而 有 趣 的 性 质 
列 在 下 面 定义 中 . 


定义 ”一 个 向 量 空间 是 由 一 些 被 称 为 向 量 的 对 象 构 成 的 非 空 集合 V ， 在 这 个 集合 上 定义 两 
个 运算 ， 称 为 加 法 和 标量 乘法 ( 标量 取 实 数 )， 服 从 以 下 公理 (或 法 则 ) "， 这 些 公理 必须 对 V 
中 所 有 向 量 Uv,w 及 所 有 标量 c 和 d 均 成 立 . 

1，U,y 之 和 表示 为 ut+y， 仍 在 V 中 . 
Uty=v+u. 
. (w+tvy)+tw=u+ y+w). 
. V 中 存在 一 个 零 向 量 0， 使 得 w+0=u. 
. 对 V 中 每 个 向 量 以 ， 存 在 V 中 向量 -un， 使 得 w+(-u)=0 
.UU 与 标量 c 的 标量 梯 法 记 为 cu ， 仍 在 V 中 . 
. C(u+v)=cut+oyv. 
. (ctd)u=cutdu. 
. CcC(du) = (ca)u. 

10. lux=u. 

只 需 利用 这 些 公 理 , 我 们 可 以 证 明 公 理 4 中 的 零 向 量 是 惟一 的 . 对 V 中 每 个 向 量 u，, 公理 5 
中 向 量 -uw 称 为 w 的 负 向 量 ,， 也 是 惟一 的 ， 见 习题 25 和 26， 下 列 简 单 事实 的 证 明 也 在 习题 中 给 
出 了 大 致 轮廓 : 


OO ”更 专业 地 讲 ，VY 是 一 个 实数 向 量 空 间 ， 本 章 所 有 理论 对 复 向 量 空间 ( 数 取 复 数 ) 也 成 立 ， 在 第 5 章 中 我 们 会 看 到 
一 些 例子 . 到 现在 为 止 ， 所 有 数 假设 为 实数 . 


向 加 公 局 797 


对 V 中 每 个 向 量 下 和 任意 标量 c， 有 
Ou =0 
c0=0 


—u = (—1)u 


例 1 空间 及 "(n>1 ) 为 向 量 空间 的 首要 的 例子 ，Ri 的 几何 直觉 可 以 帮助 我 们 使 本 章 的 许 
多 概念 清晰 化 并 有 旦 直观 化 . 图 

例 2 设 V 是 三 维 空间 中 所 有 有 向 线段 的 集合 ， 如 果 其 中 两 个 向 量 方向 相同 且 长 度 相等 ， 
则 二 者 视 为 相等 ， 由 平行 四 边 形 法 则 定义 加 法 ( 见 1.3 节 ), 且 对 V 中 每 个 向 量 v» ,定义 9 为 长 
度 等 于 |c| 乘 以 vy 的 长 度 . 阁 c>0， 则 ow 与 v 同 向 , 否则 与 » 反 向 ( 见 图 4-2), 证 明 V 是 一 个 加 
量 空间 . 这 个 空间 是 物理 学 中 变 力 问 题 中 一 个 常用 的 模型 . 

解 V 的 定义 是 按 几 何方 式 的 定义 的 ， 只 用 到 长 度 和 方向 的 概念 ， 没 有 涉及 xyz 坐标 系 ， 
一 个 零 长 度 的 有 向 线段 就 是 一 个 单 点 ,表示 零 癌 量 . + 的 负 问 量 为 (-Dv ,所 以 公理 1, 4, 5, 6， 
10 显然 成 立 ， 剩 下 的 可 用 几何 方法 证 明 ， 比 如 图 4-3、 图 4-4. 


Le 


图 4-2 图 4-3 w+v=v+u 图 4-4 (utv)+w=u+([w+w) 加 


例 3 设 S 是 数 的 双向 无 穷 序 列 空间 (通常 写成 行 而 不 写成 列 ): 
{yr}= (yo 

若 {zi} 是 S 中 的 男 一 个 元 素 ， 则 和 {yi}+{zi} 是 序列 {y， +zt} ， 它 由 (yi) 与 {zx} 对 应 项 之 和 
构成 ， 数 乘 c{y} 是 序列 {cy:}， 用 与 RR" 中 相同 的 方法 可 以 证 明 向 量 空间 的 那些 公理 . 

S$ 中 的 元 素来 源 于 工程 学 例如， 每 当 一 个 信号 在 离散 时 间 上 被 测量 (或 被 简化 ) 时 ， 它 
就 可 被 看 作 S 中 的 一 个 个 元 素 ， 这 样 的 信号 可 以 是 电 的 、 机 械 的 、 光 的 等 等 . 在 本 章 “ 介 绍 性 
实例 ”中 提 到 的 航天 飞机 的 大 控制 系统 ,就 使 用 离散 或 “数字 ”信号 . 为 了 方便 , 我 们 将 称 S 为 
( 离散 时 间 ) 信号 空间 ， 一 个 信号 可 以 直观 地 由 图 4-5 表示 . 


图 4-5 ”一 个 离散 时 间 信 和 号 国 
例 4 对 n>0， 次 数 最 高 为 n 的 多 项 式 集合 忆 , 由 形 如 下 列 的 多 项 式 组 成 : 


p(t)=ao+at+at ++ant” (4) 


-二 

这 里 系数 a,…,a, 和 变量 1 均 为 实数 ，p 的 次 数 是 ( 4 ) 中 系数 不 为 零 的 项 中 1 的 最 高 玫 ， 右 
p(t) =ao #0，, 则 p 的 次 数 为 零 , 若 所 有 系数 均 为 零 , 则 p 称 为 零 多 项 式 , 零 多 项 式 包含 在 也 中 ， 
尽管 它 的 次 数 没有 定义 . 

若 p 由 (4) 式 给 出 ，gq(1)=bo+ht+…+brt"， 则 p+4 定义 为 : 

(p+q)(t)= p(t)+ q(t) 
=(ao+bo)+(a+b)t+:…+(a, +b,)t" 
标量 乘法 cp 定义 为 : 
(cp)(t) = cp(t) = cao + (ca)t +:*+ (can )t” 

这 些 定义 满足 公理 1 和 公理 6, 这 是 因为 p+gq 和 cp 均 为 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 , 公理 2, 3 
和 公理 7-10 由 实数 性 质 验 证 . 显然 , 零 多 项 式 可 以 作为 公理 4 中 的 零 向 量 , 最 后 ，(-1D)p 作 为 p 
的 负 向 量 ， 所 以 满足 公理 5， 于 是 PB, 是 一 个 向 量 空 间 . 

对 不 同 的 n, 向 量 空间 了 P, 用 于 , 比如 说 , 统计 数据 的 趋势 分 析 中 , 在 6.8 节 中 讨论 . 雁 

例 5 设 V 是 定义 在 集合 D 上 的 全 体 实 函数 的 集合 ( 典型 地 , DD 为 实数 集 或 实 轴 上 的 区 间 ) . 
用 通常 方式 定义 加 法 即 f+g 仍 为 函数 ， 在 了 D 中 t 点 的 值 为 f(t)+ g(t). 同样 地 ， 对 标量 c 和 V 中 的 
f， 标 量 乘法 仍 为 函数 ， 在 1 的 值 为 of (1). 例如 ， 若 = 及 ，jG)=1+sin2f ，g(t)=2+0.5t ， 则 

(f +g)(t)=3+sin2t+0.5t , (2g)(t)=4+t 

V 中 两 个 函数 相等 , 当 且 仅 当 对 任意 了 中 的 t 函数 值 相 等 . 从 而 V 中 的 零 向 量 是 恒 等 于 零 的 
函数 f(t)=0，, 任意 +e D ，f 的 负 向 量 为 (-1)f . 公理 1 和 公理 6 显然 成 立 ， 其 余 公 理由 实数 性 
质 得 证 ， 所 以 V 为 一 个 向 量 空间 . EE 

把 例 5 中 的 向 量 空间 V 中 每 个 函数 看 作 一 个 独立 的 个 体 是 重要 的 ， 如 同 在 向 量 空间 中 的 一 
个 “点 ”或 向 量 那样 ， 两 个 向 量 f 与 g 的 和 (了 与 g 为 V 中 的 函数 ， 亦 即 向 量 空间 中 的 元 素 ) 
可 以 通过 图 4-6 给 予 直观 解释 , 因为 这 样 可 以 帮助 你 将 恨 "中 建立 的 几何 直觉 上 升 到 一 般 疝 量 空 
间 ,“ 学 习 指南 ”可 以 帮 你 接受 更 一 般 的 观点 . 


0 
4-6 ”两 个 向 量 ( 函数 ) 之 和 


子 空间 


在 许多 问题 中 ， 一 个 向 量 空间 是 由 一 个 大 的 向 量 空间 中 适当 的 向 量 的 子 集 所 构成 . 在 此 情 
形 下 ， 向 量 空间 的 十 个 公理 中 只 需要 验证 三 个 ， 其 余 的 自然 成 立 . 


定义 ”向 量 空间 V 的 一 个 子 空间 是 V 的 一 个 满足 以 下 三 个 性 质 的 子 集 H : 
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a. V 中 的 零 向 量 在 及 中 
b. 厂 对 向 量 加 法 封闭 ， 即 对 万 中 任意 向 量 Uu,v， 和 wt+v 仍 在 及 中 . 


c. 万 对 标量 腾 法 封闭 ， 即 对 万 中 任意 向 量 w 和 任意 标量 c， 向 量 cu 仍 在 及 中 . 


性 质 (a)、(b)、(c) 保 证 V 的 子 空间 五 本 身 对 V 中 的 向 量 空 间 运 算 而 言 是 一 个 向 量 空间 . 为 
证 此 结论 , 注意 到 (a)、(b) 、(c) 分 别 是 公理 1、4、6. 公理 2 和 3 及 公理 7~10 自然 成 立 ， 由 于 它 
们 对 V 中 所 有 元 素 均 成 立 ， 自 然 包括 五 中 的 元 素 ， 公 理 5 在 石 中 也 成 立 ， 因 为 车 wu 在 有 H 中 ， 
则 由 (c) 知 ，(-Du 也 在 五 中 ， 同时， 从 本 节 等 式 3 知 ，(-Du 即 公理 5 中 的 到. 

这 样 每 个 子 空间 都 是 一 个 向 量 空间 . 反之 ， 每 个 向 量 空间 是 一 个 子 空间 ( 针对 本 身 或 其 他 
更 大 的 空间 而 言 ) . 两 个 向 量 空间 , 若 其 中 一 个 在 另 一 个 内 部 , 此 时 子 空 间 这 个 词 被 使 用 , 而 V 
的 子 空间 是 将 V 看 作 更 大 的 空间 ( 见 图 4-7 ) . 


4-7 VV 的 一 个 子 空间 


例 6 疝 量 空间 V 中 仅 由 零 向 量 组 成 的 集合 是 Y 的 一 个 子 空间 , 称 为 零 子 空间 , 写成 {0} . 国 
例 7 令 了 下 为 全 体 实 系数 多 项 式 的 集合 , P 了 中 运算 的 定义 与 函数 运算 相同 , 则 耻 是 定义 在 以 
上 的 全 体 实 函数 的 一 个 子 空 间 . 再 者 ， 对 每 个 n>0,P, 是 PP 的 子 空间 ， 因 为 P, 是 PP 的 子 集 , 它 
包含 零 多 项 式 , 且 孔 中 两 个 多 项 式 之 和 仍 在 了 PP, 中, 数 乘 以 PP, 中 一 个 多 项 式 仍 在 卫 中 . 和 
例 8 疝 量 空间 R’ 不 是 RR 的 子 空间 ， 因 为 R? 甚 至 不 是 及 的 子 集 ( 了 及? 中 的 向 量 有 3 个 分 
量 ， 而 RR 中 的 向 量 仅 有 两 个 分 量 )， 集 合 
NY 
有 =1|t |:s,t 是 实数 
0 
是 下 的 一 个 子 集 ， 尽 管 从 逻辑 上 讲 它 与 及 不同, 但 看 起 来 很 像 及 : ， 见 图 4-8, 证 明媚 是 了 ?的 
一 个 子 空间 . 


图 4-8 ”作为 R 的 子 空间 的 平面 


@ 有 些 教材 将 定义 中 的 (a) 替换 成 万 非 空 , 则 (a) 可 由 (c) 推 出 , 且 有 0u=0, 但 检验 子 空间 最 好 的 方法 是 首先 观察 零 
向 量 ， 若 零 向 量 在 有 中 ， 则 (b) 、(c) 必 须 验证 ， 若 零 向 量 不 在 1 中 ， 则 有 不 是 子 空间 ， 且 其 余 性 质 不 必 检 验 . 
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解 ” 零 向 量 在 石 中 ， 且 对 向 量 的 加 法 和 标量 乘法 ，H 是 封闭 的 ， 这 是 因为 对 厂 中 的 疝 量 
而 言 , 那些 运算 产生 的 向 量 中 第 3 个 分 量 仍 为 零 ( 从 而 属于 已 ), 所 以 HH 是 及 的 一 个 子 空间 . 国 

例 9 ”RR 中 一 个 不 通过 原点 的 平面 不 是 及 ? 中 子 空间 . 因为 此 平面 不 包含 了 中 的 零 向 量 . 类 
似 地 ， 了 下 ?中 一 条 不 通过 原点 的 直线 ， 如 图 4-9 所 示 ， 也 不 是 恨 " 的 子 空间 . 


A2 


Xl 


图 4-9 不 是 向 量 空 间 的 直线 汤 


由 一 个 集合 生成 的 子 空间 


下 一 个 例子 说 明了 一 个 描述 子 空 间 的 最 常用 的 方法 . 与 第 1 章 中 相同 ， 线 性 组 合 这 个 词 表示 
一 些 向 量 的 任意 标量 乘法 之 和 , Span{v1,…,v,} 表示 所 有 可 以 表示 成 v,…,v, 的 线性 组 合 的 向 量 集合 . 

例 10 给 定向 量 空间 V 中 向 量 y,v,, 令 五 =Span{vi,v;} ， 证 明石 是 V 的 一 个 子 空 间 . 

解 由 于 0=0v,+0v, ， 所 以 零 向 量 在 五 中 ,为 证 HH 对 加 法 封闭 ， 任 取石 中 两 个 向 量 ， 即 

U= SVi+Ss2p2 , WwW=tV+t2y, 
对 向 量 空间 V ， 由 公理 2、3 和 8 知 
& 二 W =(SIVI 十 92y2) 十 (Vi + trv,) 
= (8$1 十 太 )y1 十 (S2 十 成 )y2 
所 以 ut+w 在 五 中 ， 进 一 步 ， 若 c 是 任意 标量 ， 由 公理 7 和 9 知 
CU 三 C(SIYI 十 82y2 ) = (C5) 十 (CS2 )y, 

这 证 明 cu 在 五 中 ， 从 而 五 对 标量 乘法 封闭 ， 从 而 五 是 V 的 一 个 子 空间 . 嘱 

在 4.5 节 中 我 们 将 证 明 尺 的 每 一 个 非 零 子 空间 ， 除 了 民 本 身 之 外 ， 要 么 是 Span{vi, v2}， 
这 里 w," 是 某 线性 无 关 的 两 个 向 量 ， 要 么 是 Span{fy} ，v0. 对 第 一 种 情形 ， 此 子 空间 是 一 个 
通过 原点 的 平面 ， 第 二 种 情形 ， 子 空间 是 一 条 通过 原点 的 直线 ( 见 图 4-10 ) . 记 住 这 些 几 何 图 
形 是 有 好 处 的 ， 甚 至 对 一 个 抽象 的 向 量 空间 也 有 帮助 . 


图 4-10 ”一 个 子 空间 的 例子 
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例 10 的 讨论 可 以 很 容易 地 推广 从 而 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 1 若 vy,…,v, 在 向 量 空间 V 中 ， 则 Span{v1,…,y5} 是 V 的 一 个 子 空间 . 


我 们 称 Span{v1,…,v,} 是 由 fy,…,v,} 生 成 (或 张 成 ) 的 子 空间 ， 任 给 V 的 子 空间 有 五，H 的 
生成 (或 张 成 ) 集 是 集合 fy1,…,v,} CH ， 使 得 HH =Span{v1,…,v,}. 


下 例 说 明 如 何 使 用 定理 1. 
例 11 令 厂 是 所 有 形 如 (a-3b,b--a,a,b) 的 向 量 的 集合 ， 这 里 a,b 是 任意 数 ， 即 


H={(a—3b,b—a,a,b):a,b eR} 
证 明石 是 恨 ' 的 一 个 子 空间 . 
解 ” 将 五 中 向 量 写 成 列 向 量 ， 则 五 中 任意 向 量具 有 如 下 形式 : 


a—3b 1 一 3 
b— 一 | 
=a +b 
a 
b 0 1 
他 | Li 


这 个 计算 表明 妃 =S$panfw,rj , 这 里 vi,v, 标 示 如 上 ,从 而 由 定理 1 知 五 是 有 R' 的 一 个 子 空 间 . 者 
例 11 表明 一 个 有 用 的 技巧 ， 用 来 表示 作为 某 些 向 量 线性 组 合 的 集合 的 子 空间 H. 若 
H = Span{y1,…,v,}， 我 们 可 以 把 这 个 生成 集中 的 向 量 v,,…,v, 看 作 “ 柄 ”， 它 们 使 我 们 能 够 掌握 
这 个 子 空间 H .HH 中 无 穷 多 个 向 量 的 运算 经 常 被 简化 成 生成 集中 的 有 限 多 个 向 量 的 运算 . 
例 12 问 h 取 何 值 时 ，y 在 由 vi,v;,v; 生 成 的 有 R; 的 子 空 间 中 ? 其 中 


} 5 一 3 -4 
Vi 二 一 1 V2 三 -4 ， 果 3 二 1 ， 少 三 3 
—2 —7 0 h 


解 ” 此 问题 是 1.3 节 中 的 练习 题 2, 这 里 用 子 空间 这 个 词 还 不 如 用 Span{vi,v2,v;} . 此 处 y 在 
Span{v1,v2,V3) 中 当 且 仅 当 h=5. 这 个 解法 现在 值得 复习 一 下 ， 可 以 复习 1.3 节 中 习题 11~14 和 
习题 17~21. 国 

虽然 本 章 中 许多 向 量 空 间 是 RR" 的 子 空间 , 但 牢记 那些 抽象 理论 用 在 其 他 向 量 空 间 仍 成 立 是 
很 重要 的 ， 函 数 的 问 量 空间 起 源 于 许多 应 用 ， 这 些 空间 在 后 面 的 章节 将 受到 关注 . 
练习 题 
1. 通过 证 明 标 量 乘 法 不 封闭 , 证 明 R* 中 所 有 形 如 (3s,2+5s) 的 点 集 已 不 能 构成 一 个 向 量 空 间 ，( 五 中 一 

个 特殊 问 量 & 和 数 c， 使 cu 不 在 巨 中 .) 
2. 令 W=Span{Vi,…,ys,} ， 这 里 名 …,v, 在 向 量 空中 V 中 ,证 明 vV 在 W 中 ， 1<k<p. (提示 : 先 写 一 个 
能 证 明 在 Y 中 的 方程 ， 再 类 似 证 明 一 般 情 形 . ) 
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习题 4.1 
1. 令 Y 是 六 平面 中 的 第 一 象限 ， 即 


站 >oz>dl 
》 


a. 若 uv 在 V 中 ，u+v 在 V 中 吗 ? 为什么? 
b. 找 V 中 一 个 特殊 向 量 w 和 一 个 特殊 数 c, 使 
得 cu 不 在 V 中 . (这 足以 说 明 V 不 是 一 个 
向 量 空间 . ) 
2. 令 W 是 罗平 面 中 第 一 象限 与 第 三 象限 的 并 集 ， 


oe 


a. 看 & 在 多 中 ，c 为 任意 数 ，cu 在 W 中 吗 ? 
为 什么 ? 
b. 找 W 中 特殊 向 量 wv ,使 得 w+v 不 在 W 中 . 
这 足以 说 明 W 不 是 一 个 向 量 空间 . 
3. 令 且 是 多 平面 上 所 有 单位 圆 内 和 圆 上 的 点 集 ， 


即 4- er ， 找 出 一 个 特殊 的 例 


子 ， 两 个 向 量 或 者 是 一 个 向 量 与 一 个 数 ， 证 明 
HH 不 是 R* 中 的 一 个 子 空间 . 
4. 构造 一 个 几何 图 形 说 明 为 什么 RR? 中 一 条 不 过 
原点 的 直线 对 向 量 的 加 法 不 封闭 . 
在 习题 5~8 中 ，n 取 适 当 的 值 , 判定 给 出 的 集 
合 是 否 为 也, 的 子 空间 ， 验 证 你 的 答案 . 
5. 所 有 形 如 p(1) =ar? 的 多 项 式 ， 此 处 aeR. 
6. 所 有 形 如 p(t)=a+#? 的 多 项 式 ， 此 处 aeRR. 
7. 所 有 次 数 最 多 是 3 的 整 系数 多 项 式 . 
8. 所 有 PB, 中 使 得 p(0) =0 的 多 项 式 . 


RY 
3s 
25 
癌 量 y ， 使 得 五 =Span{v} ， 为 什么 这 样 能 证 明 
有 是 有 R 的 一 个 子 空间 ? 
2t 

0 
一 ! 


9. 令 妃 为 所 有 形 如 的 向量 集 ， 找 及: 中 一 个 


10. 令 五 为 所 有 形 如 的 向 量 集 , 证 明 瑟 是 RR 


才 4 但 


的 一 个 子 空间 .，( 利用 习题 9 的 方法 .) 
Sb+2c 
b 
C 
是 任意 的 实数 , 找 向 量 wy 使 得 W =Spanfz py] ， 

为 什么 这 样 能 证 明 W 是 及 的 一 个 子 空间 ? 


$+ 3t 


11. 令 W 是 所 有 形 如 的 向 量 集 ， 这 里 b,c 


3 一 ! 


12. 令 克 是 所 有 形 如 7 的 向 量 集 , 证 明太 是 
dt 
民 “ 的 一 个 子 空间 . ( 利用 习题 11 的 方法 . ) 


1 2 4 3 
， V3 二 2 
6 2 


0 ] 
一 1 3 
a. 了 你 在 {V1,V2,v3} 吗 ? {Vi,v2,v3} 中 有 和 多少 个 向 
量 ? 
b. Span{y1,v2,V3} 中 有 和 多少 个 向 量 ? 
CcC, Ww 在 由 {V1,V2, V3} 生成 的 子 空间 中 吗 ? 为 什 


么 ? 


13. 令 太 = ，V; 二 ，W 二 


8 


14. 令 mop 与 13 题 相 同 ， w = ， Ww 在 由 


7 
人 vi,V2,V3} 生 成 的 子 空间 中 吗 ? 为 什么 ? 
在 习题 15~18 中 ，, 令 W 表示 已 给 形式 的 所 有 
问 量 集合 ， 这 里 a,b,c 表示 任意 实数 ， 在 每 种 情形 
下 ,要么 给 出 生成 W 的 向 量 集合 S ， 要 么 给 出 一 
个 例子 证 明 W 不 是 一 个 向 量 空间 . 


3a+b 一 G 二 1 

15. 4 16. |a-6b 
2 一 和 bp | 
a-b 4a+3b 

17. |?-° 18. | ° 
c—a a+b+c 
b C 一 20 


19. 一 个 物体 m 挂 在 弹簧 的 末端 , 车 向 下 拉动 物体 
册 放 开 ， 这 个 物体 -弹簧 系统 开始 振动 ， 物 体 
从 其 静止 位 置 的 位 移 y 由 下 列 形式 的 函数 给 出 
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这 里 中 是 一 个 常数 ， 它 与 弹簧 及 物体 有 关 .( 见 下 
图 . ) 证 明 由 (5 ) 式 给 出 (其 中 四 固定 ，c,c: 任意 ) 
的 所 有 函数 的 集合 是 一 个 向 量 空间 


(5 ) 


y(t) = ci COsOt + c, sin wt 


人 Ne 


A 
人 


20. 定义 在 及 中 闭 区 间 [a,b] 上 的 全 体 实 连 续 函数 


ei. 


22. 


的 集合 记 为 C[a,b] ， 此 集合 是 定义 在 [a,b] 上 

的 全 体 实 函数 的 一 个 子 空 间 . 

a. 关于 连续 函数 ,需要 证 明 什 么 结论 才能 说 明 
CLa,b] 如 命题 所 说 的 确实 是 一 个 子 空间 ? 
( 这些 结 论 在 微 积 分 中 经 常 讨论 ) . 

b. 证 明 { eC[a,b]: f(a)=f(b)} 是 Cla,b] 的 
一 个 子 空间 . 

对 固定 的 正 整数 m,n , 在 通常 的 矩阵 加 法 运算 

和 实数 乘法 运算 之 下 ， 所 有 mxn 矩阵 的 集合 

Mu 是 一 个 向 量 空间 . 


判定 所 有 形 如 ls | 的 全 体 和 矩阵 的 集合 已 是 


否 是 Mw 的 一 个 子 空间 . 

令 FF 是 一 个 固定 的 3x2 和 矩阵 , 令 矿 是 Mw 中 
所 有 使 得 FA=0 ( M3 中 的 零 矩阵 ) 的 矩阵 A 
的 全 体 构成 的 集合 ， 判 断 万 是 否 是 Mw 的 一 
个 子 空间 . 

在 习题 23 和 习题 24 中 ,判断 每 个 命题 的 真 假 ， 


给 出 理由 . 


3 


a. 者 f 是 一 个 向 量 空 间 V 中 所 有 定义 在 下 
上 的 一 个 实 函 数 , 且 f(1)=0, 则 了 是 V 中 
的 零 向 量 . 

b. 在 三 维 空间 中 ， 一 个 向 量 是 一 个 箭头 . 

c. 对 向 量 空间 V 的 一 个 子 集 矿 ， 若 零 向 量 在 


24. 


HH 中 ， 则 五 是 V 的 一 个 子 空间 . 

d. 一 个 子 空间 仍 是 一 个 向 量 空间 . 

e. 模拟 信号 被 用 在 航天 飞机 的 主 控 系 统 , 在 本 
章 “ 介 绍 性 实例 ”中 有 提 到 |. 

a. 一 个 向 量 是 一 个 向 量 空间 中 任意 一 个 元 素 . 

b. 春 & 是 向 量 空间 VY 中 一 个 向 量 , 则 (-Du 与 
& 的 负 向 量 相 同 . 

c. 一 个 向 量 空间 仍 是 一 个 子 空 间 . 

d.， RR* 是 Ri’ 的 一 个 子 空间 . 

e. 一 个 向 量 空间 V 的 一 个 子 集 互 ， 如 果 满 足 
以 下 条 件 : (i)V 的 零 向 量 在 五 中 , (ii) 
uv 和 wutv 在 矿 中 , (iii) c 是 一 个 标量 ， 
cu 在 有 HH 中 ,， 则 五 是 V 的 一 个 子 空间 . 

习题 25~29 给 出 向 量 空间 V 的 公理 如 何 用 来 


证 明 写 在 向 量 空间 定义 后 面 的 基本 性 质 , 用 合适 的 
公理 序号 填空 . 由 公理 2、4 和 5 可知， 对 所 有 z ， 
0+xw=& 和 -x+&=0 均 成 立 . 

25. 完成 下 面 关 于 零 向 量 是 惟一 的 证 明 , 假设 w 在 


26. 


PY 


V 中 , 具有 对 V 中 所 有 w， ut+w=w+u=u 的 

性 质 ， 特 别 地 ，0+w=0， 但 由 公理 ， 

0+t+w=w， 从 而 w=0+w=0. 

完成 下 面 关 于 -wu 是 V 中 惟一 满足 ut+(-u)=0 

的 向 量 的 证 明 . 假设 w 满足 w+w=0， 用 _u 

加 到 两 边 ， 则 有 

(-u)+[lu+w]=(-u)+0 

[(-w)+uJ+w=(-u)+0 这 是 由 公理 。 (a) 
0+w=(-u)+0 这 是 由 公理 ” _(b) 

这 是 由 公理 (c) 

在 下 列 证 明 0u=0 对 任意 V 中 的 z 成立 的 过 

程 中 ， 填 写 漏 掉 的 公理 序号 . 

Ou = (0+0)u = Ou + Ou 这 是 由 公理 (a) 

两 边 加 0w 的 负 向 量 . 

Ou + (-0ux) =[0u + 0u]+ (0u) 

Ou + (0u) = Ou + [Ou + (~0u)] 

这 是 由 公理 

这 是 由 公理 


w=—u 


(b) 
(c) 


0=0u+0 
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29. 


30. 
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32， 


33. 


0=0u 这 是 由 公理 (4d) 
在 下 列 证 明 c0=0 对 任意 数 c 成 立 的 过 程 中 ， 
填写 漏 掉 的 公理 序号 : 
c0=c(0+0) 这 是 由 公理 (a) 
=c0+c0 这 是 由 公理 (b ) 
两 边 加 c0 的 负 问 量 : 


c0+(-c0) =[c0+c0]+ (-c0) 
c0+(-c0) = c0+[c0+ (-c0)] 


这 是 由 公理 - (ec) 
0=c0+0 这 是 由 公理 (d) 
0=c0 这 是 由 公理 (e) 


证 明 (-DUx = -4 .( 提 示 : x+(-DUu=0, 用 习题 
27 和 习题 26 中 某 些 公理 和 结论 . ) 
假设 对 某 非 零 数 c,cu =0, 证 明 w=0, 说 出 你 用 
到 的 公理 和 性 质 . 

令 wv 是 向量 空间 V 中 的 向 量 , 有 H 是 V 中 任意 
一 个 包含 uw 和 v， 的 子 空间 ,解释 为 什么 及 也 包 
含 Span{u,v} ， 这 说 明 Span{u,v} 是 包含 ww 和， 
的 V 中 最 小 子 空间 . 

令 且 和 KK 是 向 量 空间 V 的 子 空间 ， 有 石和 的 
交集 写成 HNnK ， 是 V 中 既 属 于 五 又 属于 KK 


的 元 素 的 集合 ,证 明太 NK 是 V 的 一 个 子 空间 . 


( 见 下 图 .) 在 R? 
中 给 出 一 个 例子 ， 
证 明 一 般 而 言 , 两 
个 子 空间 的 并 集 
不 是 一 个 子 空间 . 
给 定向 量 空间 V 
的 子 空间 瓦 和 天 ， 
及 和 KK 的 和 ( 记 
为 H+K) 是 V 中 
可 以 写成 两 个 向 量 ( 一 个 向 量 在 五 中 , 另 一 个 
癌 量 在 中) 之 和 的 所 有 向 量 的 集合 ， 即 


练习 题 答案 


33, 


36. 
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H+K={w:w=u+v, 其 中 EH,v€ KK} 
a. 证 明太 +K 是 V 的 子 空间 . 
b. 证 明太 是 矿 +K 的 子 空 间 ,K 是 及 +KK 的 子 
空间 . 


. 假设 四 ,zy 和 mm,… 是 向 量 空间 Y 中 的 回 


量 ， 并 设 
H =Span{u,…u,},K = Span{v,…v,} 
证 明 H+K=Span{w,…,Wp,V1,…,Va}. 


[Mj] 证 明 w 在 由 mw, 生成 的 及 的 子 空间 
中 ， 这 里 
-9 7 —4 -9 
-小村 4 .过 | 4 
w= Vi ， V2 二 区 V3 三 4 
8 9 -7 27 
[M] 判 定 y 是否 在 由 4 的 列 生成 的 及 4 的 子 空 
间 中 ， 这 里 
6 $1-5$ -9 
7 8 8 -6 
必用 -5 -9 3 
—4 3 -2 -7 


[M] 向 量 空间 H =Span{l,cos”t,cos*t,cos’t} 至 
少 包 含 两 个 有 趣 的 函数 , 它们 在 以 后 的 习题 中 
用 到 : 
f(t)=1—8cos’t+8cos’t 
g(t)=—1+18cos’t—48cos‘t+32cos’t 
对 0<i 和 2r ， 研 究 了 的 图 像 ， 对 f(t) 推测 一 
个 简单 的 公式 ， 通 过 绘图 比较 1+ jd) 与 你 的 
GD) 的 公式 , 验证 你 的 猜测 .( 你 将 会 看 到 常 
晴 数 1. ) 对 g(t) 重复 你 的 研究 . 


38. [M] 对 下 列 函 数 ， 重 复习 题 37. 


f(t)=3sint—4sin’t 
g(t)=1—8sin’t+8sin’t 
h(t)=5sint— 20sin’t+16sin’t 


它们 均 在 向 量 空间 Span{1,sint,sin?t,…,sin5t} 中 


1. 任 取 电 中 的 ， 如 取 w=| | 任 取 c¥#1， 比 如 取 c=2 ， 则 =| | 如 果 它 在 V 中 ， 则 存在 某 * 使 得 


向 量 公 全 199 
全 


si 


则 s=2 同时 s=12/5 ， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 24 不 在 五 中 ，H 不 是 一 个 向 量 空间 . 
2，y = lw +0w 十 … 二 0v, ， 这 表明 由 是 wp， 的 一 个 线性 组 合 ， 所 以 在 W 中 ， 一 般 v 也 在 W 中 , 这 是 
因为 = 0Ow +…+0pei+lvwke +Ovin 二 … 十 0y，， 


4.2” 零 空间 、 列 空间 和 线性 变换 


在 线性 代数 的 应 用 中 ，R" 的 子 空间 通常 由 以 下 两 种 方式 产生 : ( 1 ) 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 ; 
或 (2 ) 某 些 确定 向 量 的 线性 组 合 的 集合 . 本 节 中 ,我 们 比较 和 构造 这 两 类 子 空间 ， 体 验 子 空间 
的 概念 . 事实 上 ， 正 如 你 将 要 看 到 的 ， 我 们 从 1.3 节 以 来 一 直 与 子 空间 打交道 ， 这 里 的 主要 新 
特征 是 术语 . 本 节 包 括 线性 变换 的 值 域 与 核 的 讨论 . 
和 矩阵 的 零 空 间 
考虑 下 列 齐 次 方程 组 
Xi 一 3X2 — 2N3 芝 和 所 (1) 


—S5xX+9xs+ XxX3=0 

用 和 矩阵 的 方式 ， 此 方程 组 可 写成 Ax =0， 这 里 

1 -3 -2 

-3 9 ll 
所 有 满足 (1 ) 的 x 的 集合 称 为 方程 组 (1 ) 的 解 集 , 通常 将 这 个 解 集 直接 与 矩阵 4 和 方程 Ax =0 
联系 起 来 是 方便 的 ， 我 们 称 满足 hx =0 的 所 有 x 的 集合 为 矩阵 4 的 零 空间 . 

定义 ”mxn 算 阵 4 的 零 空 间 写 成 Nul4， 是 齐 次 方程 hr =0 的 全 体 解 的 集合 ， 用 集合 符号 
表示 ， 即 
NulA={x:xER”",Ax=0} 


Nul A 的 更 进一步 的 描述 为 RR" 中 在 线性 变换 x Fy Ax 下 映射 到 R”" 中 的 零 向 量 的 全 体 向 量 的 
集合 ， 见 图 4-11. 


图 4-11 


要 
3 
一 2 


例 1 设 4 为 (2) 式 中 所 示 ， 令 &= ， 确 定 x 是 否 属 于 4 的 零 空 间 . 


200 才 4 芋 


UL cc -一 一 一 


解 ” 为 验证 zx 是否 满 足 4u =0 ， 简 单 计算 
| 1- 一 | 5— a 
如 -| 3 9 | | [-25+27-2] Lo 
所 以 we Nul4. 


空间 这 个 词 用 在 零 空 间 上 是 合适 的 ， 因 为 一 个 矩阵 的 零 空 间 是 一 个 向 量 空间 ， 在 下 列 定理 
中 会 见 到 . 


定理 2 mxn 算 阵 A 的 零 空间 是 及 "的 一 个 子 空间 ,等 价 地 ，m 个 方程 、n 个 未 知 数 的 齐 次 
线性 方程 组 Ax =0 的 全 体 解 的 集合 是 眉 " 的 一 个 子 空间 . 


证 ”由 于 A 有 nn 个 列 ，Nul4 当然 是 RR" 的 一 个 子 集 ， 我 们 必须 证 明 Nul 4 满足 子 空间 的 3 

个 性 质 ，0 当然 在 Nul 4 中， 其 次 令 w 和 v 表示 Nul4 中 任意 两 个 向 量 ， 则 
Au=0 Ayv=0 
为 证 w+v 在 Nul4 中， 必须 证 A(u+v)=0. 利用 和 矩阵 乘法 的 性 质 ， 有 
A(ut+v)= Au+Av=0+0=0 
从 而 w+vE NulA4 ， 于 是 Nul14 对 向 量 加 法 是 封闭 的 . 最 后 ， 若 c 是 任意 一 个 数 ， 则 
A(cu) = c(Au)=c(0)=0 

从 而 cu € Nul 4 ， 于 是 Nul4 是 了 及 "的 一 个 子 空间 . 国 


例 2 令 妃 是 及 :中 坐标 ae,bc,d 满足 方程 a-2b+5c=4d 且 c-a=b 的 所 有 向 量 的 集合 ,证 明 
H 是 及 的 一 个 子 空间 . 

解 ” 通 过 重新 调整 描述 H 的 元 素 的 方程 组 ， 我 们 发 现 吾 即 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 : 

a—~2b+$sSc—d=0 
-a—b+c=0 : 

由 定理 2， 矿 是 及 的 一 个 子 空间 . 图 

确定 集合 8H 的 线性 方程 组 是 齐 次 的 这 个 条 件 是 很 重要 的 ， 否则， 其 解 集 不 能 确定 一 个 子 空 
间 ( 因为 零 向 量 不 是 非 齐 次 方程 组 的 解 )， 而 且 在 某 些 情形 下 ， 解 集 可 能 是 空 集 . 


Nul A 的 一 个 显 式 刻画 


Nul4 中 的 向 量 与 4 中 的 数值 之 间 没 有 明显 的 关系 . 我 们 称 Nul 4 被 隐 式 地 定义 ， 这 是 由 于 
它 被 一 个 必须 要 检验 的 条 件 所 定义 ， 没 有 明确 地 给 出 Nul4 中 元 素 . 然而 ， 当 我 们 解 出 方程 
Ax =0 ， 我 们 就 得 到 Nul4 的 显 式 刻画 ， 让 我 们 先 复 习 一 下 1.5 节 中 已 有 的 解 题 步骤 . 
例 3 求 矩 阵 4 的 零 空间 的 生成 集 ， 其 中 
-3 6 -1 1 -7 
1 -2 2 3 -l 
2 -4 5 8 -4 
解 ” 第 一 步 是 求 hx =0 的 关于 自由 变量 的 通 解 ， 通 过 行 化 简 增 广 矩 阵 [4 0] 化 为 简化 阶梯 
形 矩 阵 为 


A= 
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1 -2 0 | 3 0 Xl 一 2X2 一 Xa4 + 3xs =0 
0 0 1 2 -2 0 , 3 十 2X4 一 2X5 =0 
0 00 0 0 0 0=0 


通 解 为 x =2x;+x4 一 3xs,% =-2x+2x54 5 是 自由 变量 . 
其 次 ， 将 通 解 给 出 的 向 量 分 解 为 向 量 组 合 ， 用 自由 变量 作 权 ， 即 : 


Xl 2x2 + Xa 一 3X5 2 ] 一 3 
X2 X2 1 0 0 
和 |=| -22 十 255 |=xX|0|+x| 21+Xxs| 2 
Xa Xa 0 1 0 
5 Xs 0 0 1 
i 1 1 

= Xt Xav + Xsw (3) 


u,v 和 w 的 每 一 个 线性 组 合 都 是 Nul 有 4 中 的 一 个 元 素 ， 从 而 {u,v,w} 是 Nul4 的 一 个 生成 集 ， 国 
关于 例 3 的 解 应 该 得 到 以 下 两 点 事实 ， 它 们 对 所 有 此 类 问题 均 适 合 ， 我 们 将 在 后 面 用 到 . 
1. 由 例 3 中 的 方法 产生 的 生成 集 必然 是 线性 无 关 的 ,这 是 因为 自由 变量 是 生成 向 量 上 的 权 . 
比如 ， 见 (3 ) 式 中 解 向 量 的 第 2，4，5 个 数 ， 注 意 到 只 有 当 x,x,xs 全 为 零 时 xzu+Xxav + 和 Nw 为 
零 . 
2，Nul4 的 生成 集中 向 量 的 个 数 等 于 方程 4x =0 中 自由 变量 的 个 数 . 


和 矩 阵 的 列 空间 

与 矩阵 相关 的 另 一 个 重要 的 子 空间 是 它 的 列 空间 . 与 零 空 间 不 同 ， 列 空间 可 以 由 向 量 的 线 
性 组 合 显 式 定 义 . 

定义 ”mxn 答 阵 的 列 空间 ( 记 为 Col4 ) 是 由 4 的 列 的 所 有 线性 组 合 组 成 的 集合 ， 兰 
A=[a,…,a,]， 则 ColAh=Span{ai,…,a,}. 

由 于 Col4 = Span{a1,…,a,} 是 一 个 子 空间 ， 由 定理 1 及 Col4 的 定义 和 4 的 列 在 及 "中 这 一 
事实 得 到 以 下 定理 . 


定理 3 mxpn 给 阵 4 的 列 空 间 是 月 "的 一 个 子 空 间 . 


注意 到 Col 4 中 一 个 典型 向 量 可 写成 hx 的 形式 ， 其 中 x 为 某 向 量 ， 因 为 记号 Ax 表示 A 的 
列 向 量 的 一 个 线性 组 合 ， 即 
ColA={b:b= Axr,xER”") 
代表 Col 4 中 向 量 的 记号 Ax 也 表明 Col 4 是 线性 变换 x 上 hx 的 值 域 , 我 们 将 在 本 节 的 最 后 讨论 
这 个 问题 . 
例 4 求 一 个 矩阵 A， 使 得 W = Col4. 


6a—b 
at+b |:a,b€ER 
—7a 


解 ” 首 先 将 W 写成 线性 组 合 的 集合 


和 和- 


] 1 


< 了 0 
其 次 ,用 生成 集中 的 向 量 作为 4 的 列 , 令 4=| 1 1|,; 则 W=Col4， 
7 
4 为 所 求 矩 阵 . 量 
回顾 1.4 节 中 的 定理 4，4 的 列 生 成 RR”" 当 且 仅 当 方 程 hx =b 对 任 一 个 bp 有 人 和解， 我 们 可 以 按 
下 列 方式 重 述 这 一 事实 . 


mxn 和 矩阵 A 的 列 空间 等 于 腿 " 当 且 仅 当 方程 hx =b 对 恨 " 中 每 个 b 有 一 个 解 . 


NulA 与 Col4 之 间 的 对 比 


一 个 矩阵 的 零 空间 和 列 空间 之 间 的 关系 如 何 是 一 个 自然 的 问题 ， 事 实 上 ， 这 两 个 空间 是 很 
不 一 样 的 ， 从 例 5~7 中 将 看 到 这 一 点 . 然而 ， 这 两 个 空间 之 间 的 一 个 邻 人 感到 意外 的 关联 将 出 
现在 4.6 节 中 ， 这 需要 用 到 更 多 的 理论 . 
和 1 
“3 = 7 3 
3 7 
a. 铬 4 的 列 空间 是 及 :的 一 个 子 空 间 ，k 是 多 少 ? 
b. 大 4 的 零 空间 是 R* 的 一 个 子 空间 ，k 是 多 少 ? 
解 a. 4 的 每 一 列 含 有 3 个 数 ， 所 以 Col4 是 RR 的 一 个 子 空间 . 
b. 使 得 Ax 有 定义 的 一 个 向 量 x 必 须 有 4 个 数 . 所 以 Nul4 是 了 :的 一 个 子 空间 . 看 
当 一 个 矩阵 不 是 方 阵 时 ， 比 如 例 5 中 的 矩阵 ，Nul4 中 的 向 量 与 Col4 中 的 向 量 分 别 在 完全 
不 同 的 “ 域 ”中 . 例如 , 我 们 已 讨论 过 RR 中 向 量 的 线性 组 合 不 能 产生 及 4 中 的 一 个 向 量 . 当 4 为 方 
阵 时 ，Nul4 和 Col4 确实 都 具有 零 向 量 ， 并 且 在 特殊 情形 下 它们 可 能 具有 一 些 相同 的 非 零 向 量 . 
例 6 对 例 5 中 的 4 ， 分 别 找 出 Col4 和 Nul4 中 的 一 个 非 零 向 量 . 
2 
解 ”容易 找到 Col4 中 的 一 个 向 量 ，4 的 任 一 个 列 都 可 以 ,比如 | -2 | , 为 了 找到 Nul4 中 的 
3 


W= 


+b 


< 
Il 


:a,beR 


例 5 令 4= 


一 个 非 零 向 量 ， 我 们 已 作 了 一 些 工 作 ， 将 增 广 矩 阵 [4 0] 行 化 简 ， 得 
1 0 00 
[A 0]~|0 1 -5 0 0 


yy 0 0190 
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从 而 若 x 满足 Ax =0， 则 x = —9x3, Xx = 5x3, Xa = 0, x 是 目 由 变量 ， 为 取 一 个 非 零 值 ， 比如 


x; =1, 我 们 得 到 Nul4 中 一 个 向 量 , 即 x =(-9,5,1,0). 国 
,| [3 
例 7 对 例 5 中 的 4A, 令 w=|_ = 一 
3 
0 


a. 判定 wu 是 否 在 Nul 4 中 ，w 是 否 在 Colh 中 . 
b. 判定 ”是 否 在 Coli4 中 ， vv 是否 在 Nul4 中. 


解 a. 这 里 不 需要 Nul4 的 一 个 显 式 刻 画 ， 简 单 地 计算 乘积 Au. 


3 
2 4 -2 1 0 |0 


Au=|-2 -5 7 3 1|=1-31#10 
3 7 -8 6 0 3 |0 
显然 ，z 不 是 Ax =0 的 一 个 解 ， 所 以 z 不 在 Nul4 中 ,由 于 Coli4 是 到" 的 一 个 子 空间 ，z 具 
有 4 个 数值 ，x 不 可 能 在 Col 4 中 . 


b. 将 [4 vj 简化 成 阶梯 形 
2 4 -2 1 3 2 4 -2 1 3 


[A v=|I-2 -5 7 3 -1|I~|I0 1 -5 -4 -2 
3 7 -86 3||100 017 1 
由 此 可 见 ， 方程 hx = 是 相 容 的 ， 所 以 在 Col4 中 ,由 于 Nul4 是 及: 的 子 空 间 ，" 具有 3 
个 数值 , "不 可 能 在 Nul4 中. 国 
表 4-1 可 以 作为 我 们 已 经 学 过 的 关于 Nul 4h 与 Colh 的 一 个 总 结 . 其 中 的 第 8 条 是 1.9 节 中 定 
理 11 和 定理 12 (a ) 的 另 一 种 形式 . 


表 4-1 对 mxn 和 矩阵 A4，Nul 4h 与 Col 4 之 间 的 对 比 


Nul4 Col4 
1、Nul4 是 R' 的 一 个 子 空间 . 1. Col4 是 R" 的 一 个 子 空间 . 
2，Nul4 是 路 式 定 义 的 ， 即 仅 给 出 了 一 个 Nul4 中 向 2，Col4 是 显 式 定义 ， 即 明确 指出 如 何 建立 Col4 中 的 向 
最 必须 满足 的 条 件 (4x =0. 量 


3. 求 Nul4 中 的 向 量 需 要 时 间 ,需要 对 [4 外 做 行 变换 . 3. 容易 求 出 Col4 中 的 向 量 ,4 中 的 列 就 是 Col4 中 的 向 量 ， 
其 余 的 可 由 4 的 列表 示 出 来 . 


4，Nul4 与 4 的 数值 之 间 没 有 明显 的 关系 . 4. Col4 与 4 的 数值 之 间 有 明显 的 关系 ， 因 为 4 的 列 就 在 
Col4 中 . 
5.， Nul4 中 的 一 个 典型 向 量 " 具有 Ay =0 的 性 质 . 5，Col 4 中 一 个 典型 向 量 v 具有 方程 hx =v 是 相 容 的 性 质 . 
6. 给 一 个 特定 的 向 量 v ,容易 判断 bv 是 否 在 Nul4 中 ， 6. 给 一 个 特定 的 问 量 v ,和 弄 清 v 是 否 在 Col4 中 需要 时 间 ， 
仅 需 计算 hy . 需要 对 [4 习作 行 变换 . 
7， Nul4={0} 当 且 仅 当 方程 hx =0 仅 有 一 个 平凡 解 . 7， ColA=R" 当 且 仪 当 方程 Ax =b 对 每 一 个 beR" 有 一 
个 解 . 


8，Nul4={0} 当 且 仅 当 线性 变换 x P hx 是 一 对 一 的 . 8，ColA =R” 当 朋 仅 当 线 性 变换 x HF-> Ax 将 民 " 映 上 到 R"”. 
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线性 变换 的 核 与 值 域 


我 们 经 常 需要 用 线性 变换 而 不 是 矩阵 来 描述 除 及 " 以 外 的 向 量 空间 的 子 空间 ， 为 了 更 准确 ， 
将 1.8 节 中 给 出 的 定义 进行 推广 . 


定义 ”由 向 量 空间 V 映射 到 向 量 空间 W 内 的 线性 变换 T 是 一 个 规则 , 它 将 V 中 每 个 向 量 Y 
映射 成 W 中 惟一 向 量 T(xz)， 且 满足 : 

(i) T(w+v)=T(u)+T(v)， 对 V 中 所 有 wr 均 成 立 . 

(这 ) T(cu)=cT(w)， 对 V 中 所 有 ww 及 所 有 数 c 均 成 立 . 


线性 变换 T 的 核 (或 零 空 间 ) 是 V 中 所 有 满足 T(w)=0 的 向 量 w 的 集合 ( 0 为 W 中 的 零 向 
量 ) .7 的 值 域 是 W 中 所 有 具有 形式 T(x) (任意 xeV ) 的 向 量 的 集合 . 如 果 T 是 由 一 个 矩阵 变 
换 得 到 的 ， 比 如 对 某 和 矩阵 A ,T(x)= Ax ， 则 了 的 核 与 值 域 恰好 是 前 面 定义 的 4 的 零 空间 和 列 空 
间 . 

不 难 证 明 T7 的 核 是 V 的 一 个 子 空间 . 证 明 在 本 质 上 与 定理 2 相同 ，T7 的 值 域 也 是 W 的 一 个 
子 空间 . 见 图 4-12 和 习题 30. 


核 是 V 的 。 ” 值 域 是 W 的 
”一 个 子 空间 。 一 个 子 空间 


图 4-12 与 线性 变换 相关 的 子 空间 


在 应 用 中 ， 一 个 子 空间 往往 由 一 个 适当 的 线性 变换 的 核 或 值 域 产生 ， 比 如 ， 一 个 齐 次 线性 
微分 方程 的 全 部 解 的 集合 被 判明 是 一 个 线性 变换 的 核 . 典型 地 ， 这 样 一 个 线性 变换 用 关于 一 个 
男 数 的 一 阶 或 高 阶 导 数 描述 . 要 解释 这 个 结论 将 使 我 们 远离 主题 ， 所 以 我 们 仅 给 出 两 个 例子 ， 
第 一 个 例子 解释 微分 运算 为 什么 是 一 个 线性 变换 . 

例 8 ( 需要 微 积 分 的 知识 )” 令 V 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 所 有 连续 可 导 的 实 函 数 构 成 的 向 
量 空间 , 令 W 是 [a,b] 上 所 有 连续 函数 构成 的 向 量 空间 , 且 令 D:V 一 克 是 将 V 中 f 变 为 其 导数 
了 的 变换 ， 由 微 积 分 中 两 个 简单 的 微分 法 则 有 

D(f +g8)=D(f)+D(g), D(cf)=cD(f) 
于 是 ，D 是 一 个 线性 变换 ， 可 以 证 明 D 的 核 是 [a,b] 上 的 常 函 数 的 集合 ，D 的 值 域 是 [a,b] 上 所 
有 连续 函数 的 集合 丸 . 剖 
例 9 (需要 微 积分 的 知识 ) 微分 方程 
y +@’y=0 (#4) 
这 里 @ 是 常数 ， 常 常用 来 描述 物理 系统 的 一 个 变化 过 程 ， 比 如 负重 弹簧 的 振动 ， 摆 的 运动 ， 以 
及 电感 -电容 电路 中 的 电压 . (4 ) 的 解 集 恰好 是 将 函数 y= f (1) 映 成 函数 f(t)+w?f(t) 的 线性 变 
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换 的 核 . 寻找 这 个 向 量 空间 的 一 个 显 式 刻 画 是 微分 方程 方面 的 一 个 问题 ,其 解 集结 果 是 4.1 市 


习题 19 中 所 说 的 空间 ， 畏 
练习 题 
dd 
1. 令 W111b|:a-3b-c=0，， 用 两 种 不 同 的 方法 证 明 W 是 及 ;的 一 个 子 空间 . (用 两 个 定理 .) 
[mM 
7 -3 5 2 7 
2. 令 4=|-4 1 -51,v=| 1|1,w=| 6|， 假 设 已 知 方程 x =v 和 Ax=w 都 是 相 容 的 ， 关 于 方程 
-5 2 -4 | -3 
4r =v+w ， 你 能 得 出 什么 结果 ? 
习题 4.2 
] 它 不 是 一 个 向 量 空间 . 
1. 判定 w =| 3| 是 否 在 Nul4 中 ， 这 里 a 
-4 7. lbpl:at+b+c=2 
3 -5 一 3 C 
A=| 6 -2 0 | 
8 4 1 8. s |:Sr—l=s+2t 
5 t 
2. 判定 w =| -3 | 是否 在 Nul4 中 ， 这 里 1 
b|la—2b=4c 
5 21 19 9 1 2a e+3d 
4=|13 23 2 7 
8 14 1 


求 出 Nul4 的 一 个 显 式 表示 . 


a 
在 习题 3~6 中 ， 通 过 求 出 张 成 零 空 间 的 向 量 ， pl +Pb=e 

10. 、 
3 4=|! 3 5 | 
0 1 4 -2 


b—2d 

1] -6 4 0 s+d 
4. 4= 

| 0 2 a 11， | ， 37 |:b'4 为 实数 

1 -2 0 40 d 
5. 4=|0 0 1 -9 0 b—5d 

0 00 01 2p 

12. :b,d 

1 5 -4 -3 1 2d +1 为 实数 
6. 4=|0 1 -2 1 0 d 

00 0 00 


C 一 6d 
在 习题 7~14 中 ， 或 者 利用 一 个 适当 的 定理 证 13. | d 
明 给 出 的 集合 W 是 一 个 向 量 空间 ， 或 者 举例 说 明 
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—a+2b 
a—2b 
3a—6b 

在 习题 15 和 习题 16 中 , 求 4 使 得 给 出 的 集合 
为 Col 有 Ah. 
2s+ 3 
+s—2t 
15. 由 :7,$,t 为 实数 
4r+i+s 
3r 一 一 # 
bp-—e 
2p+c+d 
16. :b,c,d 
sc_4d | 为 实数 
d 


对 习题 17~20 中 的 矩阵 ,( a ) 求 上 使 得 Nul4 是 
有 的 一 个 子 空间 ,，(b ) 求 k 使 得 ColA4 是 RR 的 一 


14. :a,b 为 实数 


个 子 空间 . 
2 -6 
-] 3 
17. A= 
-4 12 
3 -9 
7 -2 0 
-2 0 -5 
18. A= 
0 -5 7 
-5 7 -2 
1 5 -2 6 | 
19. 4 = 
1 1 010 


20. 4=[ -3 9 0 -5] 
21. 对 习题 17 中 的 4 ， 分 别 求 Nual4 和 Col4 中 的 


一 个 非 零 向 量 . 

22, 对 习题 3 中 的 4 , 分 别 求 Nu4 和 Col4 中 的 一 
个 非 零 向 量 . 

23. $4-|3 jw- 判断 w 是 否 在 Col 4 


中 ，w 是 否 在 Nul 4 中 ， 


-8 -2 -9 2 
24. 令 4=|6 4 8lw=| 1|1， 判定 wm 是否 在 
4 0 4 -2 


col4 中 ，w 是 否 在 Nul4 中 . 


荔 4 匡 


在 习题 25 和 习题 26 中 ，A 和 4 表示 一 个 mxn 甜 
阵 . 对 每 个 命题 判断 真 假 ， 给 出 理由 . 
25. 8 4 的 零 空 间 是 方程 hx =0 的 解 集 . 
b.， mxn 和 矩阵 的 零 空间 包含 在 RR" 中. 
. 4 的 列 空间 是 映射 xFy hx 的 值 域 . 
. 若 方程 hx =b 是 相 容 的 ， 则 Col 4 就 是 有 R”. 
. 一 个 线性 变换 的 核 是 一 个 向 量 空间 . 
，Col 4 是 对 某 x 所 有 能 写成 hx 的 向 量 的 集 


a 
器 ， 


. 零 空间 是 向 量 空间 . 
，HxP 和 矩阵 的 列 空间 包含 在 及 " 中. 
.Col4 是 Ax =5b 的 所 有 解 的 集合 . 
.Nul4 是 映射 x rH-> hx 的 核 . 
. 一 个 线性 变换 的 值 域 是 一 个 向 量 空间 . 
f. 一 个 齐 次 线性 微分 方程 的 所 有 解 的 集合 是 
一 个 线性 变换 的 核 . 
27. 可 以 证 明 下 列 方 程 组 的 一 组 解 为 
为 =3,x =2,x=-1. 利用 本 节 中 的 理论 解释 
为 什么 x =30,xi = 20,xs = 一 10 是 另 一 组 解 ( 观 
察 这 两 组 解 之 间 的 关系 ,不 要 作 另 外 的 计算 ). 
Ni—3x 一 32 一 0 
一 2 习 二 4Xx;+2x3=0 
—Xl 二 +Sx, +7xs=0 
28. 考察 下 列 两 个 方程 组 


和 0 + Xx —3x=0 


mh tm CL 0 


26. 


Ce 0 TT 8 


© 


N+ X30m= 0 
—9x+2x;+5x3=1] —9xn+2x,+5x3= 5 
4xi+ x —6x;=9 4Xxi+ XxX; ~—06xs=45 
可 以 证 明 第 一 个 方程 组 有 解 , 利用 这 个 事实 和 
本 节 中 的 理论 解释 为 什么 第 二 个 方程 组 一 定 也 有 
解 . (不 要 作 行 变换 . ) 
29. 定理 3 的 证 明 如 下 :给 一 个 mxn 和 矩阵 A ,Col4 
中 任 一 元 素 均 为 形 如 hx ,x ERR" 的 形式 . 令 Ax 
和 Aw 分 别 为 Col 4h 中 任意 两 个 元 素 . 
a. 解释 为 什么 零 向 量 在 Col 4 中 . 
b. 证 明 向 量 hx + Aw 在 Col 4 中. 
c. 给 一 数 c ， 证 明 c(hx) 在 Col4 中 ， 
30. 令 T:V 一 多 是 一 个 从 向 量 空间 V 到 向 量 空间 


向 要 人 至 局 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Ww 中 的 线性 变换 , 证 明了 的 值 域 是 W 的 一 个 
子 空间 .( 提示 : 值 域 中 的 典型 元 素 具 有 形式 
T(x) 和 T(w)， 其 中 x,w 属 于 V.) 


定义 rr ， 比 如 ， 若 
pW) 


3 
p(tf)=3+5t+7f°, 则 T(p) -| . 


a. 证 明了 是 一 个 线性 变换 . 〈 提示 : 对 了 巴 中 的 
任意 多 项 式 mg ,计算 T(p+gq) 和 T(cp).) 

b. 求 P, 中 的 一 个 多 项 式 p 使 之 生成 7T 的 核 并 
刻画 了 7 的 值 域 . 


由 7T(p) -| | 定义 一 个 线性 变换 7 :已 一 下 


求 中 多 项 式 p, 和 p,， 
画工 的 值 域 . 
令 Ma 是 所 有 2x2 和 矩阵 组 成 的 向 量 空间 ， 征 
义 了 :Me 一 Mro,T(4)=A+A ， 这 里 
4-|: | 
cd 
a. 证 明 工 是 一 个 线性 变换 . 
b. 设 8 是 Mw 中 任 一 个 满足 8B" = 8 的 矩阵， 
求 Mz 中 的 矩阵 4 使 得 T(4)=B. 
c, 证 明 T 的 值 域 是 M> 中 满足 性 质 8" =B 的 
8B 的 集合 . 
d. 给 出 了 的 核 . 
( 需要 微 积 分 的 知识 ) 定 义 了 :CL0U 一 ct0.J 如 
下 :对 fe CL0,1, 令 7T(f) 是 的 满足 F(0)=0 
的 原 函 数 . 证 明了 T 是 一 个 线性 变换 并 刻画 了 
的 核 ， 
令 V 和 Ww 为 向 量 空间 , 令 T:V 一 W 是 一 个 线 
性 变换 ， 给 V 的 一 子 空间 U ， 令 T(U) 表示 所 
有 形 如 T(x) 的 像 的 集合 ， 这 里 x 在 U 中 ,证 
明 T(U) 是 W 的 一 个 子 空间 . 


使 之 生成 了 的 核 并 刻 
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36. 已 知 T:V 二 W 与 35 题 中 相同 ,给 W 的 一 子 空 
间 Z, 令 U 是 V 中 所 有 使 得 T(x) 在 Z 中 的 x 
的 集合 . 证 明 U 是 V 的 一 个 子 空间 . 

37. [M] 判 定 w 是 否 在 4 的 列 空间 中 ,是否 在 A 的 


零 空间 中 ， 或 同时 在 两 个 空间 中 ， 这 里 
1 7 6 -4 |l 
1 -5 -1 0 -2 
齐 三 ， 二 
一 上 9 -ll 7 -3 
一 3 19 -9 7 1 


38. [M] 判定 w 是 否 在 4 的 列 空间 中 ， 是 否 在 4 的 
零 空 间 中 ， 或 同时 在 两 个 空间 中 ， 这 里 


1 -8 5 -2 0 
2 -$5 2 1 -2 
W = ;, 和 = 
1 10 -8 6 -3 
0 3 -2 1 0 
39. [Mj] 令 w …,as 表示 矩阵 4 的 列 ， 这 里 
$s 1 2 2 0 
3 3 2 -1 -1l2 
A= 8g 4 4 -5 12 , B=[a dd aaj 
2 1 1 0 一 2 


a. 解释 为 什么 a; 和 as 在 B 的 列 空间 中 . 

b. 求生 成 Nul4 的 向 量 的 集合 . 

c. 令 T:R 一 下 4 定义 为 T(z)=4r ， 解释 为 什 

么 了 既 不 是 一 一 的 又 不 是 到 上 的 . 

40. [Mj] 令 H=Span{vi,v;} ,KK=Span{v;3,v4} ， 其 中 
3 ] 2 0 
3 3 -1| ， 
8 4 4 
则 鼠 和 天 是 殿 * 的 子 空 间 . 事实 上 ,石和 天 是 
了 中 通过 原点 的 平面 ， 二 者 相交 于 一 条 过 原 
点 的 直线 , 求 一 个 非 零 向 量 w， 使 之 生成 这 条 直 
线 . (提示: w 可 写成 cy1+czv2 ,也 可 写成 cav3++ 
为 求 w ， 对 未 知 的 c; (j=1,2 ,3 ,4)， 


解 方程 CPi + CPs = Cbs 十 C4M4 ， ) 


Vi 二 ， V2 二 ， 3 二 


Cab4 ， 
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练习 题 答 案 
1. 方法 1: 因为 W 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 的 集合 ,由 定理 2， 多 是 下 :的 一 子 空间 ( 这 里 方程 组 
仅 有 一 个 方程 ) . 等 价 地 ， 丈 是 1x3 和 矩阵 4=[1 -3 -日 的 零 空 间 ， 
3b+c 
b 
人 


， 这 里 b,c 是 任意 常数 ,日 


1 


方法 2: 以 b,c 为 自由 变量 解 方程 a-3b-c=0， 任意 解 具 有 形式 
0 
1 


和 


V) 区 2 


十 C 


计算 表明 W =Span{yi,v,} ， 从 而 由 定理 1 知 W 是 RR 的 一 个 子 空间 ， 我 们 还 可 以 a,c 或 a,5 为 自由 变量 
解 方程 a-3b-c=0， 得 到 W 作为 两 个 向 量 的 线性 组 合 的 集合 的 不 同 刻画 . 
2. y 和 w 都 在 Col4 中 ， 因 Col4 是 一 个 向 量 空间 ，v+w 一 定 在 Col A 中 ， 即 方程 Ax =y+w 是 相 容 的 


4.3 线性 无 关 集 和 基 


本 节 我 们 确认 并 研究 尽 可 能 “有 效率 地 ”生成 一 个 向 量 空间 V 或 一 个 子 空间 鼠 的 子 集 , 关 
键 的 思想 是 线性 无 关 ， 与 定义 在 恨 " 中 的 线性 无 关 一 样 . 
V 中 向 量 的 一 个 指标 集 {v1,…,v,} 称 为 是 线性 无 关 的 ， 如 果 向 量 方程 


CIVI 十 C2?V2 十 … 十 Co =0 ( 1 ) 


只 有 平凡 解 ， 即 c =0,…,c, =0.° 

集合 {y1,…,v,} 称 为 线性 相关 ， 如 果 ( 1 ) 有 一 个 非 平凡 的 解 ， 即 存在 某 些 权 cc 不 全 为 
零 ， 使 得 (1 ) 式 成 立 ， 此 时 (1 ) 式 称 为 by,…,v, 之 间 的 一 个 线性 相关 关系 . 

与 有 R" 中 一 样 ， 一 个 仅 含 一 个 向 量 v 的 集 是 线性 无 关 的 当 且 仅 当 vy #0. 一 个 仅 含 两 个 向 量 
的 集合 是 线性 相关 的 当 且 仅 当 其 中 一 个 向 量 是 另 一 个 的 倍数 ; 任何 含有 零 向 量 的 集合 是 线性 相 
关 的 . 下 列 定理 与 1.6 节 中 定理 7 证 法 相同 . 

定理 4 不 少 于 两 个 有 编号 的 向 量 的 集合 fo, }]， 如 果 有 上 由 关 0， 则 {V1,…,Vp} 是 线性 相 
关 的 ， 当 且 仅 当 某 vj(j >1) 是 其 前 面向 量 由 ,Pi 的 线性 组 合 . 

一 般 向 量 空间 中 的 线性 相关 与 有 R" 中 的 线性 相关 的 主要 不 同 点 在 于 当 向 量 不 是 元 数组 时 ， 
齐 次 方程 ( 1 ) 通常 不 能 被 写成 一 个 n 元 线性 方程 组 . 换 句 话说， 为 了 研究 方程 Ax =0， 向 量 不 
能 从 一 个 矩阵 4 的 列 中 得 到 ， 取而代之 的 是 我 们 必须 要 依靠 线性 相关 的 定义 和 定理 4. 

例 1 令 p(D)=1,ps() = ps(0)=4-t, 则 由 于 ps=4p,-p,， 从 而 {pi,p2,p;} 是 线性 相关 的 . 

国 


吕 在 (1) 中 用 cc 表示 标量 而 代替 如 第 1 章 中 用 过 的 为 xp 是 方便 的 . 
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0 


例 2 集合 fsintcosfj 在 C[0.] 中 是 线性 无 关 的 ,这 是 因为 作为 C[0,1j 中 的 向 量 , sint 和 cost 
中 任 一 个 均 不 是 另 一 个 的 倍数 . 即 不 存在 数 c 使 得 cost= c:sint 对 任意 teE[0,1j 均 成 六 ( 见 sint 和 
cost 的 图 像 ) . 然而 ，{sintcost,sin21} 是 线性 相关 的 ， 这 是 因为 有 sin2t=2sintcost 对 任意 
1 €[0,1j 均 成 立 . 国 


定义 令 刀 是 向 量 空间 V 的 一 个 子 空间 ，V 中 向 量 的 指标 集 B= {Bb.,…,b,} 称 为 HH 的 一 个 
基 ， 如 采 

(i) BB 是 一 线性 无 关 集 . 

(ii) 由 6 生成 的 子 空间 与 及 相同 ， 即 H = Span{b,…,b,}. 


因为 任 一 个 向 量 空间 都 是 其 自身 的 子 空间 ,所 以 基 的 定义 也 可 用 在 五 =V 的 情形 ,内 而 V 的 
一 个 基 是 生成 V 的 一 个 线性 无 关 集 . 注意 到 当 瑟 *V 时 ， 条 件 〈ii) 蕴涵 hb,…,b, 中 每 个 向 量 都 
属于 已 ， 因 为 正如 4.1 节 中 所 见 ，Span{b,…,b,} 包 售 b,…,b,. 

例 3 令 A 是 一 个 可 逆 的 nxn 和 矩阵 , 即 A=[a，… a,j], 则 由 可 逆 和 矩阵 定理 , 4 的 列 组 成 RR” 


的 一 个 基 , 这 是 因为 它们 是 线性 无 关 的 有 旦 它们 可 以 生成 RR”. 图 
例 4 令 el,…,e, 是 nxn 单 位 矩阵 1, 的 列 ， 即 
1 0 0 
0 1 : 
el 三 | .|1,2e2z 三 | ， en = 
: : 0 
0 0 1 


集合 {e1…,e,} 称 为 RR" 的 标准 基 (图 4-13 ) . 


X3 


如 


3 
和 一 
如 2 


pp " 
Xl 


图 4-13 Ri 的 标准 基 图 
3 -4 一 2 
例 5 邻 由 =| 04,v2=| 1|m=| 1 ， 判 断 {m,w,y} 是 否 是 及 的 一 个 基 . 
-6 7 5 


解 ” 因 vi,v2,v;3 是 恨 ? 中 的 3 个 向 量 , 我 们 可 以 用 几 种 方法 判定 矩阵 和 A=[v，v，v3] 是 否 可 道 ， 
比如 通过 简单 计算 得 det 4 =6z0， 从 而 4 可 道 . 与 例 3 相同 ,A 的 列 是 及 ;的 一 个 基 . 图 

例 6 令 S={1t,f…,1"}， 证明 5 是 PB 的 一 个 基 ， 此 基 称 为 也, 的 标准 基 . 

解 ” 显 然 5 生 成 PP ， 为 证 5 是 线性 无 关 的 ， 假设 co,……,c' 满足 
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co:l+ot+cst’ ++c,t” = 0(7) (学 ) 
此 式 表明 左边 的 多 项 式 与 右边 的 零 多 项 式 具 有 相同 的 值 ， 由 代数 的 基本 定理 知 ， 孔 中 的 多 项 式 
若 有 多 于 nn 个 的 根 则 此 多 项 式 一 定 为 零 多 项 式 ， 即 (2 ) 对 任意 上 + 只 有 当 cs =…=c*=0 时 成 立 ， 
于 是 证 明 5 是 线性 无 关 的 且 是 了 PB, 的 一 个 基 ， 见 图 4-14. 


图 4-14 了 p, 的 标准 二 


涉及 PB, 中 线性 无 关 和 生成 的 问题 ， 用 4.4 节 中 讨论 的 技巧 处 理 最 合适 . 
生成 集 定 理 


正如 将 要 看 到 的 ， 一 个 基 是 一 个 不 包含 不 必要 的 向 量 的 “高 效率 ”的 生成 集 . 事实 上 , 一 
个 基 可 以 通过 由 一 个 生成 集中 去 掉 不 需要 的 向 量 构造 出 来 . 


0 2 6 
例 7 令 m=| 21,v,=|2|,v;=|16 |,H =Span{v1,v2,v3} , 注意 
| 0 -5 


到 ys =5yi 十 3y, ， 证 明 Span{v1,v2,v3} = Span{v1,v;} ， 然 后 求 子 空间 
HH 的 一 个 基 . 

解 ” 因 为 ci+czp = cp +czpa +0v ， 所 以 Span{fw,p} 中 每 个 
向量 都 在 五 中 ， 现 令 x 为 五 中 任 一 向 量 , 即 x =CiVi + C2V2 + C3V3, 
因 =S$y, +3p， ， 代 人 得 

X =CIYV1 十 C2?y2 十 C3(Sy 十 3 ,) 
= (Cl 十 3c3)yi 二 (cz 十 3c3)y， 

于 是 x 在 Span{v1,v;} 中 ， 从 而 五 中 每 个 向 量 属于 Span{v1,v;} ， 于 是 五 与 Span{v1,v;} 相同 ， 
又 由 于 {v1,v;} 显 然 是 线性 无 关 的 ， 所 以 {v1,v2} 是 五 的 一 个 基 . 本 

下 一 个 定理 推广 了 例 7. 


定理 5 (生成 集 定理 ) 

令 $S={V1,…,Vp} 是 V 中 的 向 量 集 ，H =Span{v1,…,v,}. 

a. 若 5S 中 某 一 个 向 量 ， 比 如 说 V， 是 5 中 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 则 5S 中 去 掉 v 后 形成 的 集 
合 仍然 可 以 生成 有 H. 


向 二 公司 211 


b. 若 右 {0}， 则 5S 的 菜 一 子 集 是 五 的 一 个 基 . 


证 
a. 车 必要 的 话 ， 可 以 重 排 $ 中 向 量 的 顺序 ， 这样 可 以 假设 v, 是 v,…,v, 的 线性 组 合 ， 即 
po = Aapit* +ap bp (3) 
任 给 中 向 量 x， 取 适当 的 数 c1,…,c, ，Y 可 写成 
X=CVit+cp Vy t+Cob, (4) 


将 (3) 中 vv, 的 表达 式 代 入 (4) 式 ， 易 见 x 是 y,，…,v, 的 线性 组 合 , 由 于 x 是 五 中 任 一 元 素 ， 
所 以 {V1,、…,y, 生成 日 . 

b. 若 原 来 的 生成 集 5 是 线性 无 关 的 ， 则 它 已 经 是 旦 的 一 个 基 . 若 不 然 ，$ 中 某 一 个 向 量 可 
表示 成 其 余 回 量 的 线性 组 合 ， 则 由 (a ) 该 向 量 可 去 掉 . 这 样 生 成 集中 只 要 还 有 两 个 或 更 多 的 向 
量 ， 我 们 就 可 以 重复 上 述 过 程 ， 直 到 这 个 生成 集 是 线性 无 关 ， 从 而 是 克 的 一 个 基 . 假如 生成 集 
最 终 被 缩减 到 一 个 向 量 ， 则 该 向 量 是 非 零 向 量 ( 从 而 是 线性 无 关 的 )， 因 为 HH {0}. 图 


Nul4 和 Col4 的 基 


我 们 已 经 知道 如 何 求 能 够 生成 一 个 矩阵 4 的 零 空间 的 向 量 了 ，4.2 节 中 的 讨论 指出 我 们 的 
方法 总 可 以 产生 一 个 线性 无 关 集 ， 从 而 由 该 方法 可 以 得 到 Nul4 的 一 个 基 . 
下 面 两 个 例子 给 出 对 列 空间 求 基 的 简单 算法 . 
例 8 求 Col8 的 一 个 基 ， 这 里 
0 2 0 
1] -1 0 
0 0 1 
0 0 0 
解 8 的 每 个 非 主 元 列 是 主 元 列 的 线性 组 合 ， 事 实 上 ，b, = 4b.,bs = 2 -b;,. 
由 生成 集 定理 ， 可 以 去 掉 b, 和 Bb，{b,b,bs} 仍 可 以 生成 ColB，, 令 


B=[b, 5 … bs]= 


DO 
Le 与 王 上 上 


1 0 0 
0 1 0 
S={b,b,,b;}= 0 9 0 1 
0 0 0 
因为 b 0， 同时 5 中 的 向 量 都 不 是 其 前 面向 量 的 线性 组 合 ， 所 以 5 是 线性 无 关 的 ( 定理 4)， 
从 而 $ 是 ColB 的 一 个 基 . 国 


一 个 矩阵 4 车 不 是 简化 阶梯 形 将 如 何 ? 回顾 4 的 列 中 任何 线性 相关 关系 都 可 以 用 4x =0 的 
形式 刻画 ， 这 里 x 是 一 个 加 权 的 列 . ( 若 某 些 列 没有 被 包括 在 一 特殊 的 相关 关系 中 ， 则 它们 的 权 
为 零 . ) 当 4 被 行 化 简 成 矩阵 B 时 ，B 的 列 通 常 与 4 的 列 完全 不 同 多 然而 ,方程 hr =0 与 Bx =0 
有 完全 相同 的 解 集 ， 即 4 的 列 与 B 的 列 具 有 完全 相同 的 线性 相关 关系 . 


矩阵 的 行 初等 变换 不 影响 矩阵 的 列 的 线性 相关 关系 . 


272 移 4 宣 
例 9 可 以 证 明和 矩阵 


A=| 1] -| 苇 
二 LI ad; Qs | 8 


3 20 
行 等 价 于 例 8 中 的 矩阵 了 B， 求 Col4 的 一 个 基 . 
解 在 例 8 中 ， 易 见 


一 OO 


b, =4b, , b, = 2b,—b; 
所 以 可 以 得 到 
22 =4al ， 44 =26 一 03 
经 检验 ,这 是 对 的 ,从 而 在 挑选 Col 4 的 最 小 生成 集 时 ,可 以 去 掉 wx 和 as4. 事实 上 ，, {ai,as,a;) 
一 定 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 ai,a;,a; 之 间 的 任何 线性 相关 关系 都 蕴涵 b,b,,b; 之 间 的 一 个 线性 
相关 关系 ， 但 我 们 已 知 {5b.,bs,bs} 是 一 个 线性 无 关 集 ， 于 是 {a1,a;,as} 是 Col4h 的 一 个 基 ， 此 基 中 
我 们 选取 的 列 是 4 的 主 元 列 . 国 
例 8 和 例 9 说 明了 下 列 有 用 的 事实 . 


定理 6 矩阵 4 的 主 元 列 构成 Col4 的 一 个 基 . 


证 ”一般 的 证 明 用 到 上 面 讨论 的 论证 , 令 B 是 4 的 简化 阶梯 形 , 由 于 8 的 主 元 列 中 的 任 一 
个 癌 量 都 不 是 其 前 面 主 元 列 的 线性 组 合 , 故 B 中 的 主 元 列 是 线性 无 关 的 . 又 由 4 行 等 价 于 B, 4 
中 列 的 任何 线性 相关 关系 对 应 B 中 列 的 线性 相关 关系 ， 所 以 4 中 的 主 元 列 也 是 线性 无 关 的 . 同 
理 , 4 中 每 个 非 主 元 列 是 4 中 主 元 列 的 线性 组 合 , 由 生成 集 定理 ,4 中 非 主 元 列 可 以 从 Col4 的 
生成 集中 去 掉 ， 剩 下 的 4 的 主 元 列 是 Col4 的 一 个 基 . 国 


警告 ”对 Col4 的 基 ， 要 慎重 使 用 4 本 身 的 主 元 列 ， 阶 梯形 B 的 主 元 列 通 常 不 在 4 的 
列 空间 中 ， 比 如 ， 例 8 中 B 的 列 最 后 一 个 数字 均 为 零 ， 所 以 它们 不 能 生成 例 9 中 A 的 
列 空间 . 

关于 基 的 两 点 观察 


使 用 生成 集 定理 时 ， 从 生成 集中 删除 向 量 ， 当 集合 变 成 线性 无 关 时 必须 停止 ， 因 为 如 果 再 
多 删 一 个 向 量 ， 该 向 量 将 不 是 剩 下 向 量 的 线性 组 合 ， 从 而 这 个 较 小 的 集合 将 不 再 生成 Y ， 所 以 
一 个 基 是 一 个 尽 可 能 小 的 生成 集 . 

基 还 是 尽 可 能 大 的 线性 无 关 集 ， 若 5 是 V 的 一 个 基 ， 在 5 中 再 添加 进 一 个 新 的 向 量 ， 比 如 
是 从 V 中 取 的 一 个 w ， 则 新 的 集合 不 再 是 线性 无 关 了 ， 这 是 因为 $ 生成 V ， 因 此 w 是 5 中 元 素 
的 线性 组 合 . 

例 10 下 列 慌 中 的 三 个 集合 说 明 一 个 线性 无 关 集 如 何 被 扩充 为 一 个 基 ， 同 时 进一步 的 扩充 如 
何 破坏 这 个 集合 的 线性 无 关 性 . 再 者 ， 一 个 生成 集 可 以 收缩 成 一 个 基 ， 但 进一步 的 收缩 就 破坏 
了 生成 性 . 
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二 


线性 无 关 ， 但 R’ 的 一 个 基 生成 让 ， 但 线性 相关 
不 能 生成 RR 图 


， 判 断 {y4,v2} 是 否 是 恨 ! 的 一 个 基 ， {v1,v,} 是 否 是 恨 ? 的 一 个 基 . 


| 6 2 一 4 
2 和 ， 四 V3 一 | V4 三 | -8 | ， 求 由 {y1,v2,v3,v4} 生 成 的 子 空间 Ww 的 一 个 基 . 
4 一 ] 3 9 
1 0 5 3 1 0 
3. wt | | $ ‘ell 0]|+s|1| 知 五 中 每 一 个 向 量 都 是 vy, 和 vw, 的 线性 组 
0 0 0 0 0 0 


合 ， 问 fw,y} 是 万 的 一 个 基 吗 ? 


习题 4.3 
判断 习题 1~8 中 哪 一 个 集合 是 及 ?或 R’ 的 基 ， 11. 求 恨 ? 中 平面 x+2y+z=0 中 向 量 的 集合 的 一 
在 不 是 基 的 集合 中 , 判断 哪 一 个 是 线性 无 关 的 , 哪 个 基 . ( 提示: 将 该 方程 视 为 一 个 齐 次 线性 方 
一 个 能 生成 及 ?或 Ri ,证 明 你 的 答案 . 程 组 . ) 
If]Dn 11[01[0 12. 求 RR* 中 直线 y=5x 上 向 量 的 集合 的 一 个 基 . 
| 。 | | 2 | 01, | 在 习题 13~14 中 ,假设 4 行 等 价 于 8B , 求 Nul4 
oo ij LL 和 Col A 的 基 . 
1|| 31|=3 1 -2 4 -2 -4 1 065 
回国 四 ‘| 13. 4=| 2 -6 -3 1|,B=|l0 2 5 3 
-L441 ijL2 -3 8 2 -3 0000 
1] 1-2] 「0 11 7-4 
5 |.3|| oiio )| | 。 [1 2 -5 11 -3 1 20 4 5 
ol | 站 14.4=| “5 “| 8-|005 一 
1 2 0 4 5 000 0 -9 
:| | 下 上 3 6 -5 19 -2 000 0 0 
7. | 31|-1 3 2 
0| s ) 在 习题 15~18 中 ， 求 由 给 出 向 量 …,v 生成 
对 习题 9~10 中 的 矩阵 ， 求 其 零 空 间 的 基 ， 参 的 空间 的 一 个 基 . 
考 4.2 节 中 例 3 下 面 的 讨论 . 1 0 -3 1 2 
1 0 -3 2 10-5 1 4 15 | 0 !| | 有 4 123 1 
9. |0 1 -5 4 10. |-2 1 6 -2 .2 一 2 1 -8 -6 
-2 1 -2 02-8 1 9 2 13 6 7 9 


8 

9 
17. [M] | -3 | ， 

-6 


-8 -8 ] -9 
7 -7 7 4 3 
18. [M]| 6| ,1-9| ,| 4|,| 9| ，|-4 
5 -5 5 6 -1 
-7 7 -7 -7 0 


4 1 7 
19 令 vy = 一 3 ， 2 二 9 ， VV; 二 11 
7 一 2 6 


HH=Span{fyvi,y2,V3} 可 以 证 明 4 +Sy 一 3y;=0， 
利用 这 个 信息 求 日 的 一 个 基 ， 答 案 不 惟一 . 


7 4 ] 
4 -7 -5 
20. 令 y= ，V2 二 ，1 = ,可 以 证 日 
™ rl _9 2 2 3 3 可 以 明 
-5 5 4 


Vi 一 3P， 十 Sy3 = 0 , 利用 此 信息 求 厂 一 Span{yiy:， 


V3} 的 一 个 基 . 
在 习题 21 和 习题 22 中 , 标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 
给 出 理由 . 
21. a. 单独 一 个 向 量 是 线性 相关 的 . 
b. 若 且 =Span{B.,…,b,}) ， 则 {Bb,…,b,} 是 五 的 
一 个 基 . 
. 一 个 mx 可逆 和 矩阵 的 列 构成 民 " 的 一 个 基 . 
基 是 一 个 尽 可 能 大 的 生成 集 . 
. 在 某 些 情形 , 矩阵 列 之 间 的 线性 相关 关系 受 
某 种 初等 行 变换 的 影响 . 
22.a. 子 空间 五 中 一 个 线性 无 关 集 是 的 一 个 基 . 
. 若非 零 向 量 的 一 个 有 限 集合 5 生成 一 个 向 
量 空间 V ， 则 5 的 某 子 集 是 V 的 一 个 基 . 
. 基 是 一 个 尽 可 能 大 的 线性 无 关 集 . 


0 


Cm 


[ee 


悠 


23. 


26. 


27. 


28. 


: 今 y= 


及 4 和 


d. 4.2 节 中 描述 的 对 Nul4 产生 一 个 生成 集 的 
标准 方法 ， 有 时 对 产生 Nul4 的 基 不 起 作用 . 

e. 若 妨 是 矩阵 4 的 阶梯 形 , 则 她 的 主 元 列 构成 
Col4 的 一 个 基 . 

设 恨 "=Span{y1…,v4} ， 解 释 为 什么 fp4] 

是 玉 的 一 个 基 . 


. 令 B={y…,v,} 是 RR" 中 的 一 个 线性 无 关 集 , 解 


释 为 什么 {v1,…,v,} 是 有 R" 的 一 个 基 . 


1 0 0 
， 3 三 
0 


0 1 
中 第 二 和 第 三 个 数字 相同 的 向 量 的 集合 ,由 于 


] 
0 0 
十 中 上 
0 


0 1 
l 1 

立 ， 则 五 中 每 个 向 量 有 由 v1,v2,v3 线 性 组 合 而 
成 的 惟一 的 一 个 表达 式 ， 问 {v1,v2,v3} 是 玉 的 
基 吗 ?为 什么 是 或 为 什么 不 是 ? 

在 所 有 实 函 数 的 向 量 空间 中 ， 求 由 {fsinrsin2r， 
sintcost} 生成 的 子 空间 的 一 个 基 . 

令 V 是 刻画 物体 - 弹 繁 系 统 振动 的 函数 的 向 量 
空间 , ( 参考 4.1 节 中 习题 19 ), 求 V 的 一 个 基 . 
( RLC 电路 ) 下 图 中 的 电路 由 一 个 电阻 器 [R 欧 
姆 ]、 一 个 感应 器 区 享 ]、 一 个 电容 器 [C 法 拉 ] 
和 一 个 初始 电压 源 组 成 . 令 b=R/(2L) , 同时 假 
设 R,L, C 已 经 选 好 使 得 b 也 等 于 1/VLC . (这 
是 可 以 做 到 的 ， 比 如 ， 在 一 个 伏特 计 中 使 用 该 
电路 时 . ) 令 v(0 表示 时 间 上 时 的 电压 (伏特 )， 
它 由 电容 器 的 两 端 测 得 . 可 以 证 明 v 在 将 wh 
映 到 Ly)+ Rv)+(1/C)v(n) 的 线性 变换 的 零 
空间 五 中 ， 厂 由 所 有 形 如 v(t)=e 尺 (c+ czt) 的 
函数 构成 ， 求 H 的 一 个 基 . 


， 令 五 是 R 


， 2 一 


Ry 
i 
i 


=s|0|+(t—s) 对 任意 s 和 + 均 成 


启 下 分 辣 


HE 


习题 29~30 表明 R" 中 每 一 个 基 一 定 恰好 由 n 


个 向 量 构 成 . 


29. 


30. 


令 595={fW pi 是 下 "中 大 个 向 量 的 集合 ， 
k<n ,利用 1.4 节 中 的 一 个 定理 解释 为 什么 5 
不 能 是 展 " 的 一 个 基 . 

令 5S={y…op4] 是 恨 " 中 个 向 量 的 集合 ， 
k>n ， 利 用 第 1 章 中 的 一 个 定理 解释 为 什么 
$ 不 能 是 到" 的 一 个 基 . 

习题 31 和 习题 32 表明 线性 无 关 和 线性 变换 之 


间 的 一 个 重要 联系 ,同时 提供 了 使 用 线性 相关 定义 


的 练习 , 令 
个 线性 变换 ， 且 令 fp 
31. 


32， 


V 和 W 是 向 量 空间 , 令 了 :Y 一 W 是 一 
)} 是 Y 的 一 个 子 集 ， 
证 明 ; 车 {v1,…,v,} 在 V 中 是 线性 相关 的 , 则 其 
像 集 {T(v1)…,TGy,)} 在 W 中 也 是 线性 相关 的 . 
这 个 事实 表明 如 果 一 个 线性 变换 将 集 
{y} 上 映射 成 线性 无 关 集 {T(v,)…,TGY,)} ， 
则 原来 的 集合 也 是 线性 无 关 的 ，( 因为 它 不 能 
是 线性 相关 的 . ) 

假设 7 是 一 个 一 一 的 变换 ,使 得 方程 T(w) =TGY) 
总 是 蕴涵 w=v ,证 明 : 如 果 像 集 
{T0141)…,TQY,))} 是 线性 相关 的 , 则 {v1,…,v,} 也 
线性 相关 . 这 个 事实 表明 一 个 一 对 一 的 线性 
变换 将 线性 无 关 集 映射 到 一 个 线性 无 关 集 . 
( 因为 在 此 种 情形 下 ， 像 集合 不 能 是 线性 相关 
的 .) 


33. 考虑 多 项 式 p(t)=1+1” ， p(t)=1-7, {pi, Pp2} 
是 乳 中 的 线性 无 关 集 吗 ? 为 什么 ? 

34. 考虑 多 项 式 p(t)=1+t ,pz2(1)=1-t, p3(t)=2 

练习 题 答 案 

1 . 邻 4=[y， Vv, ， 行 变 换 表 明 
1 -2 

4=|-2 7 

3 -9 


A 中 的 行 并 不 是 每 一 个 都 含有 一 个 主 元 位 置 , 由 1.4 节 中 的 定理 4，A 的 列 不 能 生成 RR 


Pp 
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(对 所 有 的 +: )， 检 查 p, , p; , Pp; 之 间 的 线性 相 
关 关 系 ， 然 后 求 Span{p1 , p; , Pp;} 的 一 个 基 . 
35. 设 V 是 一 个 包含 向 量 集 {ww,w2,ww3,u4} 的 问 量 空 
间 ， 说 明 如 何 构 造 V 中 的 一 个 向 量 集 
{yi,v2,V3,V4] 使 得 fw 是 Span{vi,v2,v3,v4} 的 
一 组 基 . 
36. [Mj] 设 H=Span{u,w,u3} ,K =Span{vi,v2,v3}, 
其 中 


1 0 2 
2 2 2 
Ul= 3 ”2 ， WU’ 二 7 | 
-1 1 -3 
1 2 | 
0 -2 4 
"| 8 9 6 
一 -5 -2 
求 刀 ,上 和 瑟 + 开 的 基 ,， (参见 4.1 节 的 习题 33 
和 习题 34, ) 


37. [Mj] 证明， {1,sint,cos2t,sinteost} 是 定义 在 民 上 
的 函数 集合 的 一 个 线性 无 关 集 ， 开 始 先 假设 
Ci:t+c2:Sint+cy:cos2t + cs:sintcost=0 (5) 

方程 (5 ) 对 所 有 实数 1 一 定 均 成 立 , 选 几 个 特 
殊 的 1 值 ( 比如 :=0,0.1,0.2 ) 直到 得 到 足够 的 
方程 构成 的 方程 组 以 便 确 定 所 有 cj 一定 为 零 . 
38. [Mj] 证明; {1,cost,cos*1,…,cos*t} 是 定义 在 民 上 
的 函数 集合 的 一 个 线性 无 关 集 ， 利 用 33 题 中 

的 方法 . ( 此 结果 在 4.5 节 中 的 习题 34 中 用 到 . ) 


1 一 2 
0 3 
0 0 


,从 而 {v1,vs} 不 


是 RR’ 的 一 个 基 . 又 由 于 和 vw; 不 在 有 R? 中 , 它们 不 可 能 是 及 "的 一 个 基 , 然而 , 由 于 v 和 v, 显然 是 线性 


无 关 的 ， 它 们 是 届 的 子 空间 Span{vi,v;} 的 一 个 基 . 
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2. 构造 矩阵 4 ， 它 的 列 空间 由 {vi,v2,v3,y4} 生 成 ， 然 后 行 化 简 4 从 而 找到 它 的 主 元 列 . 


] 6 2 -4 1 6 2 -4 1 6 2 -4 
A=|-3 2 -2 -8|~ 20 4 -20|~|0 5 1 -5 
4 -1l 3 9 0 -25 -5 25 00 0 0 


4 的 前 两 列 是 主 元 列 ， 从 而 构成 Col 4=W 的 一 个 基 ， 从 而 {vi,v;} 是 W 的 一 个 基 . 
注意 : 为 了 确定 主 元 列 ， 不 需要 将 4 化 成 简化 阶梯 形 . 

3 中 和 vy, 均 不 在 中， 所 以 fwuzz} 不 能 是 瑟 的 一 个 基 . 事实 上 ，{vi,v;} 是 所 有 形 如 (ci,c2,0) 的 向 量 构成 
的 平面 的 一 个 基 ， 而 #8 仅仅 是 一 条 直线 . 


4.4 坐标 系 


对 一 个 向 量 空间 Y ， 明 确 指定 一 个 基 8 的 一 个 重要 原因 是 在 V 上 强加 一 个 “坐标 系 ”. 本 
节 我 们 将 证 明 如 果 8 包含 4 个 向 量 ， 则 坐标 系 将 使 V 像 有 "一样 便 于 操作 . 寿 V 就 是 下" 本 身 ， 
则 8 将 确定 一 个 坐标 系 ， 它 给 V 以 一 个 新 的 “视野 ”. 

坐标 系 的 存在 依靠 下 列 基本 结果 . 

定理 7 (惟一 表示 定理 ) 

令 B={b,…,b,} 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 对 V 中 每 个 向 量 x， 存 在 惟一 的 一 组 数 6 .ce 
使 得 

X=cbt+:…+c,b, (1) 


证 由 于 8 生成 VW ， 则 存在 一 组 数 c,…,c, 使 得 (1) 式 成 立 ,假设 x 还 有 其 他 表示 
X=dbt+:.…+d,b, 
di,…,d, 为数 ， 则 二 式 相 减 有 
0=x—-x=(c~d)b +.…+(c, -d,)b, (2) 
由 于 8 是 线性 无 关 的 ,( 2 ) 中 的 权 一 定 为 零 , 即 c) = 由 对 1< j<n 均 成 立 . 咱 
定义 ”假设 集合 B={b,…,b,} 是 V 的 一 个 基 , x 在 V 中 ， x 相对 于 基 友 的 坐标 (或 二 的 如- 
坐标 ) 是 使 得 立 = ci 机 十 …+cm 的 权 C1,…,c,. 


右 c…c* 是 zx 的 有 -坐标 ， 则 及 "中 的 向 量 


C1 
[x js =| : 
Cn 


是 x 相对 于 8B ) 的 坐标 向 量 , 或 x 的 68- 坐标 向 量 ,映射 [x]s 称 为 (由 8 确定 的 ) 坐标 
映射 


@ 在 坐标 映射 的 概念 中 假定 基 8 是 一 组 有 编号 的 向 量 集 ， 其 向 量 以 一 个 预先 指定 的 次 序 排列 . 这 个 性 质 使 得 [x]s 的 
定义 没有 二 义 性 . 
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人 
例 1 考虑 及 的 一 个 基 B8={b,b,} ,这 里 失 -|| |. 假设 民 ’ 中 一 向 量 x 具有 坐标 加 
量 [xl, -| | 求 x. 
] 1 
解 x 的 8- 坐 标 揭示 如 何 由 8 中 的 向 量 求 x， x= ,= 09 3 -| 


例 2 向 量 *=| | 的 数字 是 相对 于 标准 基 5 = feve] 的 坐标 ， 由 于 


ee 


大 6E={e,es},， 则 [xje =x. 国 
坐标 的 几何 意义 


一 个 集合 上 的 坐标 系 由 此 集合 中 点 到 有 R" 中 的 一 一 映射 组 成 . 例如 ， 当 我 们 选取 垂直 的 轴 同 
时 在 每 个 轴 上 取 一 个 相同 的 度量 单位 时 ， 通常 的 图 纸 给 出 了 平面 上 的 一 个 坐标 系 . 图 4-15 展示 


了 标准 基 {ei,e2} , 例 1 中 的 向 量 b(=e@) 和 bb， 以 及 向 量 x=| | 坐标 1 和 6 给 出 x 相对 于 标准 基 


的 位 置 : 在 e 方 向 上 有 1 个 单位 ， 在 e, 方 向 上 有 6 个 单位 . 
图 4-16 展示 来 自 图 4-15 的 向 量 b,b; 和 x. (从 几何 意义 上 看 ,这 三 个 向 量 在 这 两 个 图 中 
均 位 于 一 条 垂 线 上 . ) 然而 , 标准 坐标 的 格子 被 去 掉 同时 被 特别 适合 例 1 中 的 坐标 8 的 格子 所 取 


代 . 标 向 量 [zje =| -3 | 给 出 = 在 新 的 坐标 系 中 的 位 置 在 b 方 向 上 有 -2 个 单位 , 在 b, 方 向 上 
有 3 个 单位 . 


图 4-15 标准 图 纸 


例 3 在 绪 品 学 中 ， 日 体 格 的 向 国 可 由 选 窗 民 中 多 一 个 过 (wv 而 得 全 下， 这 个 基 对 
应 着 晶体 的 单位 方 格 的 三 个 相 邻 的 棱 ， 一 个 完整 的 格子 框架 可 以 通过 将 许多 个 单位 方 格 的 复制 


品 堆积 在 一 起 而 构造 , 有 14 种 类 型 的 单位 方 格 ， 图 4-17 中 展示 了 其 中 的 3 种 


中 参见 The Science and Engineering of Materials,4th Ed., Donald R.Askeland (Boston:Prindle, Weber & Schmidt, 2002), 
p.36. 


y 


有 
a ) 主体 居中 的 立方 晶 格 b ) 表面 居中 的 正 交易 格 c) 简单 的 单 斜 唱 格 
图 4-17 单位 方 格 的 例子 


相对 于 晶体 格 的 基 , 可 以 给 出 晶体 中 原子 的 坐标 .例如 le 4-17b 中 最 上 面 的 中 心 
1 
原子 四 
及 "中 的 坐标 
当 R" 中 的 一 组 基 固定 时 ， 容 易 求 出 任 一 指定 的 向 量 x 的 8- 坐标 ， 如 下 面 例子 所 示 
例 4 $b) b=) >- 和 ae 求 出 相对 于 巨 的 坐标 向 量 [z]。， 
解 的 局 -坐标 cc 满足 


人 
几 ， 


这 个 方程 可 以 通过 在 一 增 广 和 矩阵 上 做 行 变换 或 利用 左边 矩阵 的 逆 解 出 . 不 论 哪 种 解法 ， 其 
解 均 为 C1 =3,c, =2,， 从 而 x =3b， +2b,， 同时 有 


“ 


沽 


多 图 4-18. 


图 4-18 x 的 B8- 坐 标 向 量 为 (3.2 ) 国 
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(3 ) 式 中 的 矩阵 将 向 量 x 的 8 坐标 变 为 x 的 标准 坐标 . 对 RR" 中 的 一 个 基 6 ={b,…,b,}， 
可 以 施行 类 似 的 坐标 变换 . 令 
Ps =[b, b, ES b, ] 
则 向 量 方程 


此 = Ch +c2b, 十 … 十 C,D， 


(4) 
我 们 称 PB; 为 从 B 到 R" 中 标准 基 的 坐标 变换 矩阵 . 通过 左 乘 PB; 将 坐标 向 量 [xjs 变换 到 x. 


坐标 变换 方程 (4 ) 是 重要 的 ， 它 将 在 第 5 章 和 第 7 章 的 多 个 地 方 用 到 . 
由 于 Bs 的 列 构成 R" 的 一 个 基 ，PB 是 可 道 的 (由 可 道 矩 阵 定 理 ). 通过 左 乘 应 又 将 x 变 回 
8 一 坐标 癌 量 : 


等 价 于 


Py'x =[xjs 
这 里 由 应 :产生 的 映射 xF>[xzjs 是 前 面 提 到 的 坐标 映射 . 因为 PB 是 一 可 道 矩 阵 ， 由 可 逆 和 矩 


阵 定理 ( 也 可 参见 1.9 节 定 理 12 )， 此 坐标 映射 是 一 个 由 RR" 到 RR" 上 的 一 一 线性 变换 . 我 们 将 会 
看 到 ， 坐 标 映射 的 这 个 性 质 对 具有 一 个 基 的 一 般 的 向 量 空 间 也 成 立 . 


坐标 映射 
对 向 量 空间 V 选 定 一 个 基 86={b…,b,} ， 它 引出 V 中 一 个 坐标 系 . 坐标 映射 xF> [zjs 将 可 


能 不 熟悉 的 空间 V 与 熟悉 的 空间 及 " 联系 了 起 来 , 见 图 4-19. V 中 的 点 现在 可 以 由 它们 的 新 “名 
字 ” 来 确定 . 


4-19 由 VV 上映 上 到 RR" 的 坐标 映射 


定理 8 令 B8={b,…,b,} 是 向 量 空 间 V 的 一 个 基 ， 则 坐标 映射 x 卢 [xjs 是 一 个 由 V 映 上 到 
有 R" 的 一 对 一 的 线性 变换 . 
证 取 V 中 两 个 典型 的 向 量 ， 比 如 
& = CID 十 … 十 CnD， 
w=dib+:…+d.b, 
利用 向 量 运算 ， 
ut+w=(c+di)bt+:…+(c, +d,)b, 


于 是 
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Ci +di Cl di 
: |=| + :=[uls +[w]s 
Cn +d, Cn d, 


从 而 坐标 映射 保持 加 法 封闭 . 车 + 是 任 一 数 ， 则 


m=r(cbi t+cb,)= (rc)b ++ (rec, )b, 


Cl 
| : 
Cn 
从 而 坐标 映射 也 保持 标量 乘法 封闭 . 于 是 坐标 映射 是 一 个 线性 变换 . 坐标 映射 是 一 对 一 的 


以 及 它 将 了 映 上 到 RR" 的 证 明 分 别 留 作 习题 23 和 24. 国 
正如 1.8 节 那 样 ， 坐 标 映 射 的 线性 性 可 推广 到 线性 组 合 . 在 如 在 Y 中 ，c1,…,c, 是 数 ， 


[u+w]s = 


于 是 


Lruj]s 一 二 rlujs 


则 
[cu 十 …+coan]s =cilz jg +...+c,[u, Js (5 ) 
换 句 话说 , (5 ) 说 明 zz 的 一 个 线性 组 合 的 8-- 坐标 向 量 等 于 它们 坐标 向 量 的 相同 的 线 
性 组 合 . 
定理 8 中 的 坐标 映射 是 一 个 由 V 到 R" 上 同 构 的 重要 例子 一 般 而 言 , 从 一 个 向 量 空间 V 映 
上 到 男 一 个 向 量 空间 Ww 的 一 一 线性 变换 称 为 从 V 和 Ww 上 的 一 个 同 构 (isomorphism) . (在 希 
腊 语 中 iso 表示 相同 ，morph 表示 形状 或 结构 . ) V 和 Ww 的 记号 和 术语 可 能 不 同 ,但 这 两 个 空间 
作为 向 量 空间 则 不 加 以 区 分 . 每 一 个 在 V 中 的 向 量 空间 的 计算 可 以 完全 相同 地 出 现在 W 中 ， 反 
之 亦 然 . 见习 题 25 和 习题 26. 
例 5 令 B 是 多 项 式 空间 书 的 标准 基 ; 即 B8={11,77,7) , 忆 中 的 一 个 典型 元 素 p 具 有 形式 ， 
p(t)=aotattat’ +a 
因 p 已 经 给 出 了 标准 基 向 量 的 一 个 线性 组 合 ， 我 们 断定 
uo 
[pjs 三 
ds 
U3 
于 是 坐标 映射 p [pjs 是 一 个 亿 到 有 R' 上 的 同 构 ，P 中 所 有 向 量 空间 运算 都 对 应 着 及 “中 的 
运算 . 图 
如 果 我 们 考虑 将 也 和 及 ' 分 别 展 现在 两 个 计算 机 的 显示 器 上 ， 两 个 显示 器 由 坐标 变换 相 联 
系 ， 则 一 个 显示 器 中 也 的 每 一 个 向 量 空间 的 运算 被 正确 地 复制 到 另 一 个 显示 器 中 及 4 的 一 个 对 
应 的 向 量 运算 . 显示 右上 的 向 量 看 起 来 与 RR* 显 示 器 上 的 向 量 不 同 ,但 它们 作为 向 量 的 “作用 ” 
是 完全 相同 的 ， 见 图 4-20. 
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图 4-20 ”空间 了 书 与 R“ 同 构 


例 6 利用 坐标 向 量 证 明 在 也 中 多 项 式 1+21 ,4+t+57” ,3+2t 是 线性 相关 的 . 
解 ” 由 例 5 中 的 坐标 映射 可 分 别 产 生出 坐标 向 量 ( 1,0,2 )，( 4,1,5 ),( 3,2,0 ) . 将 这 些 回 量 
写成 一 个 矩阵 4 的 列 ， 可 以 通过 行 化 简 Ax =0 的 增 广 矩 阵 来 断定 它们 的 线性 相关 性 : 


1 4 3 0 1 4 3 0 
QO 1 2 Ve 0 
2 3 00 0 0 0 0 


4 的 列 是 线性 相关 的 ， 所 以 对 应 的 多 项 式 也 是 线性 相关 的 . 事实 上 ， 容 易 检查 4 的 第 3 列 
是 2 倍 的 第 2 列 减 去 5 倍 的 第 1 列 . 多 项 式 的 对 应 关系 是 


3+27=2(44+14+51")—5(l+27°) 淖 
最 后 一 个 例子 是 关于 了 及- 中 一 个 与 RR* 同 构 的 平面 . 
3 一 ] 3 
例 7 令 =|6|m=| 0|,x=|121,8={vi,v2} , 则 B86 是 太 =Span{vi,v;} 的 一 个 基 . 判定 x 是 
1 J 


否 在 五 中 ， 铬 在 ， 求 x 相对 于 6 的 坐标 向 量 . 
解 硅 x 在 五 中 ， 则 下 列 向 量 方程 是 相 容 的 : 


3 一 ] 3 
cl6lt+c,| 0|=|12 
2 1 这 


数 cuc: 各 存在 的 话 ， 它 们 就 是 zx 的 号 -坐标 . 利用 行 变换 ， 得 到 


3 -1 3 1 02 
6 0 20 1 3 
» 1 汪 0 0 0 


于 是 C1 = 2,C? =3,[R]s -| ; 由 好 确定 的 H 上 的 坐标 系 如 图 4-21 所 示 . 
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图 4-21 ”RR? 中 平面 万 上 的 坐标 系 
若 互 选 一 个 不 同 的 基 ， 相 应 的 坐标 系 也 使 五 与 及 : 同 构 吗 ? 这 一 定 是 正确 的 ， 下 节 中 我 们 
将 证 明 这 一 结论 . 
练习 题 
1 3 -8 
1. 令 b=|01,b,=| 4|.5 =|-6|x=| 2|. 
0 0 3 3 


a. 证 明 集 合 8={b1,b,,b;} 是 RR’ 的 一 个 基 . 
b. 求 由 8 到 标准 基 的 坐标 变换 矩阵 . 

c. 写 出 R’ 中 x 与 [xjs 相 关联 的 方程 . 

d. 对 上 面 给 出 的 x， 求 [xjs. 


2. 集合 B={1+t,1+t,t+t} 是 也, 的 一 个 基 . 求 p(t1)=6+3t-f? 关 于 8 的 坐标 向 量 . 
习题 4.4 
在 习题 1~4 中 , 已 知 基 8 和 坐标 向 量 [x]s ， a | | i She- 加 
求 向 量 x . -3 5 1 
lr=4 1 5 4 
“Ek 中 
41 [6 |] 1 了 2 
8 上 je oll 
ol a 3 9 4 
3. B= 21, -7|;,[x]Js =| 0 ] 1 3 
a a 0 | 8. b=|0|,b,=|1|,b,=| -1|,x=|-5 
各 : 3 8 2 4 
4. 21, eh 在 习题 9~10 中 ,， 求 由 到 R" 中 标准 基 的 坐 
| 标 变 换 和 矩阵 . 
在 习题 5- DN s-| el 


的 坐标 向 量 [x]s. 
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10. B= 


下 


在 习题 11~12 中 ， 对 给 出 的 x 和 8 ， 利 用 递 
矩阵 求 [xj]。. 


[A 
2 


13. 集 B={1+r1,t+f,1+21+f*} 是 也 的 一 个 基 , 求 

p(t)=1+41+7t 关于 8 的 坐标 何 量 . 

14. 集 B={1~f ,tf ,2-2t+f ) 是 也 的 一 个 基 ， 

求 p(t)=3+t~61 关于 8 的 坐标 问 量 . 

在 习题 15 和 习题 16 中 , 标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 
验证 每 个 答案 . 除非 男 外 说 明 ,，B8 均 指向 量 空 间 V 
的 一 个 基 . 

15.a. 若 x 在 V 中 且 8 包含 4 个 向 量 , 则 x 的 8- 
坐标 向 量 在 及 " 中 ， 

b. 若 PB 是 坐标 变换 和 矩阵， 则 [xjs = Psx,x EV . 

c. 向 量 空间 己 和 有 R! 是 同 构 的 . 

16.a. 车 BB 是 民 "的 标准 基 ， 则 RR" 中 x 的 8- 坐标 
向 量 是 x 本 身 . 
b. 对 应 [xjs Px 称 为 坐标 映射 . 
c. 在 某 种 情形 下 ，R’ 中 的 平面 可 以 与 R’ 同 
构 . 


1 7， 器 量 人 -| 3 -| oh -| 生成 R’ 但 不 


构成 一 个 基 ， 用 两 种 不 同 的 方法 将 | ,| 圾 


vi,V2,V3 的 线性 组 合 . 

18. 令 B8={b…,b,} 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 解释 
为 什么 Bb…,b, 的 8 一 坐标 向 量 是 nxn 单位 矩 
阵 的 列 @1,….,e, . 

19. 令 5 是 向 量 空间 V 中 的 有 限 集 ， 具 有 如 下 性 
质 : Y 中 每 个 x 均 可 表示 为 $ 中 元 素 的 惟一 线 


性 组 合 ， 证 明 $ 是 V 的 一 个 基 . 

20. 假设 {v1…,vs} 是 向 量 空间 V 的 一 个 线性 相关 
生成 集 ， 证 明 V 中 每 一 个 w 都 可 用 多 于 一 种 
的 方式 表示 成 ww 的 线性 组 合 . (提示: 
令 w=kvi+…+kva 是 V 中 一 任意 向 量 ， 利 用 
fy4} 的 线性 相关 性 将 w 表示 为 V…,v 
的 另 一 个 线性 组 合 . ) 


)1 令 s-| 中 ,因为 由 8 确定 的 坐标 映射 


是 一 个 从 民 * 映射 到 避 ” 的 线性 变换 , 此 映射 一 
定 可 由 某 2x2 和 矩阵 4 来 实现 , 求 出 4.( 提 
示 : 由 4 去 乘 可 使 向 量 x 变换 到 它 的 坐标 向 量 
[xl]s.) 

22. 令 B={b,…,b,} 是 RR" 的 一 个 基 ， 作 出 一 个 
nxn 答 阵 4 的 描述 ， 它 使 得 坐标 映射 
xYhF[xjs 得 以 实现 . ( 见习 题 21.) 
习题 23~26 涉及 一 个 向量 空间 V ， 一 个 基 

好 = {Bb.…,b,} 和 坐标 映射 x 忆 [xjs. 

23. 证 明 坐 标 映 射 是 一 一 的 ，( 提示 : 假设 对 V 中 
某 疝 量 w 和 w , 满足 [wjs =[wjs ,证 明 w=w.) 

24. 证 明 坐 标 映 射 是 映 上 到 RR" 的 , 即 任 给 RR" 中 向 
量 y, 具有 元 素 y…,y,, 存在 V 中 的 向 量 w， 
使 得 [ujs =y. 

25. 证 明 V 中 子 集 {4…,u,} 是 线性 无 关 的 ， 当 且 
仅 当 坐标 同 量 {[wjs,…,Lw,js} 在 RR" 中 也 是 线 
性 无 关 的 , 提示: 因为 坐标 映射 是 一 一 的 ,下 
列 方程 具有 相同 的 解 ac 

V 中 的 零 向 量 

[cuw+…+cpUusgjs =[0Jjs R’* 中 的 零 向 量 

26. 给 定 Y 中 同 量 za 和 wm ， 证 明 w 是 
1,…,W 的 线性 组 合 ， 当 且 仅 当 [w]js 是 坐标 向 
量 [w]s,…,Lu,js 的 线性 组 合 . 

在 习题 27~30 中 ,利用 坐标 向 量 检验 多 项 式 集 

合 的 线性 无 关 性 . 


cl 十 …+coar 三 0 
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27. 1+1°,3+ft—21°,—t+3t -ft 

28. 1-271° —30 ,t+1 ,1+3t— 2 

29, (1~—1),t -2,(—2) 

30. (1-71),(2—31),3:—4r 

31. 利用 坐标 向 量 检 验 下 面 的 多 项 式 集 合 是 否 生 
成 P, ， 验 证 你 的 结论 . 
a. 1—31+5f",—3+51~—71’,—4+5t—6f,1—f? 
b. St+1’,1—8t—21°,—3+4t+2t°,2— 3 

32.， 设 pl(0)=1+f ,ps(1)=2-t+3t ,ps3(t)=1+ 


21 一 4 
a 利用 坐标 向 量 说 明 这 些 多 项 式 集合 是 了 
的 一 组 基 . 
hb， 考虑 P, 的 一 组 基 B={p , P2 , Ps} ， 给 定 
一 3 
[gjs=| 1|, 求 PP 中 的 g. 
2 


在 习题 33~34 中 ,利用 坐标 向 量 检 验 下 面 的 多 
项 式 集合 是 否 构 成 P, 的 一 组 基 ， 验 证 你 的 结论 . 
33. [M] 3+71,5+t—2t°,t—21°,1+16t— 6 +273 
34. [M] $5—3t+4r +21,9+1+8t? —613,6—2f+51,13 
35，[Mj] 令 五 = Span{vi,v2},B8={vi,v2), 证 明 x 在 归 


中 并 求 * 的 8- 坐标 向 量 ， 其 中 
11 14 19 


,5 ,| _13 

二 三 ,大 一 

' 10P? |13 18 
7 10 15 


36. [Mj] 令 H =Span{yi,v2,v3},B= {v1,v,v3}, 证 明 8 
是 上 HH 的 一 个 基 并 且 x 在 五 中 , 再 求 + 的 8- 
坐标 向 量 ， 这 里 


练习 题 答案 
1. a. 矩阵 P=[5，b，bs] 行 等 价 于 单位 矩阵 是 明显 的 ， 
的 一 个 基 . 
1 -3 3 
b. 由 (a) 知 ， 坐 标 变换 矩阵 为 P=|0 4 -6 


0 0 3 


6 8 _9 4 
4 3 5 7 
和 978 了 -8 
4 -3 3 3 


[Mj 习题 37 和 习题 38 涉及 詹 的 晶体 格 , 它 具 
有 六 边 形 结构 ， 见 图 4-22 左 图 ，R 中 向 量 
2.61[0110 
-1.5 | ,3 ,| 0 
0 ||10|114.8 


对 展示 在 右 图 中 的 单位 方 格 构成 


3 bE 


一 组 基 ， 这 里 的 数字 是 以 埃 ( 1 埃 =10* 厘 米 ) 为 
单位 的 ,在 铁合金 中 , 一 些 添加 的 原子 可 能 在 “ 八 
面体 的 ”和 “四 面体 的 ”位 置 的 单位 方 格 内 ，( 这 
样 命名 是 由 于 这 些 位 置 的 原子 所 形成 的 几何 对 
象 . ) 


1/2 
37. 相对 于 格 的 基 ， 八 面体 中 一 位 置 为 |1/41,， 相 
1/6 
对 于 有 R’ 的 标准 基 ， 确 定 这 个 位 置 的 坐标 . 
1/2 
38. 四 面体 中 一 个 点 的 位 置 为 |1/21, 相对 于 RR 的 
1/3 


标准 基 ， 确 定 这 个 位 置 的 坐标 . 


由 可 道 和 矩阵 定理 ，Ps 是 可 北 的 , 同时 它 的 列 构成 R 
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二， 一 一 


C. x= PLxjs. 


1 -3 3 -8 1 0 0 -5 

0 4 -6 2|-~ 1 0 : 

0 0 3 3 001 1 
Ps x I [xjg 


-5 
从 而 | : 


2，p(D)=6+3t- 纪 相对 于 忆 8 的 坐标 满足 ad+D+c(+tP2)+cG+E2)=6+3I- 关 ， 对 比 上 的 同 次 寡 项 的 系数 


有 
Ci 十 C2 = 0 
Ci +c= 3 
cz 十 Ci 三 一 | 


解 之 ， 得 c=5,c; =1,c;3= -2， 从 而 [pj]s = 


5 
1 1， 
一 2 


回顾 前 面 ， 一 向 量 空间 Y 的 基 妇 若 含 有 个 向 量 ， 则 Y 与 R" 同 构 ， 本 节 我们 证 明 数 n 是 V 
的 一 个 内 在 的 性 质 ( 称 为 维 数 ), 它 不 依赖 基 的 选择 , 维 数 的 讨论 将 对 基 的 性 质 有 更 深入 的 理解 . 

第 一 个 定理 推广 关于 向 量 空间 RR" 的 一 个 著名 的 结果 . 

定理 9 ” 若 向 量 空间 V 具有 一 组 基 B={b,…,b,}， 则 V 中 任意 包含 多 于 nn 个 向 量 的 集合 一 
定 线 性 相关 . 

证 令 {w,…,u,} 是 V 中 一 个 含有 多 于 nn 个 向 量 的 集合 ， 因 为 坐标 向 量 [wjs,，…,[u js 个 数 


(p) 大 于 每 个 向 量 中 数字 的 个 数 (n)， 所 以 [uj]s,、…,[Lus js 线性 相关 于 是 存在 数量 c,…,c, 不 全 
为 0， 使 得 


4.5 向 量 空间 的 维 数 


0 
cl[zljs 十 …+co[z Js | R" 中 的 零 向 量 
0 


0 
[on +:.*+ cpu, je 一 : 
0 


因为 坐标 映射 是 线性 变换 
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于 是 ca +*%+CpUp =0:b+:…+0:b, =0, 因为 c 不 全 为 零 ,所 以 {u,…,W,} 是 线性 相关 的 .“ 自 


由 定理 9 可 推出 如 果 一 向 量 空 间 V 有 一 组 n 个 向 量 的 基 ， 则 V 的 每 组 基 必 定 是 由 nn 个 癌 量 
所 组 成 . 
定理 10 若 向 量 空 间 V 有 一 组 基 例 有 nn 个 向 量 ， 则 V 的 每 一 组 基 一 定 恰好 含有 nn 个 向 量 . 


证 ” 令 色 是 一 个 含 n 个 向 量 的 基 ， 脉 是 V 的 任 一 另外 的 基 ， 因 为 B 是 一 个 基 ， 甩 是 线性 
无 关 的 ， 则 由 定理 9， 及 不 能 含有 多 于 nn 个 向 量 , 同 理由 奴 是 一 个 基 ，BB 线性 无 关 ， 肥 至少 含 
有 nn 个 向 量 , 于 是 成 恰好 含有 nn 个 癌 量 . 二 


如 果 一 个 非 零 向 量 空间 V 由 有 限 集 5 生成, 则 由 生成 集 定 理 ，$ 的 一 个 子 集 是 V 的 一 个 基 . 
由 此 ， 定 理 10 保证 下 列 定 义 有 意义 . 


定义 ” 若 V 由 一 个 有 限 集 生 成 ， 则 V 称 为 有 限 维 的 ，V 的 维 数 写成 dimV ， 是 V 的 基 中 含 
有 向 量 的 个 数 ， 零 向 量 空间 {0} 的 维 数 定 义 为 零 ， 如 果 不是 由 一 有 限 集 生成 ， 则 V 称 为 无 穷 维 


的 . 


例 1 RR" 的 标准 基 含有 n 个 向 量 , 所 以 dimR" =n, 标准 的 多 项 式 基 {1,1,t?} 表明 dimP, =3， 
一 般 而 言 ，dimP, =n+1, 所 有 多 项 式 的 空间 了 是 无 穷 维 的 (见习 题 27 ) . 卉 
3 ii 
6 0 
1 
4.4 节 的 例 7 中 研究 过 的 平面 ，H 的 一 个 基 为 {vi,v,} ， 这 是 由 于 


例 2 令 及 =Span{vi,v.}， 这 里 y= ， 则 五 是 


?从 2 一 


ww 和 :不 是 倍数 关系 从 而 线性 无 关 , 于 是 dim H = 2. 本 
例 3 求 下 列子 空间 的 维 数 : 
4 一 3Dp+6c 
Sa+4d 
再 志 :a,b,c,d ER 
b—2c—d 


a0 
解 易 见 为 下 列 向 量 的 所 有 线性 组 合 的 集合 : 


1 一 3 0 0 
3 0 0 4 
Vi 三 0 Vy> 三 ] V3 三 _7 ,V4 二 二 
0 0 0 


显然 让 0.v, 不 是 bv 的 倍数 ， 但 炙 是 vy 的 倍数 ， 由 生成 集 定理 ， 去 掉 vw 仍 可 生成 五 . 最 后 
由 于 vw 不 是 ”和 的 线性 组 合 ， 所 以 {Vi,v2,V4} 是 线性 无 关 的 (由 4.3 节 中 定理 4 )， 进而 是 五 的 


日 定理 9 也 可 应 用 到 V 的 无 限 集中 ， 一 个 无 限 集 称 为 线性 相关 的 ， 如 果 其 中 某 一 有 限 集 是 线性 相关 的 ， 否 则 这 个 无 
限 集 是 线性 无 关 的 . 若 8 是 了 中 一 个 无 限 集 ， 任 取 5 的 子 集 {4,.…,us},p >n ， 上 面 的 证 明 表 明 这 个 子 集 是 线性 相 
关 的 ， 从 而 $ 也 是 线性 相关 的 . 
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一 个 基 , 于 是 dimH =3. 时 
例 4 疏 : 的 子 空间 可 用 维 数 分 类 ， 见 图 4-23. 
0 维 子 空间 . 只 有 零 子 空间 是 0 维 子 空间 . 
1 维 子 空间 . 任 一 由 单一 非 零 向 量 生 成 的 子 空间 ， 这 样 的 子 空间 是 经 过 原点 的 直线 . 
2 维 子 空间 . 任 一 个 由 两 个 线性 无 关 向 量 生成 的 子 空间 ， 这 样 的 子 空间 是 通过 原点 的 平面 . 
3 维 子 空间 . 只 及 ;本身 是 3 维 子 空 间 . 由 可 道 和 矩阵 定 理 ，RR’ 中 任意 3 个 线性 无 关 回 量 生 
成 整个 及 . 


X3 


0 维 


a ) 


图 4-23 及 的 子 空间 样本 二 


有 限 维 空间 的 子 空间 
下 一 个 定理 是 生成 集 定理 的 一 个 自然 配对 . 


定理 11 令 甩 是 有 限 维 向 量 空间 V 的 子 空间 ， 若 有 需要 的 话 ， 昌 中 任 一 个 线性 无 关 集 均 

可 以 扩充 成 为 电 的 一 个 基 ， 万 也 是 有 限 维 的 并 且 
dimH < dimV 

证 铬 及 ={0}, 必然 有 dimH=0< dimy . 否则 , 令 5={m,…,w} 是 五 中 任 一 线性 无 关 集 ， 
阁 5 生 成 五 , 则 五 是 5 的 一 个 基 . 否则 , 存在 五 中 某 向 量 wiy 不 在 Span 5 中 ,但 {ww)…,wi,win] 
将 会 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 此 集中 没有 一 个 向 量 可 以 表示 为 其 前 面向 量 的 线性 组 合 ( 由 定理 
4). 

只 要 这 个 新 集合 不 能 生成 五 ,我们 就 可 以 继续 这 个 扩充 5 到 五 中 一 个 更 大 的 线性 无 关 集 的 
过 程 ， 但 由 定理 9，5 的 线性 无 关 扩 充 中 向 量 的 个 数 永 远 不 能 超过 V 的 维 数 ， 所 以 5 的 扩充 最 
终 会 生成 五 而 且 将 成 为 8H 的 一 个 基 , 同时 dmH<dimV. 济 


当 一 个 线性 空间 或 子 空间 的 维 数 知道 后 ， 通 过 下 一 个 定理 ， 求 一 个 基 就 简单 了 . 即 如果 一 
个 集合 有 适当 个 数 的 元 素 , 则 我 们 仅 需 要 证 明 或 者 这 个 集合 是 线性 无 关 的 或 者 它 生 成 这 个 空间 . 
这 个 定理 在 许多 应 用 问题 ( 例如 包括 微分 方程 和 差分 方程 ) 均 具 有 非常 重要 的 意义 ， 这 里 线性 
无 关 性 比 生 成 性 更 容易 验证 . 


定理 12 ( 基 定 理 ) 
令 了 是 一 个 卫 维 向 量 空间 ，p>LY 中 任意 含有 也 个 元 素 的 线性 无 关 集 必然 是 V 的 一 个 基 . 
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任意 含有 也 个 元 素 且 生成 耻 的 集合 必然 是 Y 的 一 个 基 . 


证 由 定理 11, 含 p 个 元 素 的 线性 无 关 集 8 可 以 扩充 为 V 的 一 个 基 . 但 由 于 dimV=p， 共 
必须 恰好 包含 p 个 向 量 , 所 以 5 已 经 是 V 的 一 个 基 . 现 假设 5S 含有 p 个 向 量 且 生 成 V ,因为 V 是 
非 零 的 ， 生 成 集 定理 蕴涵 5 的 一 个 子 集 5 是 V 的 一 个 基 ， 因 为 dimV = p,5' 一 定 包含 p 个 问 量 ， 
从 而 S=5”. 图 
Nul A 和 Col A 的 维 数 

由 于 和 矩阵 4 的 主 元 列 构成 Col4 的 一 个 基 ， 我 们 一 旦 知道 主 元 列 ， 就 知道 了 Col 4 的 维 数 . 
对 Nul h 的 维 数 似乎 需要 做 更 多 的 工作 ， 因 为 求 Nul 4 的 一 个 基 通 常 比 求 Col 4 的 一 个 基 需 要 更 
多 的 时 间 ， 但 有 一 条 捷径 可 走 ! 

令 A 为 一 个 mxn 和 矩阵 , 假设 方程 hx =0 有 大 个 自由 变量 . 由 4.2 节 , 我 们 知道 求 Nul 4 的 生 
成 集 的 标准 方法 将 恰好 产生 大 个 线性 无 关 向 量 , 比如 说 是 妈 ,…,w , 每 一 个 向 量 对 应 一 个 自由 变 
量 . 所 以 {ww,…,u} 是 Nulh 的 一 个 基 , 自由 变量 的 个 数 决 定 基 的 大 小 . 为 了 后 面 的 参考 , 让 我 们 
总 结 一 下 这 些 事 实 . 

Nul4 的 维 数 是 方程 hx =0 中 自由 变量 的 个 数 ，Col4 的 维 数 是 4 中 主 元 列 的 个 数 . 


例 5 求 4 的 零 空 间 和 列 空间 的 维 数 . 

-3 6 -1 1 -7 
1 -2 2 3 : 
2 -4 58 -4 


解 ” 将 增 广 和 矩阵 [4 站 行 化 简 成 阶梯 形 得 
: -2 2 3 -1 0 


A= 


0 0 1 2 -2 0 
0 000 00 


有 3 个 自由 变量 一 一 x,xs 和 x ， 于 是 Nul4 的 维 数 是 3， 由 于 4 有 两 个 主 元 列 ， 所 以 
dim Col A = 2. | 
练习 题 


判定 下 列 每 个 命题 的 真 假 ， 对 每 个 答案 给 出 理由 . 这 里 V 是 一 非 零 有 限 维 癌 量 空间 . 
1. 若 dimY=PS3 是 Y 的 一 个 线性 相关 的 子 集 ， 则 $ 包含 多 于 p 个 向 量 . 
2. 若 5 生 成 V ,7T 是 V 的 一 个 子 集 且 含有 向 量 个 数 多 于 5 中 向 量 个 数 ， 则 了 是 线性 相关 的 ， 


习题 4.5 
对 习题 1~8 中 的 子 空间 ，(a) 求 一 个 基 ，(b) 说 出 2c atb 
维 数 . 3. a-b :a,b,cER 4. “4 :a,b,cERR 


一 21 4s b-—3c 3a—b 
: $,1E 腿 2. —3s |:s,t€ RR a+2b —b 
—1 


l. | s+tt 


3 


身 梧 空 何 
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0 


a—4b-2c 
5 J| 2+ -4c | peeR 
-d+2c 


—3a+7b+6c 


3a+6b—c 
6a -2b—2 
a-b -< ‘a,b,c ER 
-9a+ Sb+3c 


—3a+b+c 


小 


7. {(a,b,c):a—-3b+t+c=0,b-2c=0,2b-c=0} 

8. {(a,b,c,d):a—3b+c=0} 

9. 求 RR’ 中 所 有 第 -一 个 和 第 三 个 数字 相等 的 全 体 
向 晤 生成 的 子 空间 的 维 数 ， 


i 2|] [-4 -3 ee 
10. 来 要 申 由 | 了 | | | | 本 记 的 子 空间 
H 的 维 数 . 


在 习题 11 和 习题 12 中 , 求 已 给 问 量 生成 的 子 
空间 的 维 数 . 


l 3 9 一 7 
11l. 1!10 |， | 4 |， - 
2 | 一 2 1 
| 一 3 一 8 一 3 
12，| -2 |， ‘| | 0 |， | 0 
0 1 5 7 


确定 习题 13~18 中 给 出 矩阵 的 NulA 和 ColA4h 
的 维 数 . 


1 -6 9 0 -2 

0 1 2 -4 :> 
13. A= 

0 00 5 1 

0 00 0 0 

1] 3 -4 2 -1 6 

00 1 -3 7 0 
14. A= 

0 0 0 1 4 -3 

0 0 0 0 0 0 

1 09 5 3 4 
15.4= 16. 4 

00 1 -4 -6 10 


在 习题 19 和 习题 20 中 , V 是 一 个 向 量 空 间 ， 


标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


a. 和 矩阵 的 主 元 列 的 个 数 等 于 列 空间 的 维 数 . 

b， 疏 : 中 的 平面 是 R’ 的 2 维 子 空间 . 

c. 向 量 空 间 也 的 维 数 为 4. 

d. 若 dimy =n,5 是 V 中 一 个 线性 无 关 集 , 则 5 
是 V 的 一 个 基 . 

e. 车 集合 fw,…,v,} 生成 一 个 有 限 维 向 量 空间 
V, TT 是 V 中 多 于 P 个 向 量 的 集合 ,， 则 了 是 
线性 相关 的 . 

a. 及 "是 恨 的 一 个 2 维 子 空间 . 

b. 方程 hx =0 中 变 元 个 数 等 于 Nul 4 的 维 数 . 

c. 一 个 向 量 空 间 是 无 穷 维 的 , 如 果 它 由 一 个 无 
限 集 生成 . 

d. 车 dimV =n,5 生成 V ， 则 5 是 Vv 的 一 个 基 . 

e.， 民 ;只 有 一 个 3 维 子 空间 即 及 本 身 ， 

前 4 个 埃 尔 米 特 ( Hermite ) 多 项 式 为 

1,21,-2+4t” 和 -12t+8f? ， 这 些 多 项 式 是 在 研 

究 数学 物理 中 的 某 种 重要 的 微分 方程 时 产生 

的 .2 证 明 这 前 4 个 埃 尔 米 特 多 项 式 构成 也 的 

一 个 基 . 

前 4 个 拉 盖 尔 ( Laguerre ) 多 项 式 为 1,1-1， 

2-4:+ 纪 和 6-18+9% -号 . 证 明 这 些 多 项 式 

构成 PP 的 一 个 基 . 

令 如 是 马 的 一 个 基 ， 它 由 21 题 中 埃 尔 米 特 多 

项 式 组 成 , 令 p(D)=7-12!-82+1268 ， 求 也 相 

对 于 B8 的 坐标 向 量 . 

令 B 是 也 的 一 个 基 , 它 由 22 题 中 前 3 个 拉 盖 

尔 多 项 式 组 成 , 令 p(t)=7-8:+31?，, 求 p 相对 

于 8 的 坐标 向 量 . 


. 令 5 是 n 维 向 量 空 间 V 的 一 个 子 集 ,， 设 $ 包含 


加 参见 Introduction to Functional Analysis, 2d ed., 
A.E. Taylor and David C. Lay (New York: John 
Wiley & Sons, 1980), pp. 92-93， 此 书 还 讨论 了 其 
他 多 项 式 . 
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另 4 匡 


he 


少 于 7 个 向 量 ， 解 释 为 什么 8 不 能 生成 V . 
26. 令 昌 是 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 n 维 子 空间 ,证 
明 H=V. 
27. 解释 为 什么 所 有 多 项 式 的 空间 正 是 一 个 无 穷 
维 空间 . 
28. 证 明定 义 在 实数 直线 上 的 全 体 连续 函数 的 空 
间 C(R) 是 一 个 无 穷 维 空间 . 
在 习题 29 和 习题 30 中 , Y 是 一 个 非 零 有 限 维 
向 量 空间 , 列 出 的 向 量 在 V 中 , 标 出 每 个 命题 的 真 
假 ， 给 出 理由 . ( 这 些 问题 比 习题 19 和 习题 20 难 
些 . ) 
29. a. 若 存 在 集合 fv,…,v,} 生 成 V ， 则 dimYy < p. 
b. 若 V 中 存在 一 个 线性 无 关 集 {v1…,v,} ， 则 


dimV 之 p. 

c. 若 dimV =p ， 则 V 中 存在 一 个 p+1 个 向 量 
的 生成 集 . 

30. a. 若 Y 中 存在 一 线性 相关 集 生 …,v,} ， 则 
dimV < p. 


b. 车 V 中 任意 由 p 个 元 素 组 成 的 集合 均 不 能 
生成 V ， 则 dimV >p. 

c, 若 p>2,dimy = p, 则 每 个 由 p-1 个 癌 量 构 
成 的 集合 是 线性 无 关 的 . 

在 习题 31 和 习题 32 中 ,涉及 有 限 维 向 量 空间 

V 和 W ， 还 有 线性 变换 了 :Y 一 W . 

31. 令 刀 是 Y 的 非 零 子 空间 , T(8) 为 有 H 中 向 量 的 
像 集 ， 则 由 4.2 节 中 习题 35，T(H) 是 W 的 子 
空间 . 证 明 dimT(H)< dimH. 

32. 令 歼 是 Y 的 非 零 子 空间 ，T 是 一 个 由 V 到 W 
内 的 一 一 ( 线性 ) 映 射 , 证 明 dimT(H)=dimH . 


练习 题 答案 
1. 错 ， 考 虑 集合 {0} . 


2. 对 ,由 生成 集 定理 ，5 包含 V 的 一 个 基 , 称 这 个 基 为 97， 


线性 相关 的 . 


33. 


34. 


若 T 是 一 个 由 V 到 WW 上 的 一 一 映射, 则 dimV 

=dimW . 同 构 的 有 限 维 向 量 空间 具有 相同 的 

维 数 . 

[M] 按照 定理 11，R” 中 一 线性 无 关 集 

fp.…p4} 可 以 扩充 为 RR" 的 一 个 基 . 一 个 方法 

是 构造 矩阵 A4=[y1…v， e1…e,] ， 其 中 @1,…,e， 

是 单位 矩阵 的 列 ， 那 么 4 的 主 元 列 构成 R" 的 

一 个 基 ， 

a. 利用 这 个 方法 将 下 列 向 量 扩充 为 下 的 一 
个 基 . 


一 9 9 6 
一 7 4 7 
Vi=| 8l,v2=| 1l,v3=|—8 
—5 6 5 
7 —7 一 7 


b. 解释 下 列 问题 : 为 什么 原来 的 问 量 mm 
包含 在 Col4 的 基 中 ?为 什么 ColA4=R"? 
[M] 令 B={l,cost,cos’t,…,cos’t},C = {1,cost, 
cos 21,…,cos61} ， 假 设 有 下 列 三 角 恒 等 式 ( 见 
4.1 节 习 题 37 ): 
cos21 =—1+2cos’t 
cos3! =—3cost + 4cos’t 
cos4! =1 一 8cos t+8cos’t 
coSSt =5cost—20c0s f+16cos 1 
cos6! =—1+18cos’t— 48cos*t+32cosst 
令 瑟 为 8 中 函数 生成 的 子 空间 , 则 由 4.3 节 中 
习题 38，8 是 HH 的 一 个 基 . 
a. 写 出 C 中 向 量 的 8- 坐标 向 量 ,利用 它们 证 
明 C 在 fH 中 是 线性 无 关 集 . 
b. 解释 为 什么 C 是 五 的 一 个 基 . 


从 而 了 包含 比 $ 更 多 的 向 量 , 由 和 定理 9，7 是 
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拘 本 会 压 


4.6 秩 


由 向 量 空间 概念 的 帮助 ， 本 节 我 们 观察 矩阵 的 内 部 ， 揭 示 几 个 有 趣 且 有 用 的 隐藏 在 行 和 列 
之 中 的 关系 . 

例如 , 设想 在 一 个 40 x 50 矩阵 4 中 放置 2 000 个 随机 数 , 然后 确定 4 中 线性 无 关 列 的 最 大 
个 数 和 AT 中 线性 无 关 列 的 最 大 个 数 ( 即 4 中 线性 无 关 行 的 最 大 个 数 ) . 值得 注意 的 是 ,这 两 个 
数 是 相同 的 ， 我 们 将 要 看 到 ， 这 个 公共 值 是 矩阵 4 的 秩 。 为 了 解释 这 个 现象 ， 需 要 检查 由 4 的 
行 生 成 的 子 空间 . 
行 空间 

若 4 是 一 个 mxn 和 矩阵 , 4 的 每 一 行 具有 nn 个 数字 , 即 可 以 视 为 有 R" 中 一 个 向 量 . 其 行 回 量 的 
所 有 线性 组 合 的 集合 称 为 4 的 行 空 间 , 记 为 Row A. 由 于 每 一 行 具 及 n 个 数 , 所 以 Row 4 是 下” 
的 一 个 子 空间 . 因为 4 的 行 与 7 的 列 相同 ， 我 们 也 可 用 Col 4 代替 Row 4. 

例 1 令 

—2 一 8 0 -17 六 = (2,—5,8,0,—17) 
1 3 -3 | 5 r, = (1,3,—5,1,5) 

3 11 -19 7 1 r, = (3,11,—19,7,1]) 
1 7 -3 $ -3 nr =(],7,~—13,5,—3) 

4 的 行 空间 是 RR 的 子 空间 , 它 由 {n,n,n,n} 生成 . 即 Row 4 =Span(n,r,n,r,), 将 行 癌 量 横 
着 写 是 很 自然 的 ， 然 而 ， 有 时 为 了 方便 ， 它们 也 可 以 写成 列 向 量 . 国 

在 例 1 中 ， 如 果 我 们 知道 一 些 关 于 4 的 行 之 间 的 线性 相关 关系 ， 那 么 我 们 可 以 利用 生成 集 
定理 将 这 个 生成 集 缩 小 到 一 个 基 . 不 幸 的 是 ， 在 4 上 进行 行 变换 对 我 们 没有 帮助 ， 因 为 行 变换 
改变 了 行 的 相关 关系 . 但 行 化 简 4 当然 是 有 价值 的 ， 正 如 下 一 个 定理 展示 的 那样 ! 


定理 13 ”车 两 个 矩阵 4 和 B 行 等 价 ， 则 它们 的 行 空间 相同 . 若 B 是 阶梯 形 和 矩阵 ， 则 B 的 
非 零 行 构 成 h 的 行 空间 的 一 个 基 同 时 也 是 B 的 行 空 间 的 一 个 基 . 


证 若 B 是 由 A 进行 行 变换 得 到 的 ， 则 8 的 行 是 4 的 行 的 线性 组 合 ， 于 是 B 的 行 的 任意 
线性 组 合 自然 是 4 的 行 的 线性 组 合 . 从 而 B 的 行 空间 包含 于 4 的 行 空间 ， 因 为 行 变换 可 逆 ， 同 
理 知 4 的 行 空间 是 8 的 行 空间 的 子 集 ， 从 而 这 两 个 空间 相同 . 若 B 是 一 个 阶梯 形 ， 则 其 非 零 行 
是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 任何 一 个 非 零 行 均 不 为 它 下 面 的 非 零 行 的 线性 组 合 ， 于 是 B 的 非 零 行 
构成 B 的 行 空间 的 一 个 基 ， 当 然 也 是 4 的 行 空间 的 一 个 基 . 国 

本 节 的 主要 结论 涉及 三 个 空间 : Row 4h,Col 4 和 Nul 4， 下面 的 例子 为 这 个 结论 做 准备 ， 同 
时 展示 如 何 通 过 对 4 进行 的 一 系列 行 变换 得 到 三 个 空间 的 基 . 

例 2 分 别 求 矩阵 4 的 行 空间 、 列 空间 和 零 空 间 的 基 . 


A= 


地 
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-2 -5 8 0 -17 
4 1 3 -5 1 5 
3 11 -19 7 1 
1 7 -3 5 -3 
解 ” 为 了 求 行 空间 和 列 空间 的 基 , 行 化 简 4 成 阶梯 形 : 
1 3 -5 1 5 
0 1 -2 2 -7 
Jo0o0 0- 20 
00 0 0 0 
由 定理 13，B 的 前 3 行 构成 4 的 行 空间 的 一 个 基 ( 也 是 8 的 行 空间 的 基 )， 从 而 
Row A 的 基 : {(,3,-5,1,5),(0,1,—2,2,~7),(0,0,0,—4,20)} 
对 列 空间 ， 观 察 B ， 主 元 列 在 第 1, 2 和 4 列 ,从 而 4 的 第 1, 2 和 4 列 ( 不 是 8 的 ) 构成 Col 4 
的 一 个 基 . : 


A~B 


-2] [-5] [0 

col4 的 基 : 外 二 | 3 
3 上 1 站 7 

1| | 7| ls 


注意 到 4 的 任何 阶梯 形 提供 ( 在 它 的 非 零 行 ) Row 4 的 一 个 基 同 时 对 Col 4 确定 了 4 的 主 元 列 . 
然而 对 Nul 4 ， 则 需要 简化 阶梯 形 ， 则 B 进一步 行 变换 得 : 


10 10 1 

0 1 -20 3 
A~B~C-= 

00 01 -5 

00 00 0 


方程 Ax = 0 等 价 于 Cx=0， 即 


XK Xs+ Xs =0 
Xx —2xX3+3xs =0 
X4 一 9X5 =0 
所 以 Xi =—X3 ~— Xs, X= 2X3 —3Xs, Xa = SX, Xy3 Hxs 为 自由 变量 ， 通常 的 计算 (在 4.2 忆 中 讨论 过 ) 表明 : 
一 [| -1 


2 | | -3 
Nul 4 的 基 : i|,! 0 
0|| 5 
0|| 1 


通过 观察 可 见 ， 与 Col 4 的 基 不 同 ，Row 4 和 Nul4 的 基 与 4 中 的 数 没有 简单 的 联系 .9 国 


() 利用 4 的 行 求 行 空间 Row 4 的 基 是 可 以 办 到 的 ， 对 4 进行 行 化 简 ， 直 到 47 的 主 元 列 被 求 出 ， 这 些 主 元 列 是 4 的 
行 ， 它 们 构成 4 的 行 空间 的 -- 个 基 . 
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警告 在 例 2 中， 尽管 刀 的 前 3 行 是 线性 无 关 的 ， 但 由 此 推断 说 A 的 前 3 行 是 线性 无 
关 则 是 错误 的 (事实 上 有 A 的 第 3 行 等 于 2 倍 的 第 1 行 加 上 7 倍 的 第 2 行 )， 行 变换 对 
矩阵 的 行 不 保持 线性 相关 关系 . 
秩 定理 
下 一 定理 描述 Col A ，Row A 和 Nul 4 的 维 数 之 间 的 基本 关系 . 


定义 4 的 秩 即 4 的 列 空间 的 维 数 . 

由 于 Row A 与 Col A" 相同 , 则 4 的 行 空间 的 维 数 等 于 4 的 秩 . 零 空 间 的 维 数 有 时 被 称 为 4 
的 零 维 ， 尽 管 我 们 不 使 用 这 个 术语 . 

做 过 4.5 节 的 习题 或 读 完 上 面 的 例 2 后 ， 警觉 的 读者 可 能 已 经 发 现下 一 个 定理 的 部 分 或 全 
部 结论 . 


定理 14 ( 秩 定 理 ) 

mxn 欠 阵 A 的 列 空间 和 行 空间 的 维 数 相等 ， 这 个 公共 的 维 数 ( 即 A 的 秩 ) 还 等 于 4 的 主 元 
位 置 的 个 数 且 满足 方程 

rank A+dimNul A=n 

证 由 4.3 节 定 理 6，rank 4 是 A 中 主 元 列 的 个 数 ， 等 价 地 ，rank 4 是 4 的 阶梯 形 B 中 主 
元 位 置 的 个 数 . 进一步 ， 因 为 B 对 每 个 主 元 有 一 个 非 零 行 ， 同 时 这 些 行 对 4 的 行 空间 而 言 构成 
一 个 基 ， 所 以 4 的 秩 也 等 于 4 的 行 空间 的 维 数 . 

由 4.5 节 ，Nul 4 的 维 数 等 于 方程 hx =0 中 自由 变量 的 个 数 ， 换 名 话说 ，Nul 4 的 维 数 是 4 
中 非 主 元 列 的 个 数 ， 显 然 有 

{ 主 元 列 个 数 }+{ 非 主 元 列 个 数 }={ 列 的 个 数 ] 

这 就 完成 了 证 明 . 图 


定理 14 后 面 的 思想 在 例 2 中 的 计算 中 可 以 看 到 . 阶梯 形 B 的 三 个 主 元 位 置 确定 了 基本 变量 
同时 确定 了 Col A 和 Row 4 的 基 问 量 . 

例 3 a. 若 A4A 是 一 个 7x9 和 矩阵 ， 具 有 2 维 零 空间 ，4 的 秩 是 多 少 ? 

b. 一 个 6x9 和 矩阵 能 有 2 维 零 空间 吗 ? 

解 a. 由 A 有 9 列 ，(rank 4)+2=9， 从 而 rank 4=7. 

b 不能, 若 8B 为 一 个 6x9 和 矩阵 ， 具有 2 维 零 空间 , 它 的 秩 一 定 等 于 7( 由 秩 定理 ), 但 如 的 
列 是 及 ' 中 向 量 ， 从 而 Col 8B 的 维 数 不 能 超过 6， 即 rank B 不 能 超过 6. 国 

下 一 个 例子 为 我 们 一 直 在 研究 的 子 空间 直观 化 提供 了 一 个 好 的 方法 ， 在 第 6 章 中 ， 我 们 将 
学 习 到 RowA 和 NulA 的 公共 向 量 只 有 零 向 量 ， 并 且 事 实 上 二 者 是 相互 “垂直 ”的 ， 对 
Row 4rC Col A) 和 Nul 47 有 同样 的 结果 . 所 以 例 4 中 的 图 4-24 对 一 般 情形 建立 了 一 个 良好 的 理 
解 图像 ，( 4 和 4 在 一 起 研究 的 价值 见习 题 29 中 .) 


234 雾 4 供 
es CC 
$0 -=1 
例 4 令 A=|3 0 -1|， 
中 
石 - 妈 =0 的 平面 ，Nul 4 是 所 有 (L-L40) 的 倍数 构成 的 集合 . 图 4-24 展示 出 在 线性 变换 x Ax 
的 定义 域 中 的 Nul 4 和 Row 4; 这 个 映射 的 值 域 Col 4 连同 Nul 4 一起， 被 表现 为 Ri 的 一 个 分 
离 的 拷贝 . 


容易 检验 Nul A 是 x, 轴 ，Row 4 是 zz 平面 ，Col4 是 方程 为 


4-24 由 矩阵 4 确定 的 子 空间 EE 


应 用 到 方程 组 

秩 定 理 对 线性 方程 组 的 信息 进行 处 理 是 一 个 有 力 的 工具 . 下 一 个 例子 模拟 一 个 利用 线性 方 
程 的 现实 问题 ， 可 能 前 面 陈述 过 ， 例 中 没有 直接 用 到 线性 代数 的 术语 如 矩阵、 子 空间 、 维 数 等 . 

例 5 一 个 科学 家 对 一 个 40 个 方程 42 个 变量 的 齐 次 方程 组 已 经 求 出 了 两 个 解 ， 这 两 个 解 
不 是 倍数 关系 ， 而 且 其 他 所 有 解 均 能 表示 为 这 两 个 解 的 适当 倍数 之 和 这 个 科学 家 能 确定 一 个 
相应 的 非 齐 次 方程 组 ( 与 此 齐 次 方程 组 有 相同 的 系数 ) 有 解 吗 ? 

解 ”有 解 , 令 4 是 这 个 方程 组 的 40x42 系数 矩阵 ， 已 给 的 条 件 蕴 涵 这 两 个 解 是 线性 无 关 的 
且 能 生成 Nul 4， 所 以 dim Nul A =2. 由 秩 定理 ， dmCol4=42-2=40. 由 于 了 2 是 及 2 的 惟一 
的 维 数 是 40 的 子 空间 , 则 Col 4 一定 等 于 及 4 ， 这 表明 每 个 非 齐 次 方程 hx = 有 一 个 解 . 别 


秩 和 可 逆 和 矩阵 定理 


与 矩阵 相关 的 各 种 线性 空间 的 概念 对 可 逆 矩 阵 定理 提供 了 更 多 的 一 些 命题 这 里 我 们 仅 列 
出 新 的 命题 ， 但 我 们 把 它们 接 在 2.3 节 中 原来 的 可 逆 矩 阵 定理 的 后 面 ， 


定理 ( 可 逆 矩 阵 定理 ( 续 )) 

令 4 是 一 个 mxpm 矩 阵 ， 则 下 列 的 命题 中 的 每 个 均等 价 于 A 是 可 逆 矩 阵 : 
m，4 的 列 构 成 下 "的 一 个 基 . 

hn. GolA=R’. 

: dimColA=n. 

. Tank A=n. 

. NulA={0}. 

dim Nul A=0. 


‘Oo 
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证 ”命题 (m) 从 线性 无 关 和 生成 的 角度 看 ， 与 命题 (e) 和 (h) 是 逻辑 上 等 价 的 . 至 于 

上 面 其 他 五 个 命题 ， 可 由 下 列 常见 的 蕴涵 关系 将 它们 与 这 个 定理 早期 的 一 个 命题 链接 起 来 : 
(g)=>(n) 一 (o) Sp) 一 (TD 一 (9) =(d) 

命题 (g ) 称 对 RR" 中 的 每 个 b ， 方 程 Ax =b 至 少 有 一 个 解 ， 由 此 可 以 推出 Cn )， 因 为 Col4 
实际 上 就 是 使 方程 hx =b 相 容 的 所 有 2 的 集合 . 草 涵 式 (n) 僵 (o) 一 (p) 由 维 数 和 秩 的 定义 可 以 推 
出 . 如 果 4 的 秩 等 于 n ， 即 4 的 列 的 个 数 ， 则 由 秩 定 理 有 dimNul4=0 ， 也 就 是 Nul4={0}. 于 
是 (p) 一 (D 一 (q). 而 且 由 (q) 可 以 推出 方程 hr =0 只 有 平凡 解 ， 即 命题 (d). 因 为 已 经 知道 命题 (d) 
和 (g) 与 4 是 可 道 的 命题 是 等 价 的 ， 于 是 定理 证 毕 . 图 

我 们 没有 将 关于 4 的 行 空间 的 显然 的 命题 添加 到 可 逆 和 矩阵 定理 中 ,这 是 因为 行 空 间 是 47 的 
列 空间 . 回顾 可 道 矩 阵 定 理 的 ( 1) 即 4 可 逆 当 且 仅 当 A? 可 逆 ， 从 而 可 逆 矩 阵 定理 的 每 个 命题 
也 通 合 4 ， 这 样 做 将 定理 的 长 度 加 倍 ， 从 而 产生 一 串 超 过 30 个 的 命题 ! 

数值 计算 的 注解 ”本 课程 中 讨论 的 许多 算法 对 理解 概念 和 进行 简单 的 手工 运算 是 有 

用 的 . 然而 ， 这 些 算法 通常 不 适合 大 规模 的 现实 问题 . 

秩 的 确定 是 一 个 很 好 的 例子 . 将 矩阵 简化 为 阶梯 形 然后 再 数 主 元 个 数 似乎 很 容 
易 ， 但 是 除非 在 一 个 数字 被 明确 指定 的 矩阵 上 执行 精确 的 算法 ， 否 则 行 变 换 可 能 改变 
一 个 给 阵 表面 上 的 秩 ， 比 如， 苍 姑 了 | 3 | 的 < 值 没有 被 当 作 7 精确 地 存储 在 计算 


机 中 ， 那 么 秩 可 能 是 1 或 2， 这 依赖 于 计算 机 是 否 将 xY-7 当 作 堆 处理. 


在 实际 应 用 中 ， 算 阵 A 的 有 效 秩 常 由 A 和 的 奇异 值 分 解 来 确定 ， 这 将 在 7.4 节 中 讨 
论 . 通过 这 种 分 解 还 可 以 可 靠 地 求 出 Colh4, Row A ,NulA 和 NulAhT 的 基 . 


练习 题 


下 列 和 矩阵 是 行 等 价 的 . 
2 -1 1 -6 8 1 -2 -4 3 -2 
1! -2 -4 3 -2 0 3 9 -12 12 
4= B= 
-7 8 10 3 -10 0 0 0 0 0 
4 -5 -7 0 4 0 0 0 0 0 


1， 求 rank4 和 dimNul4. 
2. 求 Col A 和 Row 4 的 基 . 
3. 如 果 想 要 求 Nul 4 的 一 个 基 ， 下 一 步 要 做 什么 ? 
4，4 的 行 阶 梯形 中 有 多 少 个 主 元 列 ”? 
习题 4.6 
在 习题 1~4 中 ， 假 设 4 行 等 价 于 B ， 不 用 计 1 -4 9 -7 1 0 -1 5 
算 , 写 出 rank A 和 dimNul A ,再 求 Col4 ,Row 4， l. A= ,B = 
Nul 4 的 基 . 


雾 了 全 


6 一- 


-2 6 -6 -1 -10 12. 


的 维 数 是 多 少 ? 
若 5x6 和 矩阵 4 的 零 空间 是 4 维 的 , 4 的 行 空间 
的 维 数 是 多 少 ? 


. 车 4 是 7x5 和 矩阵 , 4 的 秩 最 大 可 能 为 多 少 ? 若 


4 是 5x7 矩 阵 , 4 的 秩 最 大 可 能 为 多 少 ? 解释 
你 的 回答 ， 


. 车 4 是 4x3 乞 阵 , 4 的 行 空间 的 维 数 最 大 可 能 


为 多 少 ? 如 果 A 是 3x4 和 矩阵 , 4 的 行 空 间 的 维 
数 最 大 可 能 为 多 少 ? 解释 你 的 回答 . 


. 车 4 为 一 个 6x8 和 矩阵 ，Nul 4 的 最 小 可 能 的 维 


数 是 多 少 ? 


. 若是 一 个 6x4 和 矩阵 ，Nul 4 的 最 小 可 能 的 维 


数 是 多 少 ? 
在 17 和 18 题 中 ，A 和 是 一 个 mxn 和 矩阵 ， 标 出 


每 个 命题 的 真 假 ， 检 验 每 个 答案 . 


-1 一 
0 0 


5. 若 一 个 3x8g 和 矩阵 4 秩 为 3， 求 dimNul4， 


dimRow 4 和 rank 4- ，. 18. 


6. 若 一 个 6x3 矩阵 4 秩 为 3,， 求 dmNul4 ， 
dimRow A 和 rank A'. 

7. 假设 4x7 和 矩阵 4 有 4 个 主 元 列 , Col4= 疏 * 吗 ? 
Nul 4=R 吗 ? 解释 你 的 答案 . 

8. 假设 5x6 和 矩阵 A 有 4 个 主 元 列 、，dim Nul 4 是 多 


少 ? Col 4=R* 吗 ?解释 你 的 答案 . 19. 


9. 若 5x6 矩阵 4 的 零 空 间 是 4 维 的 ，4 的 列 空间 
的 维 数 是 多 少 ? 
10. 车 7x6 和 矩阵 4 的 私 空 间 是 5 维 的 , 4 的 列 空间 


> 


的 维 数 是 多 少 ? 20. 


11. 若 8x5 和 矩阵 4 的 零 空 间 是 2 维 的 , 4 的 行 空间 


17. 


a，A 的 行 空间 与 4 的 列 空间 相同 . 

b. 若 B 是 4 的 任 一 个 阶梯 形 ，B 有 3 个 非 零 
行 ， 则 4 的 前 3 行 构成 Row 4 的 一 个 基 . 

c, 矩阵 4 的 行 空间 与 列 空间 具有 相同 的 维 数 ， 

甚至 4 不 是 方 阵 ， 此 结论 也 成 立 . 

4 的 行 空间 的 维 数 与 零 空间 的 维 数 之 和 等 

于 4 的 行 数 . 

e. 在 计算 机 上 , 行 变 换 可 能 改变 一 个 矩阵 的 表 
面 上 的 秩 . 

a. 若 8B 是 4 的 任 一 阶梯 形 , 则 8 的 主 元 列 构成 
4 的 列 空间 的 一 个 基 . 

b. 行 变换 保持 4 的 行 之 间 的 线性 相关 关系 . 

.4 的 等 空间 维 数 等 于 4 的 非 主 元 列 个 数 . 

.A 的 行 空间 与 4 的 列 空间 相同 . 

e. 大 4 与 B8 行 等 价 ， 则 它们 的 行 空 间 相同 . 

假设 一 个 含有 5 个 线性 方程 6 个 未 知 数 的 齐 次 

方程 组 的 解 都 是 一 个 非 零 解 的 倍数 ,对 方程 右 

边 每 个 可 能 选取 的 常数 , 此 方程 组 将 必然 会 有 

一 个 解 吗 ? 解释 之 . 

假设 一 个 含有 6 个 线性 方程 8 个 未 知 数 的 非 齐 

次 方程 组 有 一 个 解 ， 具有 两 个 自由 变量 ， 若 改 


只 


人 
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变 方程 右边 某 常 数 , 使 新 的 方程 组 不 相 容 可 能 
吗 ” 解 释 之 . 

21. 假设 一 个 含有 9 个 线性 方程 10 个 未 知 数 的 非 
齐 次 方程 组 对 右边 所 有 可 能 的 常数 均 有 解 ， 相 
应 的 齐 次 方程 组 可 以 找到 两 个 不 成 倍数 的 解 
吗 ” 讨 论 之 . 

22. -个 含有 10 个 方程 12 个 未 知 数 的 齐 次 方程 组 
的 所 有 解 为 一 个 确定 的 非 零 解 的 倍数 , 这 个 结 
论 可 能 吗 ” 讨 论 之 . 

23. -个 含有 12 个 线性 方程 8 个 未 知 数 的 齐 次 方 
程 组 有 了 两 个 固定 的 没有 倍数 关系 的 解 , 同时 所 
有 其 他 解 均 是 此 二 解 的 线性 组 合 , 所 有 解 的 集 
合 可 以 由 少 于 12 个 齐 次 线性 方程 的 方程 组 刻 
而 吗 ” 若 可 以 ， 有 多 少 个 方程 ?讨论 之 . 

24. 一 个 含有 7 个 方程 6 个 未 知 数 的 非 齐 次 方程 
组 .对 右边 某 些 常数 ,该 方程 组 有 惟一 解 可 能 
吗 ” 对 右边 任 一 组 常数 , 该 方程 组 有 惟一 解 可 
能 吗 ” 解 释 之 . 

25. 一 个 科学 家 解 一 个 含有 10 个 线性 方程 12 个 未 
知 数 的 非 齐 次 方程 组 ,发现 未 知 数 中 有 3 个 是 
自由 变量 ,该 科学 家 是 否 可 断定 ， 若 方程 右边 
改变 ,新 的 非 齐 次 方程 组 将 有 一 个 解 ” 讨 论 之 . 

26. 在 统计 理论 中 ， 通 常 需要 一 个 矩阵 是 满 秩 的 ， 
即 和 矩 阵 的 秩 取 到 最 大 ， 对 一 个 mxn 矩阵， 其 
中 行 数 大 于 列 数 , 解释 为 什么 该 矩阵 满 秩 当 且 
仪 当 它 的 列 是 线性 无 关 的 . 

在 习题 27~29 中 ， 涉 及 一 个 mxn 矩阵 4 和 通 

常 被 称 为 由 4 确定 的 基本 子 空间 . 

27. Row A,Col 4,Nul 4,Row A',Col A 和 Nul A 
中 哪 一 个 子 空间 在 R" 中 , 哪 一 个 在 RR" 中 ?其 
中 有 多 少 不 同 的 子 空间 ? 

28. 验证 以 下 等 式 . 

a. dimRow A+dimNul A=n 4 的 列 数 
b. dimCol A+dimNul 4 =m A 的 行 数 

29. 利用 28 题解 释 为 什么 方程 hr =b 对 任意 

be R" 有 人 解 当 且 仅 当 方 程 hrx =0 仅 有 平凡 解 . 
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30. 假设 A 是 mxn 矩阵，& 在 RR" 中 ， 为 使 方程 
Ax =b 相 容 ， 关 于 两 个 数 rank [4 8] 和 rank 4 
一 定 有 什么 关系 ? 
秩 为 1 的 矩阵 在 某 些 计算 以 及 本 书 的 几 处 上 
下 文 的 理论 处 理 中 都 是 重要 的 ,其 中 包括 第 7 章 中 
的 奇异 值 分解 . 可 以 证 明 mxn 矩阵 4 的 秩 为 1 当 
且 仅 当 它 是 一 个 外 积 ， 即 对 某 zeR”， 某 we 下 ， 
有 A=uv' .习题 31~33 暗示 为 什么 这 个 性 质 是 正确 
的 . 
> 
-3 
5 


1 ， [1 -3 4 
32. $u=l) | 求 民 中 向 量 v， 他 得 | 6 | 


a 


31. 验证 : 如 果 z= ， 则 rank uv <<1. 


”一 


C 


=Wv'. 


33. 令 4 为 任意 一 个 rank 4=1 的 2x3 和 矩阵 , 令 w 为 
4 的 第 一 列 ， 且 zzx=0 ， 解释 为 什么 存在 一 个 
及 中 的 向 量 v 使 得 4=uv'. 若 4 的 第 一 列 为 
零 ， 这 个 结论 如 何 修改 ? 

34. 令 4 为 一 个 秩 为 大 的 mx 矩阵 ， 令 局 为 4 的 
一 个 阶梯 形 , 解释 为 何 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 已 使 
得 4= EU ， 利 用 这 个 因子 分 解 将 4 写成 /个 
秩 为 1 的 矩阵 之 和 .，( 提示 : 参考 2.4 节 定 理 


10. ) 
7 -9 5 3 -3 -7 
-4 6 7 -2 -6 -5 5 
35. [Mj] 令 A4=| 5 -7 -6 5 -6 2 8 
-3 5 8 -1 -7 -4 8 


6 -8 -5 4 4 9 3 

a. 构造 矩阵 C 和 ， 它 们 的 列 分 别 为 Col 4 和 
Nul 4 的 基 ， 再 构造 矩阵 RR， 它 的 行 构成 
Row 4 的 一 个 基 . 

b. 构造 矩阵 M ，, 它 的 列 构成 Nul 47 的 一 个 基 ， 
构造 矩阵 8$S=[RI N] ，T=[C M]， 解释 为 
什么 S 和 TT 应 为 方 阵 , 验证 § 和 7 均 为 可 逆 
的 . 

36. [M] 随机 取 一 个 6x7 整 数值 矩阵 4 ， 并 且 它 的 


238 才 4 但 


秩 最 大 为 4, 重复 习题 35， 生成 4 的 一 个 方法 使 它 的 行 是 4 的 简化 阶梯 形 的 非 零 行 ， 计 算 
是 : 随机 建立 一 个 6x4 整 数值 矩阵 和 一 个 CR 并 讨论 你 得 到 的 结果 . 
4x7 整数 值 矩 了 泗 K， 令 A4=JK.( 见 本 章 后 面 38. [Mj 对 三 个 随机 取 的 5x7 整数 值 矩 阵 4 ， 秩 分 
的 补充 习题 9; 阅读 学 习 指 导 中 关于 和 矩阵 生成 别 为 5,，4 和 3， 重复 37 题 .对 任意 矩阵 4 ， 作 
程序 的 说 明 . ) 关于 CR 与 4 有 何 关系 的 一 个 狂想， 证明 你 的 
37. [IMJ 令 4 是 35 题 中 的 矩阵 ， 构 造 一 个 矩阵 C ， 猜想 . 
使 它 的 列 是 4 的 主 元 列 ， 再 构造 一 个 矩阵 R ， 
练习 题 答案 


1. 4 有 两 个 主 元 列 ， 所 以 rank4=2 ， 又 由 于 4 共有 5 列 ， 所 以 dimNul4=5-2=3. 
2. 4 的 主 元 列 是 前 两 列 ， 所 以 Col 4 的 一 个 基 为 


7 

4| | -5 
B 的 非 零 行 构成 Row 4 的 一 个 基 ， 即 {(L-2,-4,3,-2),(0,3,9,-12,12)} ， 在 此 特殊 例子 中 ，A 的 任意 两 行 
构成 行 空间 的 一 个 基 ， 这 是 因为 行 空间 是 2 维 的 ， 同 时 4 中 任 一 行 均 不 是 另 一 行 的 倍数 .一 般 而 言 ， 
4 的 阶梯 形 的 非 零 行 通常 可 作为 Row 4 的 一 个 基 ，A4 本 身 的 行 则 不 行 . 

3. 对 Nul 4， 下 一 步 是 对 8 进行 行 变 换 得 到 4 的 简化 阶梯 形 . 

4. 由 秩 定理 ， 因 Col 47 = Row 4, 所 以 rank4T =rank A ， 从 而 47 有 两 个 主 元 位 置 . 


4.7 基 的 变换 


对 一 个 n 维 向 量 空间 V , 当 一 个 基 8 取 定 后 , 与 之 相关 的 映射 到 RR* 上 的 坐标 映射 对 V 提供 
了 一 个 坐标 系 . V 中 每 个 向 量 x 由 它 的 8- 坐标 向 量 [xjs 惟 一 确定 .3 

在 某 些 应 用 中 ， 一 个 问题 开始 是 用 一 个 基 5 描述 , 但 问题 的 解 可 通过 将 8 变 为 一 个 新 的 基 
C 得 到 帮助 ( 例子 将 在 第 5 章 和 第 7 章 中 给 出 ) ,每 个 向 量 被 确定 为 一 个 新 的 C- 坐标 向 量 . 在 
本 节 中 ， 我 们 研究 对 每 个 xeEV ，[xj. 与 [x]s 如 何 联系 起 来 . 

为 使 问题 直观 化 , 考虑 图 4-25 中 的 两 个 坐标 系 , 在 图 4-25a 中 ,x = 3 +b, ,同时 在 图 4-25b 
中 ， 同 样 的 x 表示 为 x=6c,+4c,， 即 


3 6 
[xjs -| [xj -| 


我 们 的 问题 是 找到 这 两 个 坐标 向 量 之 间 的 联系 ， 例 1 表明 如 何 作 这 件 事 ， 使 我 们 知道 如 何 
由 c, 和 ec， 得 到 bb 和 bb， . 


@ 〇 将 [xjs 看 作 x+ 的 一 个 “名 字 "， 它 给 出 权 的 列表 将 x 表示 为 B 中 基 向 量 的 线性 组 合 . 
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图 4-25 同样 向 量 空间 的 两 个 坐标 系 


例 1 对 一 个 向 量 空 间 V ， 考 虑 两 个 基 6={b,b,} 和 C={ci,c;} ， 满 足 
Di = 4ci +c， b, = 一 0ci; 二 C， (I) 
假设 ( x=3b+b, (2 ) 


即 假设 [x]。 -| ,， 求 [xl.. 


解 对 (2) 中 x 应 用 由 C 确 定 的 坐标 映射 , 因为 坐标 映射 是 一 个 线性 变换 . 
[xj]。 =|3w +b, jc 


=3Lbjc +[b, Jo 
利用 将 线性 组 合 中 的 向 量 看 做 矩阵 的 列 ， 我 们 可 以 将 这 个 向 量 方程 写成 一 个 矩阵 方程 : 
[wj | [bl La | ( 3 ) 


只 要 我 们 知道 该 矩阵 的 列 ， 这 个 公式 就 给 出 了 [xj。 ， 由 (1)， 


[be -| | 
[z]。 -| -4 


即 与 图 4-25 中 x 相 匹 配 的 x 的 C- 坐 标 . 
可 以 将 推导 出 公式 (3 ) 的 论证 推广 从 而 产生 下 列 结果 . ( 见习 题 15 和 习题 16. ) 


定理 15 设 B={b,,…,b,} 和 C={c1,…,c.,} 是 向 量 空间 V 的 基 ， 则 存在 一 个 nxn 纸 阵 已 使 


于 是 (3 ) 给 出 了 解 : 


[zj]。 = PLxjs (4) 
.已 的 列 是 基 已 中 向 量 的 C- 坐 标 向 量 ， 即 
=[[b,] [b, je tk [b, je] (5) 
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定理 15 中 算 阵 _P_ 称 为 由 忆 到 C 的 坐标 变换 矩阵 ， 乘 以 忆 的 运算 将 巨 - 坐标 变 为 C- 坐标， 
图 4-26 给 出 坐标 变换 方程 (4 ) 的 说 明 . 


图 4-26 V 的 两 个 坐标 系 


尼 的 列 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 它们 是 线性 无 关 集 已 的 坐标 向 量 ( 见 4.4 节 习 题 25 )， 于 
是 得 到 _P. 是 可 逆 的 . 将 (4) 两 边 左 乘 以 ( P】， 得 
(P,) [le =[x]s 
于 是 ( P】 是 将 C- 坐 标 变 为 8- 坐标 的 矩阵 ， 即 


(2) = (6) 
RR" 中 基 的 变换 
夺 B={b.,…,b,} ，E 是 R" 中 的 标准 基 {e1,…,e,}， 则 [bi]: =b,，B 中 其 他 向 量 也 类 似 . 在 此 
情形 下 ， 下 与 4.4 节 中 引入 的 坐标 变换 矩阵 PB 相同 ， 即 
Pp, =[b, b, Sige b, | 
为 了 在 RR" 中 两 个 非 标准 基 之 间 变 换 坐 标 ， 我 们 需要 定理 15， 定理 15 表明 为 解决 基 变 换 问 
题 ， 我 们 需要 原来 的 基 关 于 新 的 基 的 坐标 向 量 . 


例 2 设 卢 -| -| -| le -| | , 考虑 恨 ?中 基 6={b1,b,}, C={ci,cs} , 求 由 B 
1 一 ] 一 4 一 
到 C 的 坐标 变换 矩阵 . 


解 和 矩阵 P 涉及 b 和 6b, 的 C- 坐 标 向 量 ， be -| | xz=| |， 于 是 由 定义 
[a C2 = [e， C2 MM 
X2 2 


@ 为 了 记 住 如 何 构造 这 个 矩阵 ， 将 P [x]s 看 作 P 的 列 的 线性 组 合 ， 这 个 矩阵 一 向 量 积 是 一 个 C- 坐标 向 量 ， 所 以 
.P, 的 列 也 应 该 是 C-- 坐标 向 量 . 
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为 了 同步 解 出 这 两 个 方程 组 ， 将 b 和 5b, 扩大 到 系数 矩阵 中 并 行 化 简 之 : 


1 3 ; -9 -5 10 ， 6 4 
[c， C2 |! b. 2 _5 1 了 -| ] _5 (7) 
6 4 
于 是 [pb J -| [b, Je -| 引 
因此 所 要 求 的 坐标 变换 矩阵 是 
6 4 
P=[[b]. el] 3 册 加 


观察 例 2 中 的 矩阵 ,P, ， 它 已 经 出 现在 (7 ) 中 ， 这 并 不 会 令 人 感到 意外 ， 因为 P 的 第 1 


列 是 行 化 简 [ce， cs ; 的 到 [7i [bc] 的 结果 ， 对 _P 的 第 2 列 也 是 类 似 的 ， 于 是 
[Le c2!b, b,]~|1 ,| 


求 R" 中 的 任意 两 个 基 之 间 的 坐标 变换 矩阵 具有 类 似 的 步 又 . 


例 3 设 记 -| 3 -| he -ole -| 考虑 及? 中 的 基 B86={b,b,},C = {ei,c,}. 


a. 求 由 C 到 厂 的 坐标 变换 矩阵 
b. 求 由 8 到 C 的 坐标 变换 矩阵 
解 a. 注意 到 求 P 比 求 P 更 方便 ,计算 


1 -2 !} -7 -5 1 0 ; 5 3 
Lb, b, :oe -| 1 四 | 1 


-3 4 9 7 01164 
所 以 -| | 
Be-C 6 4 
b. 由 (a) 和 上 面 的 (5) 式 (将 8 和 C 互 换 ) 
1 1[ 4 -3] fF 2 -3/2 
Pb,=(,P,) -| ;|-| 3 3 


必 一 个 关于 坐标 变换 矩阵 P 的 描述 , 是 使 用 坐标 变换 和 矩 阵 Bs 和民 分 别 将 8 坐标 和 CC-- 举 
标 转 换 成 为 标准 坐标 , 回忆 对 有 R" 中 的 每 个 x， 有 


Ps[x]s 三 计 ， 已 [xj 一 过 ， [x]。 一 忆 


于 是 
[xje =P x=P. Pelx]s 
人 在 R" 中， 坐标 变换 矩阵 P 可 以 用 民 "'Ps 来 计算 . 事实 上 ， 对 于 比 2 x 2 更 大 的 矩阵 ， 一 个 
类 似 于 例 3 的 算法 比 先 计 算 尺 " 再 计算 P."'Ps 的 方法 更 快 ， 见 2.2 节 习 题 12. 
练习 题 


1. 设 下 ={fi,f},9 ={g1,82} 为 向 量 空间 V 的 两 个 基 ，P 为 一 个 矩阵 ， 它 的 列 是 [f.],。 和 [f,], ， 对 所 有 
v eV,P 满足 下 列 哪 一 个 方程 ? 
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(D [yl: = Ptyj 


(ii) [yj。 = Ply]y 


2. 设 B 和 C 如 例 1 所 示 ， 利 用 例 1 的 结果 求 由 C 到 8 的 坐标 变换 和 矩阵. 


习题 4.7 


1. 设 B8={5,b,} 和 C=f{eci,e;}) 是 向 量 空 间 Vy 的 两 个 
基 ， 设 
bi = 6cl 一 25,2 =9c, 4c, 
a. 求 由 总 到 人 C 的 坐标 变换 矩阵 . 
b. 利用 (a)， 对 x=-35 +25 ， 求 [x].. 
2. 设 B={481,8;} 和 C={e,cz} 是 向 量 空间 VV 的 两 个 
bi =~ +4c2,b, = Se, — 3c, 
a. 求 由 如 到 C 的 坐标 变换 矩阵 . 
b. 对 x=5b,+3b, ， 求 [z]。. 

3. 设 M={azi 和 JW ={ww} 是 Y 的 两 个 基 ，P 
为 一 个 矩阵 ， 它 的 列 为 [四 ] 和 [us]jw. 对 所 有 
YEyY, PP 满足 以 下 哪 一 个 方程 ? 

(Dlxjy=Plxly (Gi)[x)y = Plx], 

4. 设 A={qi,asas} 和 人 DD={di,d;,d;} 是 V 的 两 个 
基 ，P=[L[dil[dijia[dsj4] ,对 所 有 xeV,P 满足 
以 下 哪 一 个 方程 

(Dixji=Plx]js (GD)[x], = Plx], 

5. 设 A={q,az,ay} 和 B={b,b,b;} 是 向 量 空间 V 
的 两 个 基 , 设 a=46,-b,，a;=-b,+b,+b,， 
a; =b, — 2b;. 

a. 求 由 A 到 8 的 坐标 变换 矩阵 . 
b. 对 x=34a,+4a, +a;， 求 [x];. 

6. 设 D={di,di,d;} 和 厂 ={fi,f2, 户 } 是 向 量 空间 V 
的 两 个 基 , 设 f=24d,-d,+d;，f,=3d,+d;， 
f; = -3d, + 24d;. 

a. 求 由 大 到 了 的 坐标 变换 矩阵 . 
b. 对 x= fi-2f,+2f,， 求 [x],. 
在 习题 7~10 中 , 设 8={b,by} 和 C={ci,es} 是 

R” 的 两 个 基 ， 求 由 8 到 C 的 坐标 变换 矩阵 和 由 

到 8 的 坐标 变换 和 矩阵. 


中- 下 
0 

oe 
0 


在 习题 11 和 习题 12 中 , 8 和 C 是 向 量 空间 V 
的 两 个 基 ， 标 出 每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 
11. a. 坐标 变换 矩阵 PP 的 列 是 C 中 向 量 的 刀 - 坐 
标 向 量 . 
b. 若 V = 及 " ，C 为 V 的 标准 基 ， 则 P 与 4.4 
节 中 引入 的 坐标 变换 矩阵 Bs 相同 . 
12. a._P 的 列 是 线性 无 关 的 . 
b. 邦 V=R’,B={b,by} 和 C={cics} ， 则 将 
[e， c, b ,网 行 化 简 为 [7 P] 时 产生 一 矩阵 
P ,满足 对 任意 xeV, 均 有 [x]js = Plx].. 


13. 在 忆 中 ， 求 由 基 B={1-21+f2,3 一 51 +417,21+ 


31°} 到 标准 基 C={1,1,r?} 的 坐标 变换 和 矩阵， 再 
求 -1+2i 的 8- 坐标 向 量 . 
14. 在 忆 中 , 求 由 基 B6={1-317,2+1-51?,1+21} 到 
标准 基 的 坐标 变换 矩阵 , 再 将 1? 写成 8 中 多 项 
式 的 线性 组 合 . 
在 习题 15 和 习题 16 中 ,通过 填写 正确 的 理由 
完成 定理 15 的 证 明 . 
15. 给 定 mpEY ， 则 对 某 些 数 x,…,x, 有 
Vv = XB + xoby 十 十 和 
这 是 因为 ” (a) ,应 用 由 基 C 确定 的 坐标 
映射 ， 有 
[yje = cb le + xolbyle + + x, [bh, J 


这 是 因为 (b) ， 由 定义 ”(c) ,我们 
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0 


可 以 将 这 个 方程 写成 以 下 形式 : 


XI 


[vje =[ [b,je [b, je 机 [b, je] : (8) 


Xn 
因为 (8 ) 式 右 边 的 向 量 是 ” (d) ,这 就 证 
明了 对 于 veV , (5 ) 中 的 矩阵 P 满足 
[vj = Pv js. 

16. 设 8 是 任意 和 矩阵， 使 得 

[vjc =Qlvls 对 veV (9) 
在 (9) 中, 设 v+=b， 则 (9) 表明 [bj- 是 0 
的 第 一 列 , 因为 ”(a) .类 似 地 ,对 性 2，…， 
n,Q 的 第 k 列 是 ”(b) ,因为 (cj .这 
表明 由 定理 15 中 的 (5 ) 定义 的 和 矩阵 已 是 满 
足 条 件 (4 ) 的 惟一 矩阵. 

17.， [Mj 设 B={xo…,xejhC={yo…,y6) ， 这 里 x 
是 函数 cos*1,y, 是 陋 数 coskt ，4.5 节 习 题 34 
证 明和 C 都 是 同 量 空间 H =Span{xo,…,X6} 
的 基 . 

a. 设 P=[[yojs … [yejs] ,计算 P. 

b. 解释 为 什么 P "的 列 是 xo,…,x6 的 C~ 坐标 
向 量 ， 然后 利用 这 些 坐 标 向 量 写 出 表示 C 
中 函数 cost 的 大 的 三 角 和 恒等式 . 

18. [M] ( 需要 微 积分 的 知识 ) “回顾 微 积分 中 如 下 
积分 : 


练习 题 答案 


|(Scos’t—6cos’t+5cos’t—12cos fdt (10) 


其 计算 过 程 是 繁琐 的 . (通常 的 方法 是 重复 利 
用 分 部 积分 法 和 半角 公式 . ) 使 用 17 题 的 矩阵 
P 或 P- 变 换 (8) 式 ， 再 计算 这 个 积分 . 


1 2 一 一 2 一 8 
19， [MJ 设 P= -3 一 9 0 ， 1 二 2 Vp» 二 5 9 
4 6 1 3 


a. 求 及 ;中 的 一 个 基 {wi,uz,w} ,使 得 P 是 由 基 
{U2U3} 到 {yy,v2osv3} 的 坐标 变换 矩阵 . 
(提示 : _P 的 列 代表 什么 ? ) 

b. 求 尺 的 一 个 基 {wi,w2,w3} ， 使 得 P 是 由 基 
{pV2,V3} 到 基 {wi,w2,w3} 的 坐标 变换 矩阵 . 

20. 设 B={b, 妈 },C={ci,c2}),D={di,d;} 是 一 个 2 维 

向 量 空间 的 3 个 基 . 

a. 写 出 一 个 将 P,P 和 P 联系 起 来 的 方 
程 ， 验 证 你 的 结果 . 

b. [M] 针 对 及 * 中 的 3 个 基 ( 见 7~10 题 ), 利 
用 一 个 矩阵 程序 帮 你 找到 这 个 方程 或 者 检 
验 你 写 出 的 方程 . 


1, 由 于 疡 的 列 是 9- 坐 标 向 量 ， 形 如 Px 的 向 量 一 定 是 9 坐标 向量 ， 从 而 PP 满足 方程 (ii) . 


2. 例 1 中 求 得 的 坐标 向 量 表明 


Es 一 [ [bl [b, J] 一 | 


从 而 


4 -6 
1 


〇 习题 17 和 习题 18 以 及 前 几 节 中 的 5 个 相关 习题 的 思想 来 自 Auburn 大 学 Jack W.Rogers，Jr. 写 的 一 篇 文章 ， 此 文 
章 于 1995 年 8 月 在 国际 线性 代数 协会 的 会 议 上 宣读 ， 见 “Applications of Linear Algebra in Calculus”，American 
Mathematical Monthly 104(1), 1997. 


4.8 ”差分 方程 中 的 应 用 


现在 ， 功 能 强大 的 计算 机 被 广泛 地 应 用 在 各 个 领域 . 越 来 越 多 的 科学 上 和 工程 上 的 问题 ， 
在 某 种 意义 上 讲 ， 用 离散 的 或 数字 化 的 数据 来 处 理 胜 过 用 连续 的 数据 来 处 理 , 差分 方程 往往 是 
分 析 这 样 的 数据 的 合适 工具 ， 甚 至 当 使 用 微分 方程 作 连 续 过 程 的 模型 时 ， 其 数值 解 也 常常 由 一 
个 相关 的 差分 方程 得 到 . 

本 节 中 强调 一 些 线性 差分 方程 的 基本 性 质 ， 它 们 可 通过 线性 代数 得 到 很 好 的 解释 . 


离散 时 间 信 号 

离散 时 间 信 号 的 向 量 空间 S 在 4.1 节 中 引入 ，S 中 一 个 信号 是 一 个 只 定义 在 整数 上 的 郴 数 ， 
同时 可 用 一 个 数列 将 其 直观 化 ， 即 {yi}. 图 4-27 中 展示 出 三 个 典型 的 信号 ， 它 们 的 通 项 分 别 是 
(0.7 六 ,上 和 (-1 


_N 
y=0.7 y=1* y=(-1) 


| 


-2-[0 1 2 -2 -1 0 1 2 一 0 2 
图 4-27 Ss 中 三 个 信号 


数字 信号 显然 来 自 电 学 和 控制 系统 工程 学 ， 但 离散 数据 序列 也 来 自生 物 学 、 物 理学 、 经 济 
学 、 人 口 统计 学 以 及 其 他 任何 需要 在 离散 时 间 区 间 测 量 或 抽样 的 过 程 的 领域 . 如 果 一 个 过 程 从 
一 个 指定 的 时 间 开 始 ， 用 形 如 (yo, yi,y;,…) 的 序列 去 描述 一 个 信号 有 时 是 方便 的 . 对 于 k<0 的 
yi 项 ， 可 以 假设 取 值 为 0 或 者 予以 忽略 . 

例 1 光盘 唱机 中 发 出 的 清晰 的 声音 是 以 每 秒 44 100 次 的 速度 从 音乐 中 抽样 而 成 的 ， 见 图 
4-28. 在 每 次 测量 时 ， 音 乐 信号 的 振幅 用 一 个 数字 的 形式 记录 下 来 ， 即 六 . 最 初 的 音乐 是 由 各 
种 频率 的 不 同 声音 合成 的 ， 然 而 序列 {yej 包 含 足 够 多 的 信息 用 来 复制 声音 中 的 所 有 频率 ， 最 高 
达到 大 约 每 秒 20 000 个 周期 ， 这 超出 了 人 耳 所 能 感觉 到 的 范围 . 


了 


图 4-28 ”音乐 信号 的 抽样 数据 图 
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信号 空间 S$ 中 的 线性 无 关 性 
为 了 简化 符号 ， 我 们 考虑 一 个 仅 包含 三 个 信号 {4),{vi} 和 {wi} 的 集合 S， 当 方程 
ci +caw+cw =0 对 所 有 天 成 立 (1) 
萄 床 C1 三 (C2 三 (C3 =0 时 ， fj ,fwjfw} 恰 好 是 线性 无 关 的 . 这 里 说 “对 所 有 天 成 立 ” 指 对 所 
有 整数 一 一 正 整 数 、 负 整数 和 0 均 成 立 . 我 们 可 能 考虑 从 k=0 开 始 的 信号 ， 例如， 这 时 “对 所 
有 大 成 立 ” 将 表示 对 所 有 大 >0 的 整数 成 立 . 
假设 ccz,c: 满 足 (1) 式 , 那么 方程 (1 ) 对 任意 三 个 相 邻 的 值 k,k+1 和 kk+2 成 立 , 这 样 (1) 
蕴涵 
Cuant+C2Vin+CWwin = 二 0 ”对 所 有 成立 
Chir2 十 C2Vit2 十 CWit2 =0 ”对 所 有 此 成立 


Ur Vk Wi Cl 
Wier] Vitl Wirl C2 
Urry Vis2 Wi+2 C3 0 


这 个 方程 组 的 系 矩 阵 称 为 信号 的 Casorati 矩阵， 这 个 矩阵 的 行列 式 称 为 {44},{vi),{wi} 的 
Casorati 行列 式 . 如 果 对 至 少 一 个 下 值 Casorati 矩阵 可 逆 ， 则 (2 ) 将 蕴涵 c, =c, =c;=0， 这 就 
证 明 这 三 个 信号 是 线性 无 关 的 . 

例 2 证 明 1 ,(-2” 和 3 是 线性 无 关 的 信号 . 见 图 4-29. 

此 (2): 3 
1*+! (—2)"! 人 
上 (一 2) 3*+2 
通过 行 变换 可 相当 简单 地 证 明 这 个 抢 阵 总 是 可 逆 的 ， 然 而 ， 若 用 上 =0 代 替 丰 ， 则 会 更 快 地 
行 化 简 这 个 数值 矩阵 : 

1 1 1 

| 0 -3 2 
1] 4 9 0 3 8 0 0 10 


这 个 Casorati 矩阵 对 k=0 可 道 ， 所 以 1,(-2) 和 3 是 线性 无 关 的 . 


从 而 ci,C2,C3 满 足 
0 
对 所 有 大 成 立 (2) 


解 ”Casorati 从 阵 是 


1 1 1 1 1 1 


J 


图 4-29 信号 1 (-2 闪 和 3 用 
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若 Casorati 矩阵 不 可 逆 ， 相 应 的 信号 通过 检测 可 能 线性 相关 也 可 能 不 是 线性 相关 ( 见习 题 
33 ) 但 是 可 以 证 明 ,如 果 这 些 信和 号 是 同一 个 齐 次 差分 方程 ( 将 在 下 面 描述 ) 的 所 有 解 , 则 Casorati 
息 阵 对 所 有 上 大 是 可 首 的 目 这 些 信号 是 线性 无 关 的 ， 否 则 Casorati 矩阵 对 所 有 都 不 可 逆 且 这 些 
信号 是 线性 相关 的 . 一 个 用 线性 变换 方法 的 较 好 的 证 明 可 在 学 习 指 导 中 找到 . 


线性 差分 方程 
给 定数 量 ao,…,a,,ao 和 a 不 为 零 ， 给 定 一 个 信号 {z}， 方 程 
Qoyietn 二 Qiyerait 十 ariyint+aryt 二 Ze: 对 所 有 大 成 立 (3 ) 
称 为 一 个 n 阶 线性 差分 方程 (或 线性 递归 关系 ) . 为 了 简化 ，m 通常 取 为 1. 若 {zi} 是 零 序 列 ， 
则 方程 是 齐 次 的 否则， 方程 为 非 齐 次 的 . 

例 3 在 数字 信号 处 理 中 , 像 上 面 (3 ) 那样 的 差分 方程 用 来 描述 一 个 线性 滤波 器 ，a,,…,a， 
称 为 滤波 右 系 数 ， 阁 将 {yi} 看 作 输 入 ，{zi} 看 作 输 出 ， 则 对 应 齐 次 方程 的 解 是 过 滤 掉 的 信和 号， 
并 被 变换 成 零 信 号 ， 让 我 们 向 如 下 滤波 器 输入 两 个 不 同 的 信号: 

0.35yt12 + 0.5yrr +0.35y: = zx 

这 里 0.35 是 V2/4 的 简写 ,第 一 个 信号 是 由 连续 信号 y = cos(mt/4) 在 整数 值 1 抽样 而 生成 ， 

如 图 4-30a 所 示 . 离散 信号 是 {y,} ={:…,cos(0), cos(x/ 4),cos(27/ 4),cos(3n/ 4),……}. 


为 了 简单 ， 用 +0.7 代 蔡 +V2/2， 从 而 
{yx} ={…,1,0.7,0,—0.7,—1,—0.7,0,0.7,1,0.7,0,.…} 


图 4-30 具有 不 同 频 率 的 离散 信号 


表 4-2 展示 出 输出 序列 {zi} 的 一 个 计算 . 这 里 0.35(0.7) 是 (V214)(V212) = 0.25 的 简写 ， 将 
{zx 移动 一 项 ， 输出 就 成 为 {yx}. 


表 4-2 ”计算 一 个 淖 波 器 的 输出 


k yr Yetl Ye+2 0.35y. +0.5 yen +0.35y142 = Zk 
0 ] 0.7 0 0.35(1) +0.5(0.7) +0.35(0) 二 0.7 
1 0.7 0 —0.7 0.35(0.7) +0.5(0) +0.35(-0.7) = 0 
2 0 -0.7 一 0.35(0) +0.5(-0.7) +0.35(—1) = -0.7 
3 -0.7 -1l 一 0.7 0.35(-0.7) +0.5(—1) +0.35(-0.7) = -1 
4 一 ] —0.7 0 0.35(—1) +0.5(-0.7) +0.35(0) = -0.7 
5 = 


-0.7 0 0.7 0.35(-0.7) +0.5(0) +0.35(0.7) 
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于 是 一 个 不 同 的 输入 信和 号 由 更 高 的 频率 信号 y -cos(3rt14) 生 成 , 见 图 4-30b. 用 与 前 面相 同 


的 抽样 率 去 抽样 ， 我 们 得 到 一 个 新 的 输 和 序列， 
{wi} ={…,1,—0.7,0,0.7,—1,0.7,0, -0.7,1,—0.7,0.…} 


当 将 [w,} 输 入 给 滤波 器 , 则 输出 是 零 序列 , 若 一 个 滤波 器 使 {y,} 能 够 通过 , 但 将 高 频 的 fw] 
截 掉 ， 则 称 该 滤波 器 为 低 通 尖 波 器 ， 
让 许多 应 用 中 ， 序 列 {z ] 由 差分 方程 (3 ) 的 右 端 确定 ， 满 足 ( 3 ) 的 一 个 {ye] 称 为 这 个 方 


程 组 的 一 个 解 ， 下 一 个 例子 表明 对 一 个 齐 次 方程 如 何 求解 . 图 
例 4， 齐 次 差分 方程 的 解 通常 具有 形式 y, =r* 对 某 r 成 立 ， 求 下 列 方程 的 解 . 
yes3 — Yt2 — I Yen +6 =0 对 所 有 大 成 立 (4) 
解 ”用 六 代替 方程 中 的 六， 并 将 左边 分 解 因 于 . 
rt 27rit2 Sr +6r" =0 (5) 
ri(r’—2r* ~Sr+6)=0 : 
r*(r—D)(r+2)(r—3)=0 (6) 


由 于 (5) 等 价 于 (6)， 产 满足 差分 方程 (4) 当 且 仅 当 r 满 足 ( 6)， 于 是 上 ,(-2” 和 3 都 是 

(4) 的 解 ， 比 如 ， 为 验证 3: 是 (4) 的 一 个 解 ， 计 算 
3 2.32_5.3146.3 二 3 (27-18-15+6)=0 ”对 所 有 成 立 图 
一 般 而 言 ， 一 个 非 零 信号 x* 满足 齐 次 差分 方程 
Yern Ft QVrrnl tt nl Yet + Gn ye =0 对 所 有 大 成 立 
当日 仅 当 r+ 是 辅助 方程 
r"+ar” 十 十 Cr+a =0 

的 一 个 根 ， 我 们 将 不 考虑 当 + 是 辅助 方程 的 重 根 的 情形 . 当 这 个 辅助 方程 有 复 根 ， 则 差分 方程 
具有 形 如 %cosko 和 secsinko 的 解 ， 其 中 s 和 ww 是 常数 ， 这 在 例 3 中 已 出 现 过 . 


线性 差分 方程 的 解 集 
给 定 a1,…,a, ， 考 虑 映射 T:S 一 S ， 将 信号 {y} 变换 到 信号 {w} ， 由 下 式 给 出 


Wx = Vrsrn FAYEtnl tT Gn Vitt + Gn yk 
容易 验证 T 是 一 个 线性 变换 . 这 蕴涵 齐 次 方程 
yi tyinit+ +tariyimnt+any =0 对 所 有 大 成 立 
的 解 集 是 T 的 核 (经 TT 映射 到 零 信号 的 信和 号 的 集合 )， 进 而 这 个 解 集 是 S 的 一 个 子 空间 ， 任 何 解 
的 线性 组 合 仍然 是 解 . 
下 一 个 定理 是 一 个 简单 但 基本 的 结论 ， 它 将 引导 出 关于 差分 方程 组 解 集 的 更 多 的 信息 . 


定理 16 若 a, 0 且 {zi} 给 定 ， 只 要 yo,…,ynl 给 定 ， 方 程 
Jr 十 Gy 十 十 Gy 十 Co = Zr 对 所 有 天 成 立 (7 ) 
有 惟一 解 . 
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证 行 加 yo 给 定 ， 利 用 (7) 定义 
yn = Zo —[arys i +:+ dry + an yo] 
现在 y,…,y, 明 确 了 ， 再 利用 (7) 定义 ya. 一 般 地 ， 利 用 递归 关系 
Yntk 一 Zk 一 [ai yi +***+ a yi (8) 


对 k 之 0 定义 yaw. 对 Kk<0， 为 了 定义 yy ， 利 用 递归 关系 


pr = ry, + Qi Yern-i + 二 Qn-1 yk] (9) 
Un 
这 样 生 成 了 一 个 满足 (7 ) 式 的 信号 . 反之 ， 对 任何 上 上， 满足 (7) 式 的 任何 信号 一 定 满足 
( 8 ) 和 ( 9 ), 所 以 (7 ) 的 解 是 惟一 的 . 图 
定理 17 nn 阶 齐 次 线性 差分 方程 
Pirn tA Vern ltt an ty +anyr =0 对 所 有 成 立 (10 ) 


的 解 集 玉 是 一 个 n 维 向 量 空 间 . 


证 我 们 早已 解释 过 为 什么 五 是 S 的 一 个 子 空间 . 对 五 中 的 {y) , 设 F{y,} 是 R" 中 的 向 量 
(yo yn-t)， 容易 证 明天 :如 一 慌 " 是 一 个 线性 变换 . 任 给 恨 "中 向 量 (yo,y,…,y, 1) ， 由 定理 
16 知 存在 H 中 惟一 一 个 信号 {y,} 使 得 

Eye = (yo0, yi yn1) 

这 说 明 FF 是 由 矿 到 RRR" 上 的 一 对 一 线性 变换 , 即 F 是 一 个 同 构 , 从 而 dim =dimR"=n.( 见 

4.5 节 习 题 32 ) . 图 


例 5 对 差分 方程 
yt 一 yi 一 Si+6x =0， 对 所 有 大 成 立 

求 其 解 集 的 一 个 基 . 

解 ” 我 们 在 线性 代数 中 的 工作 现在 真 的 要 给 我 们 回报 了 ! 从 例 2 和 例 4 知道 1,(-2) 和 3: 是 
线性 无 关 解 . 一 般 地 ， 直 接 证 明 一 个 信号 的 集合 生成 差分 方程 的 解 空间 可 能 是 困难 的 ， 但 在 这 
里 因 为 有 两 个 关键 定理 一 一 定理 17 和 4.5 节 中 的 基 定 理 ， 所 以 使 得 我 们 的 工作 很 容易 完成 ， 由 
定理 17 知 ， 本 例 中 方程 的 解 空间 恰好 是 3 维 的 ， 再 由 4.5 节 中 基 定 理 知 ， n 维 空间 中 含 n 个 向 
量 的 线性 无 关 集 必然 是 一 个 基 ， 所 以 1:,(-2)* 和 3: 构 成 解 空 间 的 一 个 基 . 本 

描述 ( 10 ) 式 的 “ 通 解 ”的 标准 方法 是 对 所 有 解构 成 的 子 空间 给 出 它 的 一 个 基 ， 这 样 的 基 
称 为 (10 ) 的 基础 解 系 . 实际 上 ， 如 果 我 们 能 找到 个 线性 无 关 的 信号 满足 ( 10 ) 它们 必然 生 
成 这 个 n 维 解 空 间 ， 就 像 我 们 见 到 的 上 面 的 例题 那样 . 

非 齐 次 方程 
非 齐 次 差分 方程 
Pern yernit 二 Qniyxr1t+anyi = 二 Z 对 所 有 上 成立 (11) 


的 通 解 能 写成 ( 11 ) 的 一 个 特 解 加 上 对 应 齐 次 差分 方程 ( 10) 的 一 个 基础 解 系 的 任意 线性 组 合 . 
这 个 结果 类 似 于 1.5 节 中 关于 Ax =b 和 Ax =0 的 解 集 的 关系 ， 二 者 是 类 似 的 . 这 两 个 结果 有 相 
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同 的 意义 ; 映射 +， hx 是 线性 的 , ( 11 ) 中 将 信号 {y} 变换 成 信号 {zx} 的 映射 也 是 线性 的 ， 见 
习题 35. 
例 6 证 明 信 号 y, =k 满足 差分 方程 
ya -4yai+3x =-45 ， 对 所 有 上 成立 (#12 ) 
然后 给 出 这 个 方程 所 有 人 解 的 一 个 刻画 . 
解 将 (12) 左 端 中 的 y; 用 k? 代替 . 
(Kk+2)* —4(k+1)’ +3k" 
=(k:+4k+4)—4(k’ +2k+1)+3k° 
= 一 人 
所 以 k? 的 确 是 ( 12 ) 的 一 个 解 . 下 一 步 是 解 齐 次 方程 
yt 一 4yk+3y =0 ( 13,) 
辅助 方程 为 
r*—4r+3=(r—l)(r—3)=0 
根 为 r=1, 3， 所 以 齐 次 差分 方程 的 两 个 解 为 和 3* ， 显 然 它 们 彼此 不 是 倍数 关系 ， 所 以 它 
们 是 线性 无 关 信 号 ，( 也 可 用 Casorati 检验 ) . 由 定理 17， 此 解 空间 是 2 维 的 ， 所 以 3 和 1 构 
成 (13 ) 的 解 集 的 一 个 基 ， 该 解 集 用 非 齐 次 差分 方程 ( 12 ) 的 特 解 形式 写 出 来 ， 得 到 ( 12 ) 的 
通 解 : 
kK:+al+c23: 或 Kk?+ci+c23* 


图 4-31 给 出 两 个 解 集 的 几何 直观 解释 ， 图 中 每 个 点 对 应 S 中 的 一 个 信号 . 


图 4-31 差分 方程 ( 12) 和 ( 13 ) 的 解 集 计 


化 简 成 一 阶 方程 组 


研究 n 阶 齐 次 线性 差分 方程 的 现代 方法 是 用 等 价 的 一 阶 差 分 方程 组 代替 它 ， 其 中 一 阶 差分 
方程 写成 如 下 形式 : 
Xxin = Ax: ， 对 所 有 上 上 成立 
这 里 癌 量 x 在 R" 中 ，A4 是 一 个 nxn 和 矩阵 . 
这 样 的 (向 量 值 ) 差分 方程 的 简单 例子 在 1.9 节 中 已 经 研究 过 . 进一步 的 例子 将 在 4.9 节 和 
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5.6 节 中 给 出 . 

例 7 将 下 列 差分 方程 写成 一 个 一 阶 方程 组 
prs3 — yer2 一 和 yl +6y: =0 ， 对 所 有 大 成 立 
解 ” 对 每 个 ， 设 


yk 
Xk = | kt 
Dk+2 
由 差分 方程 得 yr =-07 +Syi+2y ， 所 以 
Yrs 0 + yi+0 0 1 0| | 有 
Xi+l 二 | yz il=| 0 +0 + yl=|00 1 Ver 
i+3 Oy +5yrn + 2 yr2 -6 5 2||y 
0 1 0 
即 x = Ax 对 所 有 成立 , 这 里 4=| 0 0 1|. 图 
-6 5 2 


一 般 而 言 ， 方 程 
Pera FA Vra1 tay + a y=0, 对 所 有 大 成 立 
可 重 写 成 x = Axi ， 对 所 有 kk 成立， 这 里 


0 1 0 
4 0 0 1 0 
x, = Ma ， A= 
0 0 0 ] 
Pktn-! 
| 4n-_2 一 CI 
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练习 题 
可 以 证 明 信 和 号 2 3+ sin ST 和 3+ cos 是 


yt — Yrs2 + 9yin 一 18w =0 
的 解 ， 证 明 这 些 信号 构成 这 个 差分 方程 所 有 解 集 的 一 个 基 . 
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习题 4.8 
验证 习题 1 和 习题 2 中 的 信号 是 相应 差分 方程 
的 解 . 
1，2 ,(-4) ;yi +2yin -8y =0 
2. 3°,(-3) ;yta -9y =0 
证 明 习 题 3~6 中 的 信号 分 别 构成 相应 差分 方 
程 解 集 的 一 个 基 . 
3. 习题 1 中 的 信和 号 和 方程 . 
4. 习题 2 中 的 信号 和 方程 . 
5，(-3) (~-3)*; ya +6y+9w =0 


6. 5* co 和 sin TE; ye +25y; =0 


在 习题 7~12 中 ， 假 设 列 出 的 信和 号 是 给 出 的 差 
分 方程 的 解 ,确定 这 些 信 号 是 否 构成 相应 方程 解 空 
间 的 基 . 
7. 1 ,2 ,(-2) ;ys— yn — 4ym+4y: =0 


8. 2 ,4 ,(—5)"; ye3 一 Ve+2 一 22 yr + 40yx =0 


k 
9. 1 ,3" cos 53 sin ;ys — ya+9y-9v=0 


10，(-D ,KDS es-3ya -9ya -Se =0 
ll. (CD ,3 ;yua + ya -Oy —9y =0 
12. 工 ,(-1D ;ym —2ye2+ y=0 
在 习题 13~16 中 ， 分 别 求 差分 方程 解 空间 的 一 


2 
13, yi 一 Ja to =0 


14. yi ~—7yi+l2y: =0 
lS. yi —25y:=0 
16. 16yi12 +8y -3w =0 

在 习题 17 和 习题 18 中 ,涉及 到 国民 经 济 的 一 
个 简单 模型 ， 用 下 列 差分 方程 描述 

xi 一 (+ +ap =1 (14) 

这 里 是 第 年 国民 收入 总 和 , a 为 一 个 小 于 
1 的 常数 ， 称 之 为 边际 消费 倾向 ，b 是 一 个 正 的 调 
节 常 数 , 用 来 刻画 消费 性 开支 对 一 年 的 私人 投资 率 
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的 影响 如 何 变化 .” 
17. 当 a=09,b= 时 ， 求 (14) 的 通 解 ， 当 大 增 


加 时 ，X 如 何 变 化 ?”( 提示 : 先 求 形 如 X=T 

的 特 解 , 这 里 7 是 一 个 常数 , 称 为 国民 收入 的 

平均 水 平 .) 
18. 当 a=0.9,bp=0.5 时 , 求 (14) 的 通 解 . 

一 个 轻 的 悬 粱 被 间隔 10 英尺 的 N 个 支点 支撑 
着 , 一 个 重 500 磅 的 法 码 挂 在 悬 梁 的 一 端 , 它 距 第 
一 个 支点 10 英尺 , 如 图 4-32 所 示 . 设 y, 表示 第 
个 支点 的 弯 矩 ， 则 y, = 5000 英尺 - 磅 . 假设 这 个 悬 
梁 刚 性 地 连接 在 第 个 支点 上 并 且 此 处 弯 矩 为 
零 ， 则 各 弯 矩 满足 以 下 3- 弯 矩 方程 : 
ya+4y+ 闪 =0 对 大 =12…,N-2 成 立 (15) 


|10 英尺 站 10 英尺 10 英尺 


(yy fy fy fs 
图 4-32 ” 悬 粱 上 的 弯 上 矩 


19. 求 差分 方程 ( 15 ) 的 通 解 . 

20. 求 满足 边界 条 件 y, = 5000, ys =0 的 (15 ) 的 特 
解 ( 答案 涉及 N ). 

21. 当 一 个 信号 通过 在 一 个 过 程 中 ( 化 学 反应 、 通 
过 管子 的 热流 、 活 动机 械 手 等 等 ) 的 一 系列 测 
量 生成 时 , 这 个 信号 通常 包括 由 测量 误差 造成 
的 随机 噪声 . 预 处 理 这 些 数 据 以 便 减 少 噪声 的 
标准 方法 是 将 这 个 数据 打磨 ， 或 叫 过 滤 . 一 个 
简单 的 过 滤 法 是 用 两 个 相 邻 值 的 平均 数 代 替 


每 个 y, 的 移动 平均 数 : 
1 1 1 轴 
本 > WR We 一 Zk 对 k =1,2,…. 均 成 立 


OO 例如， 可 参考 Discrete Dynamical Systems，James T. 
Sandefur (Oxford: Clarendon Press, 1990), pp.267-276, 
最 原始 的 加 速 乘 数 模型 由 经 济 学 家 P A. Samuelson 
提出 ， 


雾 4 划 


2 一 一 


假设 对 大 = 0……,14, 一 个 信号 六 是 : 

9,5,7,3,2,4,6,5,7,6,8,10,9,3,7 
利用 过 滤 法 计算 z,…,z13， 作 一 个 原始 信号 和 
打磨 过 的 信和 号 的 双重 折线 图 . 


22， 设 {y} 是 由 连续 信号 2cos +oos 在 
上 = 012.… 处 抽样 生成 的 ,如 图 4-33 所 示 . 从 
k=0 开始 的 y 和 值 为 3, 0.7, 0 -07 -3， 
_07 0,0.7, 3, 0.7, 0, …. 这 里 0.7 是 V212 的 简 
写 . 


图 4-33 由 2 eos tcos™— 得 到 的 抽样 数据 


4 

a， 当 {y} 提 供给 例 3 中 的 滤波 器 时 ， 计 算 输 
出 信号 {zt} . 

b, 解释 为 什么 (a ) 中 输出 与 例 3 中 的 计算 相 
关 ， 有 怎样 的 关系 ? 

在 习题 23 和 24 中 ,对 适当 的 常数 a 和 4b， 涉 

及 一 个 形 如 yiw 一 ayt =b 的 差分 方程 . 

23. 10 000 美元 的 贷款 每 月 有 1% 的 利息 和 450 美 
元 的 月 供 . 一 个 月 之 后 在 k=1 时 办 理 第 一 次 
付款 . 对 k=0,1,2,…, 设 yi 是 第 次 月 度 付款 
刚 办 理 后 贷款 的 未 付 余额 ， 则 

y, = 10000 +(0.01)10000—450 

新 余额 还 贷 额 ” 附加 利息 。 月 供 

a， 写 出 {yi} 满 足 的 差分 方程 . 

b，[M] 作 一 张 表 展示 月 份 时 上 与 余额 六 ， 
列 出 你 作 这 张 表 的 程序 和 按键 . 

c. [M] 当 作 完 最 后 的 付款 时 , 大 为 多 少 ? 最 后 
一 次 的 付款 是 多 少 ” 借款 者 共 支 付 多 少 
钱 ? 


24、 在 时 间 k=0， 办 理 了 一 个 1000 美元 的 最 初 存 
款 的 储蓄 账户 。 这 个 储蓄 账户 每 年 付 6% 的 利 
息 ( 每 月 利率 为 0.005 ), 这 个 利息 按 每 月 复 利 
计算 。 在 最 初 存款 之 后 , 每 月 将 200 美元 存 到 
账户 里 。 对 k=0,1,2…, 设 yi 表示 在 时 间 k 刚 
办 理 完 存款 后 账户 里 的 存款 金额 . 
a. 写 出 {y:} 满足 的 差分 方程 . 
b. [M] 作 一 张 表 , 展示 与 在 月 份 k 时 账户 里 
的 总 金额 , 上 取 上 =0 到 60. 列 出 你 作 这 张 
表 的 程序 和 按键 . 
c，[M] 两 年 ( 即 24 个 月 ) 之 后 ， 账 户 里 有 多 
少 存款 ? 4 年 和 5 年 之 后 呢 ? 5 年 的 总 利 县 
是 多 少 ? 
在 习题 25~28 中 ,证 明 给 出 的 信号 是 相应 差分 
方程 的 解 ， 然 后 求 差分 方程 的 通 解 . 
25,. yr =k’ ;yt3yen— dy =10k+7 
26. yi =1+k;,ye — By +15y. =8k+2 


27. Px 一 2 一 2K;yka? -ye 十 2 了 =3k+2 


28， yx = 2k — 4; yr2 + yet 


将 习题 29 和 习题 30 中 的 差分 方程 用 一 阶 方程 
组 ri = hr， (对 任意 大 成 立 ) 的 形式 写 出 来 . 
29， yt 一 6yks 十 8yka 十 Oykr 一 9 其 =0 


3 1 
30. yx WA teY =0 


31. 下 列 差 分 方程 是 3 阶 的 吗 ? 解释 之 . 
ya 二 Syta t+Oym=0 
32. 下 列 差分 方程 的 阶 是 多 少 ? 解释 你 的 答案 . 
Yrs +t ay + dayen + Aayr =0 
33. 设 yy =k ,zx =2k1k1， 信 号 {yi} 和 {zx} 线 性 无 
关 码 ?对 k=0,k=-l1 和 k=-2， 求 相应 的 
Casorati 矩阵 C(k) ， 并 讨论 你 的 结果 . 
34. 设 f,g,h 是 定义 在 全 体 实数 上 的 线性 无 关 函 
数 ， 通 过 取 整 数 上 的 函数 值 抽样 构造 3 个 信 
号 ; 
ux = f (Kk), ve = gCK), we = h(k) 
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在 S 上 这 些 信和 号 一 定 是 线性 无 关 的 吗 ? 讨论 之 . 非 齐 次 方程 T(x)=z. 
35. 设 a 和 4 是非 零 数 , 定义 映射 T{y:}={wi} ,其 37. 设 So 是 所 有 形 如 (yo,y,y2,…) 的 序列 的 向 量 空 
中 Www = yirz + ayin + byi ， 证 明了 是 一 个 由 S 到 间 ， 定 义 从 So 到 So 的 线性 变换 TT 和 DD 如 下 : 
S 中 的 线性 变换 . T(yo, yi, y2,...) = (1 y2, 3,...) 
36. 设 V 是 一 个 向 量 空间 , T:V -3V 是 一 个 线性 变 D(Yyo, yy2,...) = (0, yo y2,...) 
换 . 给 定 zeV ， 假 设 x, eV 满足 T(x,)=z， 证 明 TD=1 (7 是 So 上 的 恒 等 变 换 ) 但 DT z#7 . 
设 z 是 7 的 核 中 的 任 一 向 量 , 证 明 w+x, 满足 
练习 题 答 案 
检查 Casorati 和 矩阵: 
2 3* sin 3* cos*T 
2 2 
CK) = Dttl 3tsin (K+ DT 3t11 Co8 (K+ DR 
F112 3412 i (Kk +2)7n 3tt2 cos (K+ 2)7n 
2 2 


设 k=0， 将 矩阵 进行 行 化 简 ， 证 明 它 有 3 个 主 元 位 置 ， 从 而 和 矩阵 可 逆 ， 
1 .0 1 1 0 1 
23 0 0 3 -2 
4 0 -9 0 0 -13 
当 上 =0 时 ，Casorati 矩阵 是 可 逆 的 , 所 以 这 些 信号 是 线性 无 关 的 , 因为 有 3 个 信号 , 差分 方程 的 解 空间 五 
是 3 维 的 (定理 17 )， 由 基 定 理 知 ， 这 3 个 信号 构成 五 的 一 个 基 . 


C(0) = 


Wt 


4.9 马尔 可 夫 链 中 的 应 用 


本 节 中 描述 的 马尔 可 夫 链 ， 在 许多 学 科 如 生物 学 、 商 业 、 化 学 、 工 程 学 及 物理 学 等 领域 中 
锌 用 来 做 数学 模型 . 在 每 种 情形 中 ， 该 模型 习惯 上 用 来 描述 用 同一 种 方法 进行 多 次 的 实验 或 测 
量 ， 实 验 中 每 次 测试 的 结果 属于 几 个 指定 的 可 能 结果 之 一 ， 每 次 测试 结果 仅 依赖 于 最 接近 的 前 
一 次 测试 . 

例如 ， 帮 每 年 要 统计 一 个 城市 及 其 郊区 的 人 口 ， 像 

Xo -0% (1) 
0.40 

这 样 的 问 量 可 以 显示 60% 的 人 口 住 在 这 个 城市 中 ，40% 的 人 口 住 在 郊区 ，x。 中 的 小 数 加 起 来 等 
于 1 是 因为 它们 说 明 这 个 地 区 的 总 人 口 ， 在 此 对 我 们 的 目的 而 言 ， 用 百分数 表示 比 用 人 口 总 数 
表示 更 方便 . 

一 个 具有 非 负 分 量 且 各 分 量 的 数值 相 加 等 于 1 的 向 量 称 为 概率 向 量 ; 随机 和 矩阵 是 各 列 向 量 
均 为 概率 向 量 的 方 阵 ; 马尔 可 夫 链 是 一 个 概率 向 量 序列 xo,x,x,,… 和 一 个 随机 和 矩阵 P ， 使 得 


| = Pxo, 此 2 = Pr, 3 = Px,,.… 


vv vv 
于 是 马尔 可 夫 链 可 用 一 阶 差分 方程 来 刻画 : 
Xi = Pr ,大 =0,12,… 
当 向 量 在 R" 中 的 一 个 马尔 可 夫 链 描述 一 个 系统 或 实验 的 序列 时 ，xi 中 的 数值 分 别 列 出 系 
统 在 个 可 能 状态 中 的 概率 ， 或 实验 结果 是 个 可 能 结果 之 一 的 概率 . 因此 ，xi 通常 称 为 状态 
向 量 . 
例 1 在 1.9 节 中 , 我 们 研究 过 一 个 人 口 在 城市 与 郊区 之 间 移 动 的 模型 ， 见 图 4-34， 在 大 
城市 地 区 的 这 两 个 部 分 之 间 ， 每 年 的 移民 由 移民 和 矩阵 M 控制 : 
由 城市 郊区 去 
0.95 0.03 |] 城市 
we | 郊区 
即 每 年 有 5% 的 城市 人 口 流 动 到 郊区 ， 有 3% 的 郊区 人 口 流动 到 城市 ，M 的 列 是 概率 向 量 ， 所 以 
M 是 一 个 随机 矩阵. 假设 在 2000 年 这 个 地 区 的 城市 人 口 为 600 000, 郊区 人 口 为 400 000, 所 以 
这 个 地 区 原来 的 人 口 分 布 由 上 面 (1) 中 的 xo 给 出 ，2001 年 人 口 的 分 布 是 什么 ”2002 年 呢 ? 


图 4-34 ”每 年 城市 与 郊区 之 间 移 民 的 百分比 


600000 
400000 


0.95 0.03] [600000|] [582000 
0.05 0.97| | 400000| |418000 
如 果 用 总 人 口 1 百 万 除 以 方程 两 边 ， 再 利用 事实 kMx = M (kxr)， 得 


0.95 0.03] 「0.600] [0.582 
0.05 0.97 | |0.400| |0.418 


解 ” 在 1.9 节 的 例 2 中 ,我 们 看 到 1 年 之 后 ， 人 口 向 量 | | 训 为 


向 量 x -04s | 给 2001 年 的 人 口 分 布 ， 即 该 地 区 58.2% 的 人 口 住 在 城市 ，41.8% 的 人 口 
住 在 郊区 ， 类 似 地 ，2002 年 的 人 口 分 布 由 x, 给 出 ， 这 里 
村 dead ed 
Fi = = 二 是 
0.05 0.97 || 0.418 | | 0.435 
例 2 假设 在 某 一 固定 选区 国会 选举 的 投票 结果 用 下 中 的 同 量 x 表示 为 
民主 党 得 票 率 (D) 
x =| 共和 党 得 票 率 (R) 
自由 党 得 票 率 (LL) 
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假设 我 们 用 这 种 类 型 的 向 量 每 两 年 记录 一 次 国会 选举 的 结果 ， 同 时 每 次 选举 的 结果 仅 依 赖 
前 一 次 选举 的 结果 ， 于 是 刻画 每 两 年 选举 的 向 量 构 成 的 序列 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 对 此 链 ， 作 为 


一 个 随机 和 矩阵 的 例子 ， 取 
从 D R L 到 
0.70 0.10 0.30] 2 
P=|0.20 0.80 0.30 
区 0.10 0.40 
标志 为 “D” 的 第 一 列 中 的 数值 刻画 在 一 次 选举 中 为 民主 党 投票 的 人 在 下 一 次 选举 中 将 如 
何 投票 的 百分比 . 这 里 我 们 已 经 假设 70% 的 人 在 下 一 次 选举 中 再 一 次 投 “D” 的 票 ， 20% 的 人 将 
投 “R” 的 票 ，10% 的 人 将 投 “” 的 票 ， 对 书 的 其 他 两 列 有 类 似 的 解释 ， 图 4-35 给 出 这 个 矩阵 
的 一 个 图 表 . 


R 


L 


图 4-35 ”从 一 次 选举 到 下 一 次 选举 投票 的 变化 情况 


如 果 这 些 “ 转 换 ” 百 分 比 从 一 次 选举 到 下 一 次 选举 多 年 保持 为 常数 ， 则 那些 给 出 投票 结果 
的 向 量 的 序列 构成 一 个 马尔 可 夫 链 . 假设 在 一 次 选举 中 ， 结 采 为 
0.55 


确定 下 一 次 可 能 的 结果 和 再 下 一 次 可 能 的 结果 . 
解 ” 下 一 次 选举 的 结 采 由 状态 癌 量 x. 描述， 再 下 一 次 选举 的 结果 由 x, 描述 ， 这 里 


0.70 0.10 0.30 ||0.55 0.440 | 44% 将 投 D 的 票 
XI = Pxo=|0.20 0.80 0.30 || 0.40 |=| 0.445 | 44.5% 将 投 尺 的 票 
0.10 0.10 0.40 ||0.05 0.115 | 11.5% 将 投工 的 票 
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0.70 0.10 0.30110.440] [『0.387 01 38.7% 将 投 D 的 票 
xz， = Pxi =|0.20 0.80 0.30 | 0.445 | =| 0.478 5 | 47.8% 将 投 R 的 票 
0.10 0.10 0.40 儿 0.115| | 0.134 5 | 135% 将 投 [的 村 


为 了 搞 清楚 为 什么 x 事实 上 给 出 了 下 一 次 选举 的 结果 ,假设 1000 个 人 在 “第 一 次 ”选举 
中 投票 ，550 人 投 DD 的 票 ，400 人 投 R 的 票 ，50 人 投工 的 票 ( 见 x 中 的 百分比 ) . 在 下 一 次 选 
举 中 ，550 人 中 的 70% 将 再 一 次 投 D 的 票 ，400 人 中 的 10% 将 从 RR 转投 D，50 人 中 的 30% 将 从 
L 转投 D， 于 是 D 的 总 得 票数 为 


0.70(550)+ 0.10(400) + 0.30(50) = 385+ 40+15 = 440 (2) 
于 是 下 一 次 D 的 候选 人 将 得 44% 的 选票 , ( 2 ) 中 的 计算 本 质 上 与 计算 x 中 第 一 个 数值 是 相 
同 的 , 对 x 中 其 他 数值 以 及 x, 中 的 数值 等 可 以 作 类 似 的 计算 . 国 


预言 瑰 远 的 未 来 

马尔 可 夫 链 最 有 趣 的 方面 是 对 该 链 长 期 行为 的 研究 . 例如 ， 在 例 2 中 经 过 多 次 选举 以 后 ， 
关于 投票 的 情况 我 们 能 说 些 什 么 ? ( 假设 从 一 次 选举 到 下 一 次 选举 ， 给 定 的 随机 矩阵 连续 描述 
转换 百分比 . ) 另外 ， 从 长 远 看 ， 例 1 中 的 人 口 分 布 将 有 什么 样 的 结果 ? 在 回答 这 些 问题 之 前 ， 
我 们 先 讨论 一 个 数值 的 例子 . 


0.3 0.2 0.3 1 
例 3 令 P= 0.3 0.8 0.3 ;0 三 0 9 考虑 一 个 系统 ， 它 的 状态 由 马尔 可 夫 链 Xi = Pei 
0.2 0 0.4 0 


(k=0,1… ) 描述 . 随 着 时 间 的 流逝 ， 这 个 系统 将 有 什么 结果 ?为 此 ,计算 状态 向 量 x,, …xis 来 
寻找 结果 . 
解 ” 后 面向 量 中 的 数值 保留 4 位 或 5 位 有 效 数字 . 


0.5 0.2 0.3||1 0.5 
X=Px,=|0.3 0.8 0.3 =| 0.3 
02 0 0.4|0| 10.2 


2 
0.5 0.2 0.3]f0.5] 「0.37 
0.3 0.8 加 国 
02 0 0.4||02| |0.18 
0.5 0.2 0.3][0.37] 「0.329 
0.3 0.8 0.3|| 0.45 |=| 0.525 

0.2 0 os 加 
继续 用 这 种 方法 ， 有 


0.313 3 0.306 4 0.303 2 0.3016 
Xs=|0.5625|, xs =| 0.3813 | ，x6 =| 0.5906 | x, =|0.5953 


0.124 2 0.112 3 0.106 2 0.103 1 


xX, = Px, = 


] 
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0.3008 0.300 4 0.3002 0.3001 
sa 二 0.597 7 ， 这 9 二 0.398 8 ， 吉 10 二 0.599 4 ;| 一 0.399 7 


0.1016 0.1008 0.100 4 0.1002 
0.300 05 0.300 02 0.300 01 0.300 01 
xi =| 0.599 85 | x13 =| 0.599 93 | xu =| 0.599 96 | x1s =| 0.599 98 
0.10010 0.100 05 0.100 02 0.100 01 
0.3 
这 些 同 量 似乎 是 晕 近 g =| 0.6 | 的. 这 些 概 率 由 大 的 一 个 值 到 下 一 个 值 几 乎 不 改变 ， 注 意 到 
0.1 
下 列 计算 是 精确 的 (没有 舍 人 误差 ): 
0.5 0.2 0.3| 103] [0.15+0.12+0.03] [0.30 
Pq=|0.3 0.8 0.3| 10.6|=|0.09+0.48+0.03|=|0.60|=4q 
02 0 0.4||0.1| |0.06+0 +0.04| 10.10 
各 系统 处 于 状态 4 ， 则 从 一 次 测量 到 下 一 次 测量 ,系统 没有 变化 . 国 
稳 态 向 量 
在 己 是 一 个 随机 和 扼 阵 ， 则 相对 于 尸 的 稳 态 向 量 ( 或 平衡 向 量 ) 是 一 个 满足 
rq=g 


的 概率 向 量 g. 可 以 证 明 每 一 个 随机 和 矩阵 有 一 个 稳 态 向 量 ， 上 面 的 例 3 中 ，g 是 P 的 一 个 
稳 态 向 量 . 
0.375 


例 4 在 例 1 中 ， 让 向 量 9 =| 062 | 是 人 口 还 移 矩 阵 M 的 一 个 生态 向 量 这 是 因为 


ow D9 | oe oa 25+0.018 网 oa 四 


|0.05 0.97 | |0.625| |0.01875+0.60625| | 0.625 
在 例 1 中 , 若 大 城市 地 区 的 总 人 口 是 1 百 万 , 则 由 例 4，g 将 对 应 有 375 000 人 在 城市 ， 有 
625 000 人 在 郊区 ， 在 一 年 的 年 底 ， 从 城市 迁 出 的 人 口 是 
(0.05) (375 000) = 18 750 
人， 从 郊区 迁 进 城市 的 人 口 是 (0.03) (625 000) =18750 人 . 结果 是 ， 城 市 里 的 人 口 保持 不 变 ， 类 
似 地 ， 郊 区 里 的 人 口 也 是 稳定 的 . 
下 一 个 例子 说 明 如 何 求 稳 态 向 量 . 
0.6 0.3 
例 5 SP 07 | 求 P 的 稳 态 向 量 . 
解 ” 首 先 ， 解 方程 Pr =x. 
Prx-x=0 
Px 开 =0 回顾 1.4 节 有 天 =x 
(P-Dx=0 
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对 上 面 的 PP， 
[0.6 03| [1 0| {-0.4 0 
Po ol -| 0.4 -03 
为 求 (P-Dx=0 的 所 有 解 ， 将 增 广 矩阵 作 行 化 简 . 
-0.4 0.3 0 | 
| 0.4 -0.3 0 -| 0 0| |o0 0 0 
3 、 3/14 
于 是 -3 加, 为 自由 变量 ， 通 解 为 “| 


3/4 


其 次 , 对 此 解 空间 选 一 个 简单 的 基 . 一 个 显然 的 选择 是 | | 


, 但 一 个 更 好 的 没有 分 数 的 选 


泽 是 w=| | (对 于 x,=4). 


最 后 ， 在 Px =x 的 全 体 解 的 集合 中 求 一 个 概率 向 量 ， 这 是 简单 的 ， 因 为 每 个 解 均 为 上 面 w 
的 一 个 倍数 ， 将 w 除 以 其 数值 之 和 得 


_[3/7 
-| 
检验 之 ， 计 算 
r=| sl | =|- |a0,70 | 
4/10 7/10114/7| |12/70+28/70| |140/70 


下 一 个 定理 将 证 明 ， 例 3 中 产生 的 结果 是 许多 随机 甜 阵 的 一 个 典型 代表 . 我 们 说 一 个 随机 
和 矩 阵 是 正则 的 ， 如 果 和 矩阵 的 某 次 短 P' 仅 包含 正 的 数值 ， 对 例 3 中 的 P， 有 
0.37 0.26 0.33 
0.45 0.70 0.45 
0.18 0.04 0.22 

由 于 P 中 每 个 数 是 严格 正 的 ， 故 PP 是 一 个 正规 随机 矩阵. 

另外 ， 我 们 说 一 个 向 量 序列 {x :k=1, 2,…} 当 k 一 00 时 ， 收 敛 到 一 个 向 量 g ， 如 果 当 大 充分 
大 时 ，xi 中 的 数值 无 限 接近 4g 中 对 应 的 数值 . 


定理 18 若 PP 是 一 个 nxn 正 规 的 随机 算 阵 , 则 PP 具 有 惟一 的 稳 态 向 量 g . 进一步 , 若 xo 是 
任 一 个 起 始 状 态 ， fx, = Px,, k=0 ,| ,2 ,…, 则 当 天 一 co 时， 马尔 可 夫 链 {xi) 收 证 到 gg. 


这 个 定理 的 证 明 可 在 马尔 可 夫 链 方面 的 标准 教科 书 中 找到 ， 这 个 定理 的 奇妙 之 处 在 于 初始 
状态 对 马尔 可 夫 链 的 长 期 行为 没有 影响 . 稍 后 (在 5.2 节 ) 你 将 看 到 为 什么 这 种 情况 对 这 里 研 
究 的 多 个 随机 拖 阵 是 真实 的 . 

例 6 在 例 2 中 ,假设 选举 结果 构成 一 个 马尔 可 夫 链 . 问 从 现在 开始 经 过 多 年 若干 次 的 选 
举 之 后 ， 投 票 者 可 能 为 共和 党 候选 人 投票 的 百分比 是 多 少 ? 

解 ” 知 用 手工 计算 ,错误 方法 是 选 某 初始 向 量 xe ， 再 对 充分 大 的 大 计算 x ,…,x: ， 这 样 没 
办 法 知道 要 计算 多 少 向 量 ， 并 且 你 不 能 把 握 x 中 数值 的 极限 值 . 
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正确 方法 是 计算 稳 态 向 量 再 借助 定理 18， 给 定 例 2 中 的 矩阵 了， 通过 对 角 线 上 每 个 数值 减 
去 1 得 到 P-1 ， 再 将 增 广 和 矩阵 进行 行 化 简 : 
-03 0.1 03 0 
[(P-1) 0]=| 0.2 -0.2 0.3 0 
EE 0.1 -0.6 0 


回顾 前 面 的 工作 ， 通 过 每 一 行 乘 以 10， 可 以 使 运算 简化 .“ 


-3 1 3 0 1 0 -9/4 0 
2 -2 3 0|I~|0 1 -15/4 0 
1 1 -6 0 0 0 0 0 


(P-Dx=0 的 通 解 为 = ,x = 袜 加 ,为 是 自 由 变量 . 


选 x; =4 ， 得 到 解 空间 的 一 组 林 ， 它 的 每 个 数值 是 整数 ， 由 此 容易 求 得 隐 态 向 量 ， 它 的 数 
值 之 和 为 1. 


9 9/28 |] 『「0.32 
w =|15|, g=|15/28|=|0.54 
4 4/28 | |0.14 


4 中 的 元 紊 刻画 由 现在 开始 多 年 之 后 进行 的 一 次 选举 中 得 票数 的 分 布 ( 假设 这 个 随机 和 矩 阵 
连续 描述 从 一 次 选举 到 下 一 次 选举 的 变化 情况 ) . 这 样 ， 最 终 大 约 54% 的 选票 被 共和 党 候选 人 
得 到 ， 国 

数值 计算 的 注解 ”你 可 能 已 注意 到 车 xi = Pxi,k=0,1,2,…， 则 

x; = Px: = P(Pxo)= P xn 
一 般 地 ， 
x = P'xo, k=0,1,2,... 
为 了 计算 一 个 向 量 ， 比 如 x ， 则 将 xi,x; 先 算出 来 再 计算 x 也 只 需要 很 少 的 算 木 

运算 ， 而 先 计 算 已 和 P?xzo 则 不 然 . 然而 ， 若 尸 很 小 一 比如 是 30 x 30 的 矩阵， 对 这 

两 种 方法 ， 机 器 计算 x 的 时 间 没 有 什么 区 别 , 计算 Paxro 的 指令 可 以 作为 首选 ， 因 为 它 

需要 较 少 的 键 击 次 数 . 
练习 题 


1. 假设 一 个 城市 地 区 的 居民 按照 例 1 中 移民 矩阵 的 概率 进行 迁移 ， 假 设 某 个 居民 “随机 ”选择 去 向 , 则 
一 确定 年 度 的 状态 向 量 可 以 理解 为 给 出 了 当时 这 个 人 是 城市 居民 还 是 郊区 居民 的 概率 . 


a. 假设 现在 这 个 人 是 城市 居民 ， 所 以 站 ， 这 个 人 下 一 年 住 在 郊区 的 可 能 性 有 多 大 ? 
b. 这 个 人 两 年 后 住 在 郊区 的 可 能 性 有 多 大 ? 


OO” 注 ; 不 仅仅 对 P 乘 以 10， 事实 上 ， 是 对 方程 (P-Dx=0 的 增 广 矩 阵 乘 以 10. 
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fo6 02] ， [03] ， 
ey ion: 向 量 g 是 否 为 的 稳 态 向 量 ? 


3. 例 1 中 多 年 之 后 住 在 郊区 的 人 口 的 百分比 是 多 少 ? 
习题 4.9 


1. 一 个 偏僻 的 小 村 子 从 两 个 广播 站 接收 无 线 电 广 生病 . 在 所 有 今天 健康 的 学 生 中 ， 有 95% 的 人 


播 ， 其 中 一 个 是 新 闻 广 播 站 ， 另 一 个 是 音乐 广 
播 站 . 在 广播 站 每 半 小 时 一 次 的 休息 后 ,接收 新 
闻 广 播 的 听众 中 ， 有 70% 的 人 还 将 保持 收听 新 
闻 ， 有 30% 的 人 在 广播 站 休息 时 换 成 接收 音乐 
广播 . 接收 音乐 广播 的 听众 中 ， 当 广播 站 休息 
时 ， 有 60% 的 人 将 换 成 收听 新 闻 广 播 . 有 40% 
的 人 还 将 保持 听 音 乐 . 假设 在 上 午 8 : 15, 每 个 
人 都 正在 收听 新 闻 . 
a. 给 出 描述 无 线 电 听众 在 每 个 广播 站 休息 时 
趋向 变换 广播 站 的 随机 和 矩阵 ， 将 行 、 列 做 标 
. 给 出 初始 状态 向 量 . . 
. 听众 在 上 午 9 : 25 收 听 音 乐 广播 的 百分率 是 
多 少 ? (在 上 午 8: 30 和 9 : 00 广播 站 休息 
之 后 .) 
. 一 个 实验 室 动物 每 天 可 以 吃 三 种 食物 中 的 任 一 
种 ， 实 验 室 记录 表明 ， 在 一 次 测试 中 ， 如 果 这 
个 动物 选择 一 种 食物 ， 在 下 一 次 测试 中 它 选 择 
同样 食物 的 概率 是 50%， 下 一 次 测试 中 它 选择 
其 他 两 种 食物 的 概率 均 为 25%. 
a. 对 此 情形 ， 随 机 矩阵 是 怎样 的 ? 
b. 铬 这 个 动物 在 一 次 初始 测试 中 选 1 号 食物 ， 
在 初始 测试 后 的 第 二 次 测试 中 ， 它 选 2 号 食 
物 的 概率 是 多 少 ? 


ST 


OO 


3. 在 任意 给 定 的 一 天 ， 一 个 学 生 要 么 健康 ， 要 人 么 


3. 
J 


9 | 


明天 仍然 健康 ， 在 所 有 今天 在 生病 的 学 生 中 ， 

有 55% 的 人 明天 仍然 生病 . 

a. 对 此 情形 ， 随 机 矩阵 是 什么 ? 

b. 假设 在 星期 一 有 20% 的 学 生 是 生病 的 , 在 星 
期 二 ， 学 生 中 可 能 生病 人 数 的 百分比 是 多 
少 ? 星期 三 呢 ? 

c. 如 果 一 个 学 生 今 天 是 健康 的 ， 问 该 学 生 从 现 
在 开始 两 天 后 仍然 健康 的 概率 是 多 大 ? 


. 对 任意 给 定 的 一 天 ， 哥 伦 布 地 区 的 天 气 要 么 是 


好 , 要 么 是 中 等 , 要 么 是 差 . 若 今 天 天 气 好 , 则 
明天 的 天 气 有 60% 的 可 能 是 好 的 ， 有 30% 的 可 
能 是 中 等 的 , 有 10% 的 可 能 是 差 的 . 若 今天 的 天 
气 是 中 等 的 ， 则 明天 天 气 好 的 概率 是 0.40， 天 

气 中 等 的 概率 是 0.30. 最 后 , 若 今天 天 气 差 , 则 

明天 天 气 好 的 概率 是 0.40， 天 气 中 等 的 概率 是 

0.50. 

a. 对 此 情形 ， 随 机 和 矩阵 是 怎样 的 ? 

b. 假设 今天 是 好 天 气 的 可 能 性 为 50%, 是 中 等 
天 气 的 可 能 性 为 50%, 明天 是 差 天 气 的 可 能 
性 是 多 少 ? 

c. 假设 对 星期 一 的 天 气 预 报 是 40% 为 中 等 天 
气 ，60% 为 差 天 气 ， 在 星期 三 是 好 天 气 的 可 
能 性 是 多 少 ? 

在 习题 5~8 中 ， 求 稳 态 向 量 . 


0.1 
0.9 
0.7 


0.2 
0.1 


0.6 
0.4 


0.1 0.1 0.7 
0.8 8. 0 
0.1 0.7 0.3 
02 :1 
0.8 0 


0.5 
0.5 


0;2" 02 
0.2 0.4 


0.6 0.4 


| 是 否 是 一 个 正则 的 随机 短 隆 ? 


和 负 可 公司 
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二 二 一 


1 0.2 
0 0.8 
11. a 对 习题 1 中 的 马尔 可 夫 链 ， 求 其 稳 态 向 量 . 
b. 经 过 很 长 时 间 之 后 , 听众 中 收听 新 闻 的 比例 
是 多 少 ? 
12. a. 对 习题 2 中 的 马尔 可 夫 链 ， 求 其 稳 态 向 量 . 
b. 对 某 个 确定 的 人 , 经 过 许多 天 之 后 ,生病 的 
概率 是 多 少 ? 若 今天 这 个 人 正在 发 病 , 对 这 
个 结果 有 影响 吗 ? 
13. 参考 习题 3， 多 次 测试 后 ， 这 个 动物 更 喜欢 哪 
一 种 食物 ? 
14. 参考 习题 4， 从 长 远 看 ， 对 任 给 的 一 天 ， 哥 伦 
布地 区 的 天 气 是 好 天 气 的 可 能 性 有 多 大 ? 
15. [Mj] 加 州 财政 部 的 人 口 研 究 部 门 为 下 列 移民 甜 
阵 提供 了 数据 , 这 个 矩阵 刻画 在 1989 年 间 美 国 
人 口 的 流动 情况 ， 在 1989 年 ， 大 约 总 人 口 的 
11.7% 居 住 在 加 州 . 如 果 给 出 的 移民 概率 多 年 
保持 不 变 ， 问 总 人 口中 最 终 居住 在 加 州 的 百 分 
比 是 多 少 ? 


10. 碳 定 P=| | 是 本 是 一 个 正 风 的 随机 经 降 ? 


由 加州 美国 其 他 地 区 到 
0.982 1 0.0029 加 州 
0.0179 0.997 1 美国 其 他 地 区 


. [Mj] 在 底特律 ，Hertz 出 租车 公司 大 约 有 2000 
辆 小 汽车 ， 租 出 和 返回 位 置 的 模式 由 下 表 中 分 
数 给 出 . 在 一 天 中 ， 由 市 中 心 位 置 大 约 有 多 少 
辆 小 汽车 将 被 租 出 或 准备 租 出 ? 汽车 租 出 : 
由 City 机 场 市 中 心 ”Metro 机场 回 到 


mt 
CN 


0.90 “0.01 0.09 City 机 场 
0.01 0.90 0.01 市 中 心 
0.09 0.09 0.90 Metro 机 场 


17. 令 P 是 一 个 nxn 随机 矩阵 ,下列 论证 表明 方程 
Px =x 有 一 个 非 平 几 解 .( 事实 上 ， 存 在 一 个 
具有 非 负数 值 的 稳 态 解 ， 其 证 明 在 进一步 的 教 
材 中 给 出 . ) 证 明 下 列 每 个 论断 .( 注意 用 一 个 
定理 .) 

a. 藻 P-[ 的 其 余 行 均 加 到 最 下 一 行 ， 
为 零 行 . 


则 结果 


b， PP 了 的 行 线 性 相关 . 
c， 忆 -7 的 行 空间 的 维 数 小 于 nn. 
d. P-I 有 一 个 非 平 几 的 零 空间 . 
18. 证 明 每 一 个 2x2 随机 和 矩阵 至 少 有 一 个 稳 态 向 量 . 
任意 这 样 的 矩阵 均 能 写成 形 如 己 = | 
的 形式 ,这 里 a 与 B 是 0 到 1 之 间 的 常数 . ( 寿 
a=PB=0， 则 存在 两 个 线性 无 关 的 稳 态 向 量 ， 
否则 只 有 一 个 稳 态 向 量 . ) 
19. 令 $ 是 一 个 xz 行 和 矩阵 ， 每 列 中 只 有 1. 
Ss=[11..1] 
a. 解释 为 什么 R" 中 的 向 量 是 概率 向量 当 且 仅 
当 它 的 数值 非 负 且 Sx =1.( 像 Sx 这 样 的 
1x1 和 矩阵 通常 不 写 矩 阵 括号 符号 . ) 
b. 令 P 一 个 nxn 随机 矩阵， 解释 为 什么 
SP=5. 
c. 令 P 是 一 个 nxn 随机 和 矩阵 ，x 是 一 个 概率 
向 量 , 证明 Px 也 是 一 个 概率 向 量 . 
20. 利用 习题 19 证 明 : 若 P 是 一 个 nxn 随机 和 矩阵 ， 
则 P 也 是 . 
. [M] 检 验 正 则 随机 和 矩阵 的 寡 . 
a. 计算 P*,k=2,3,4,5. 
0.3355 0.3682 0.3067 0.0389 
_ | 0.2663 0.2723 0.3277 0.5451 
0.1935 0.1502 0.1589 0.2395 
0.2047 0.2093 0.2067 0.1765 
计算 结果 保留 4 位 小 数 ， 当 增加 时 ，P 的 列 
将 有 什么 结果 ?计算 P 的 稳 态 向 量 . 
b. 计算 Q*,k=10 ,20 ,… ,80. 
0.97 0.05 0.10 
0 0.90 0.05 
0.03 0.05 0.85 
(使 0* 的 稳定 性 达到 4 位 小 数 可 能 需要 k=116 
或 更 大 . ) 计算 @ 的 稳 态 向 量 . 对 任意 正则 的 随 
机 矩阵， 猜想 什么 结果 可 能 是 正确 的 . 
c. 利用 定理 18 解释 在 (a) 和 (b) 中 你 所 发 
现 的 结果 . 
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22. [Mj] 对比 求 正则 随机 和 矩阵 P 的 稳 态 向 量 g 的 两 的 范围 内 ， 对 一 个 随意 给 定 的 最 大 的 随机 和 矩阵 
种 方法 : 做 实验 . 对 每 一 种 方法 ， 给 出 你 开始 按键 和 运 
(1 ) 像 例 5 中 那样 计算 gq. 行程 序 所 需要 的 时 间 . ( 如 果 你 有 MATLAB， 
( 2) 对 某 较 大 的 数 k ， 计 算 P*. 再 利用 P: 的 你 也 可 用 flaps 和 tic…toc 来 记录 浮 点 运算 的 次 

一 列 当 作 4 的 近似 . 数 和 使 用 MATLAB 计算 总 的 消耗 时 间 . ) 对 比 

(学 习 指 导 中 描述 了 一 个 程序 nulbasis, 它 几 乎 每 个 方法 的 优势 并 说 出 你 倾向 于 使 用 哪 一 种 方 
使 方法 ( 1 ) 自动 化 . ) 法 . 
利用 上 =100 或 更 大 的 数 ， 在 你 的 矩阵 程序 允许 

练习 题 答案 


1. a， 因 为 在 一 年 之 内 有 5% 的 城市 居民 将 迁移 到 郊区 ， 每 个 人 有 5% 的 这 样 的 选择 的 可 能 性 . 关于 这 个 人 
没有 更 进一步 的 说 明 ， 所 以 我 们 说 这 个 人 去 郊区 的 可 能 性 是 5%. 这 个 事实 萤 涵 在 状态 向 量 x 的 第 


二 个 数值 中 ， 这 里 
0 四 | 
x = Mro = 一 
0.05 0.97 | | 0| 10.05 
b. 两 年 之 后 这 个 人 住 在 郊区 的 可 能 性 是 9.6%， 这 是 因为 
0 a be 
X= Mx = 三 
0.05 0.97 |」 0.05| | 0.096 
os oo | 
Pa = 二 Ea 
0.4 0.8||0.7| |0.68 
我 们 断定 gq 不 是 P 的 稳 态 向 量 . 


3. 例 1 中 的 P 是 一 个 正则 的 随机 矩阵， 这 是 因为 它 的 数值 全 是 严格 正 的 . 所 以 可 以 使 用 定理 18， 由 例 4 
我 们 已 经 知道 其 稳 态 向 量 ， 所 以 人 口 分 布 向 量 r 趋向 


fo0.375 
全 | 0.625 


2. 稳 态 向 量 满足 Pr =x ， 因 为 


最 终 有 62.5% 的 人 口 将 住 在 郊区 . 
第 4 章 补充 习题 
1. 对 每 个 命题 ， 标 出 是 对 还 是 错 ， 验 证 每 个 答案 . 无 关 的 . 
在 (a)~(f) 中 ，wm, 是 非 零 有 限 维 向 量 空 d. 和 藻 $ 是 线性 无 关 的 ， 则 3 是 Y 的 一 组 基 . 
间 Y 中 的 向 量 , 而 且 S={y1,…,v,}. e. 若 Span S =V ， 则 5 的 某 一 子 集 是 V 的 一 组 
a. y,…,yy 的 所 有 线性 组 合 所 成 的 集合 是 一 个 基 . 
向 量 空间 . f. 若 dimV=p 且 Span $=Vy ， 则 5 不 能 是 线性 
b. 若 {y…,vp] 生成 VV ， 则 5 生成 V. 相关 的 . 


c. 者 fp 和 po 是 线性 无 关 的 ， 则 5 也 是 线性 g， 及 中 的 一 个 平面 是 一 个 2 维 子 空间 . 


身 醒 会合 
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h. 矩阵 中 的 非 主 元 列 总 是 线性 相关 的 . 

i. 和 矩阵 4 中 的 行 变 换 能 够 改变 4 的 行 之 间 的 线 
性 相关 关系 . 

j. 和 矩阵 中 的 行 变 换 能 够 改变 零 空 间 . 

k. 矩阵 的 秩 等 于 非 零 行 的 个 数 . 

1. 车 mxn 矩阵 4 行 等 价 于 阶梯 形 和 矩阵 U ，U 
有 k 个 非 零 行 ， 则 Ax =0 的 解 空 间 的 维 数 是 
m—k. 

m. 车 B 是 由 A 经 过 几 次 行 初等 变换 得 到 ， 则 
rank B=rank A. 

n. 矩阵 4 的 非 零 行 构成 Row 4 的 一 组 基 . 

o. 车 矩阵 A4 和 B 有 相同 的 简化 阶梯 形 ， 则 
Row A= RowB. 

p. 著 妃 是 了 ;的 子 空间 , 则 存在 一 个 3x3 和 矩阵 
A 使 得 H=ColA4. 

q. 车 4 是 mxn 和 矩 阵 且 rank 4=m， 则 线性 变换 
xxH4x 是 一 一 的 . 

r 车 4 是 mxn 矩阵 且 线 性 变换 x hx 是 射 上 
的 ， 则 rank A=m. 

s. 坐标 变换 矩阵 总 是 可 道 的 . 

t. 车 B={b,...,b)) 和 C={ci,...,c:} 是 向 量 
空间 V 的 基 , 则 坐标 变换 矩阵 全 的 第 j 列 是 


坐标 问 晤 [c ,js 。 


. 求 所 有 形 如 下 列 形式 的 向 量 构成 集合 的 一 组 基 . 


( 计算 要 仔细 . ) 
aa 一 22+ 和 
2a+5b—8c 
—a—4b+ic 
3at+b+c 
一 2 1 b, 
. 邻 有 =| 4[, w=| 2|1,58=|b,|,W =Span{u ， 
-6 一 b, 


u2}， 求 W 的 一 个 隐 式 的 表达 ; 即 求 一 个 或 多 
个 能 刻画 W 中 点 的 齐 次 方程 的 集合 .(〈 提示: 8 
何 时 在 W 中 ”) 


. 解释 说 明 下 面 的 讨论 哪里 有 错 : 设 f(1)=3+1 


g()=31+1? ， 因 为 gQ)=#f(1)，g 是 了 的 倍数 ， 


5. 


10. 


质 . 
.由 (a) 和 (b), 证 明 : rank 48 不 能 超过 4 的 


所 以 {f,g} 是 线性 相关 的 . 

考 虚 多 项 式 pi(0)=1+t, p2(t)=1-t, p;(?) 
=4, pi=t+b ,ps(t)=1+2t+t? ， 并 设 H 是 
由 集合 $={pi,pz,p3,Ps,Ps} 所 生成 的 PB 的 子 空 
间 ， 使 用 ( 4.3 节 ) 生成 集 定理 证 明 中 给 出 的 方 
法 求 五 的 一 组 基 . (说 明 如 何 从 5 中 选取 适当 
的 向 量 . ) 


。 假设 Db ,Pp2 Pp; ,ps 是 给 定 的 多 项 式 ， 它们 生成 


P, 的 一 个 2 维 子 空间 及 . 试 叙 述 通过 检查 这 4 
个 多 项 式 ， 你 如 何 能 几乎 不 用 计算 就 能 求 出 五 
的 一 组 基 . 


. 关于 一 个 具有 18 个 线性 方程 20 个 变量 的 齐 次 


方程 组 的 解 集 ， 为 了 知道 每 一 个 相应 的 非 齐 次 
方程 组 有 解 ， 你 必须 要 知道 什么 ”讨论 之 . 


. 令 妃 是 维 向 量 空间 了 的 一 个 半 维 子 空 间 ， 解 


释 为 什么 H =V . 


. 设 T:R" 一 R”" 是 线性 变换 ， 


a. 说 明 如 果 了 是 一 对 一 映射 ， 那 么 了 的 值 域 的 
维 数 是 多 少 ? 
b. 说 明 如 果 工 是 从 R" 上映 上 到 飞 "”, 那么 T 的 核 
( 见 4.2 节 ) 的 维 数 是 多 少 ? 
令 5 是 向 量 空间 V 中 的 一 个 最 大 线性 无 关子 
集 , 即 8$ 有 这 样 的 性 质 : 若 一 个 向 量 不 在 $ 中 ， 
添加 到 8 后 得 到 一 个 新 的 集合 , 则 新 的 集合 不 
再 是 线性 无 关 的 . 证 明 : $ 一 定 是 Y 的 一 组 基 . 
( 提示 : 车 5 是 线性 无 关 的 ， 但 不 是 V 的 一 组 
基 ， 则 5 将 如 何 ? ) 


. 令 5 是 向 量 空间 V 的 一 个 有 限 极 小 生成 集 ， 


即 ，$ 有 这 样 的 性 质 ; 阁 从 5 中 去 掉 一 个 向 量 ， 
则 新 的 集合 将 不 再 生成 V ,证 明 5 一 定 是 V 的 
一 组 基 . 

12~17 题 给 出 了 有 时 在 应 用 中 用 到 的 秩 的 性 
假设 矩阵 4 是 mxn 矩阵 . 


秩 或 B 的 秩 . (一 般 而 言 ， 
超过 任何 一 个 因子 的 秩 . ) 


矩阵 乘积 的 秩 不 能 
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a. 若是 nxp 和 矩阵 , 证 明 : rank 4B<rank A. 
( 提示: 解释 为 什么 48 的 列 空间 中 的 每 个 
向 量 属 于 4 的 列 空间 中 .) 

b. 若 B8 是 nxp 和 矩阵, 证明: rank AB < rankB. 
( 提示: 利用 ( a) 研究 rank(4B)'.) 


13. 春 已 是 mx7 可 逆 和 矩阵 ,证 明 : rank P4=rank 4. 


( 提示 : 对 PA 和 P"'(PA4) 应 用 第 12 题 . ) 

14. 若 Q 是 可 道 的 , 证 明 : rank A40=rankA.( 提 
未 : 用 第 13 题 来 研究 rank(4O)7 . ) 

15. 设 4 是 mx 和 矩阵 ,下 是 mxp 和 矩阵 , 旦 4B=0. 
证 明 : rank A+rankB<n，( 提示: NulAh， 
Col 4 , Nul18B8 ,ColB 四 个 子 空间 中 有 一 个 被 
包含 在 另外 三 个 中 的 其 中 一 个 子 空间 .) 

16. 设 4 是 秩 为 > 的 mx 矩阵 ， 则 4 的 秩 分 解 是 
具有 4= CR 形式 的 等 式 ， 这 里 C 是 秩 为 的 
mxr 算 阵 , 尽 是 秩 为 了 的 >xm 和 矩阵 , 这样 的 分 
解 总 是 存在 的 ( 参见 4.6 节 习 题 38 ) . 任 给 两 
个 mxn 和 矩阵 4 和 8B， 利用 秩 分 解 证 明 : 

rank(A+B)< rank A+rankB 

17, 矩阵 4 的 子 和 矩阵 是 由 去 掉 4 中 若干 行 若干 列 
(或 不 去 掉 ) 得 到 的 矩阵 . 可 以 证 明 4 的 秩 为 7 
当 且 仅 当 4 包含 一 个 rxr 可 道子 矩阵 同时 没 
有 更 大 的 可 弟子 方 阵 . 通过 解释 下 面 的 (a) 
和 (b) 证 明 这 个 命题 的 一 部 分 : ( a ) 为 什么 
秩 为 r 的 mxn 和 矩阵 4 有 一 个 秩 为 + 的 mxr 子 
惩 阵 4 ,，(b ) 为 什么 本 有 一 个 可 道 的 rxr 子 
矩阵 4. . 

秩 这 个 概念 在 工程 控制 系统 的 设计 中 起 着 重 
要 的 作用 ,比如 在 本 章 引 例 中 提 到 的 航天 飞机 系统 
控制 系统 的 状态 空间 模型 包括 一 个 形 如 

Kin = Ax: + Bu k=0,1,... (1) 

的 差分 方程 , 这 里 4 是 nxn 和 矩阵 , B 是 nxm 和 矩阵 ， 

{xx} 是 RR" 中 的 一 个 “状态 向 量 ” 序 列 ， 它 用 来 描 


述 在 离散 时 间 上 系统 的 状态 , {au} 是 一 个 控制 或 输 
入 序列 . (4,B) 称 为 可 控制 的 ， 如 果 
rank[B AB A’B .…A™'B]=n (2) 
(2 ) 式 中 的 矩阵 称 为 系统 的 可 控制 性 矩阵 . 若 
(4,8B) 是 可 控制 的 ， 则 通过 简单 地 选择 一 个 适当 的 
R” 中 的 控制 序列 ， 最 多 在 步 内 ,该 系统 可 以 被 
控制 或 被 驱动 ， 从 状态 0 去 到 任 一 指定 的 ( R" 中 
的 ) 状态 vy . 对 这 一 点 ,习题 18 给 出 了 在 
n=4, m=2 时 的 示例 . 对 可 控制 性 的 进一步 讨 
论 ， 可 参见 本 教材 的 网 站 (第 4 章 的 案例 研究 ) . 
18. 设 4 是 4x4 和 矩阵 , B 是 4x2 算 阵 , wo0,wi,w2,wu， 

是 及 中 的 输入 向 量 序列 . 

a. 设 xo=0, 用 (1) 式 计算 xxzx ， 用 
(2 ) 式 中 的 可 控制 矩阵 M 写 一 个 计算 x 的 
公式 . (注意 : 矩阵 M 用 分 块 矩阵 来 构造 . 
此 处 它 的 大 小 是 4x8. ) 

b. 设 (4,8B) 是 可 控制 的 ，v 是 尺 * 中 的 任 一 向 
量 ， 说 明 为 何 存在 RR? 中 的 一 个 控制 序列 
Uo,…,U4 ， 使 得 x, =v. 

在 19~22 题 中 ， 判 定 矩 阵 对 是 否 是 可 控制 的 . 


0.9 ] 0 0 
19. | 0 -0.9 0|,8=|1 
0 0 05 1 
08 -03 0 ] 
20. oe 0.5 ] el 
0 0 -0.5 0 
0 1 0 0 1 
21. [MI4-| 0 1 0p-|0 
0 0 l 0 
-2 -4.2 -48 -3.6 —] 
0 1 0 0 1 
22. [M] 4= ?0 ! 0 ,B= 9 
0 0 0 1 0 
~ -13 -12.2 -1.5 一 | 


第 5 章 特征 值 与 特征 向 量 


介绍 性 实例 “动力 系统 与 斑点 猫 头 应 


1990 年 ， 在 利用 或 滥用 太平 洋 西 北部 大 面积 森林 问题 
上 ,北方 的 斑点 猫 头 庆 成 为 一 个 争论 的 焦点 . 环境 保护 学 家 
试图 说 服 联 邦 政 府 ， 如 果 采 伐 原 始 森林 ( 长 有 200 年 以 上 的 
树木 ) 的 行为 得 不 到 制止 的 话 ， 猫 头 认 将 濒临 灭绝 的 危险 ， 
因为 猫 头 雇 喜 好 在 那里 居住 .而 木材 行业 却 争辩 说 猫 头 应 不 
应 被 划 为 “濒临 灭绝 动物 ”, 并 引用 一 些 已 发 表 的 科学 报告 来 
支持 其 论点 ~. 对 木材 行业 来 说 ， 如 果 政 府 出 台新 的 伐木 限制 
的 话 ， 预 计 将 失去 30 000 至 100 000 个 工作 岗位 . 

数学 生态 学 家 们 处 于 争论 双方 的 中 间 ， 由 于 争论 的 双方 
都 想 游说 数学 家 们 ， 数 学 生态 学 家 们 加 快 了 他 们 对 斑点 猫 头 
记 种 群 的 动力 学 研究 . 猫 头 雇 的 生命 周期 自然 分 为 三 个 阶 
段 : 幼年 期 (1 岁 以 前 )、 半 成 年 期 ( 1~2 岁 )、 成 年 期 (2 岁 
以 后 ) . 猫头鹰 交配 在 半 成 年 和 成 年 期 ， 开 始 生 育 繁殖 ， 可 
活 到 20 岁 左右 . 每 一 对 猫 头 庆 需 要 约 1000 公顷 ( 4 平方 英里 ) 
的 土地 作为 自己 的 栖息 地 . 生命 周期 的 关键 期 是 当 幼 年 猫 涉 鹿 SI 
记 离 开 梨 的 时 候 ， 为 生存 和 进入 半 成 年 期 ， 一 只 幼年 猫 头 雇 必 须 成 功 地 找到 一 个 新 的 栖息 地 安家 (通常 
还 带 有 一 个 配偶 ) . 

研究 种 群 动力 学 的 第 1 步 是 建立 以 每 年 的 种 群 量 为 区 间 的 种 群 模型 ， 时 间 为 k=0,1,2,… .通常 可 以 假 
设 在 每 一 个 生命 阶段 雄性 和 上 肉 性 的 比例 为 1:1， 而 且 只 计算 雌性 猫 头 雇 ， 第 上 年 的 种 群 量 可 以 用 向 量 
Xk = (jstab) 表 示 ， 其 中 jj,s: 和 ax 分 别 代 表 上 肉 性 猫头鹰 在 幼年 期 ， 半 成 年 期 和 成 年 期 的 数量 . 

利用 人 口 统计 研究 的 实际 现场 数据 ，R.Lamberson 及 其 同事 设计 了 下 面 的 “阶段 矩阵 模型 ” 


(Stage - matrix model) 


JR 0 0 0.33 大 
5 到 | 和 1 .0 0 | sx 
Qk+1 0 0.71 0.94 1| ea， 


@ 〇 G “The Great Spotted Owl War ” , 《读者 文摘 》，November 1992，pp. 91-95. 
© R.H.Lamberson, R.Mckelvey, B.R.Noon, and C.Voss, “A Dynamic Analysis of the Viability of the Northern Spotted Owl 
in a Fragmented Forest Environment”, Conservation Biology 6( 1992 ), 505-512, 还 可 参见 Lamberson 教授 的 私人 通信 ,1993. 
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在 这 里 新 的 幼年 肉 性 猫头鹰 在 大 +1 年 中 的 数量 是 成 年 雄性 猫头鹰 在 大 年 里 数量 的 0.33 倍 ( 根据 每 一 
对 猫头鹰 的 平均 生殖 率 而 定 ) . 此 外 ，18% 的 幼年 崔 性 猫头鹰 得 以 生存 进入 半 成 年 期 ， 71% 的 半 成 年 肉 性 
猫 头 认 和 94% 的 成 年 肉 性 猎头 庆生 存 下 来 被 计 为 成 年 猫 头 认 . 

阶段 矩阵 模型 是 形式 为 xs = Ax; 的 差分 方程 ， 这 种 方程 被 称 为 动力 系统 (或 离散 线性 动力 系统 )， 
因为 它 描述 的 是 系统 随时 间 推 移 的 变化 . 

Lamberson 阶段 矩阵 中 ， 18% 的 幼年 猪头 唐 生存 率 是 受 原 始 森 林 中 猫 头 雇 数目 影响 最 大 的 项 目 . 事实 
上 , 60% 的 幼年 猫头鹰 通常 生存 下 来 后 就 会 离开 自己 的 巢 , 但 是 在 Lamberson 和 他 的 同事 们 作 研 究 的 加 州 
的 Willow Creek 地 区 ， 只 有 30% 的 幼年 猫 庆 在 弃 巢 后 能 找到 新 的 栖息 地 ， 其 他 的 在 寻找 新 家 园 过 程 中 失 
踪 了 . 

猪头 雇 不 能 找到 新 栖息 地 的 一 个 重要 原因 是 因为 对 原始 森林 分 散 区 域 的 砍伐 而 加 剧 了 原始 森林 的 分 
割 , 当 狂 头 雇 离 开 森 林 保 护 区 并 穿 过 一 块 滥 伐 地 时 ,被 捕食 动物 袭击 的 危险 大 增 . 5.6 节 将 会 展示 前 面 讨论 
的 模型 如 何 预测 斑点 猫头鹰 的 最 终 灭 绝 ， 但 如 果 50% 的 幼年 猪头 应 弃 梨 后 能 找到 新 的 栖息 地 ， 猫 头 认 种 群 
将 会 兴旺 起 来. > 


5.1 ”特征 向 量 与 特征 值 


尽管 变换 ri 4r 有 可 能 使 向 量 往 各 个 方向 移动 ， 但 通常 会 有 某 些 特殊 向 量 ， 4 对 这 些 启 
量 的 作用 是 很 简单 的 

例 1 用 4-|， oe=| -|| 图 5-1 显示 x 和，” 乘 以 4 后 的 图 像 事实 上 必 下 
好 是 2y ,因此 ,4 仅仅 是 “ 拉 伸 "了 ， 国 


图 5-1 乘 以 4 的 作用 


作为 另 一 个 例子 ，4.9 六 的 读者 应 该 能 回忆 起 ， 假 如 4 是 随机 和 矩阵， 那么 4 的 稳 态 向 量 q 
满足 方程 hr =x， 即 49 =1.g. 
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这 一 节 ， 我 们 将 研究 形 如 hr =2x 或 hr = -4x 的 方程 ， 并 且 去 寻找 那些 被 4 变换 成 自身 一 
个 数量 倍 的 向 量 . 

定义 4 为 mxo 短 阵 ，z 为 非 零 向 量 ， 若 存在 数 1 使 hr=Mzx 成立， 则 称 和 为 4 的 特征 值 ， 
x 称 为 对 应 于 1 的 特征 向 量 . 

容易 验证 给 定 的 向 量 是 否 是 矩阵 的 特征 向 量 ， 也 容易 判断 给 出 的 数 是 否 是 特征 值 . 


例 2 这 4-|: | -| sv-| ?| u 和 vv 是 否 是 h 的 特征 向量 ? 


1 6] 61 [-24 6 
" “小 和 本 -A 守 * 
es 2 ll nl 
5 2|| -2 11 -2 
因此 ，z 是 特征 值 -4 对 应 的 特征 向 量 , 但 hr 不 是 ”的 倍数 ( 见 图 5-2 )， 故 v 不 是 4 的 特 
征 向 量 . 


图 5-2 Au=-4u, 但 AvzAlp 国 


例 3 证 明 7 是 例 2 中 和 矩阵 4 的 特征 值 ， 并 求 特征 值 7 对 应 的 特征 向 量 . 
解 数 7 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 方 程 
Ax=7x (1) 


有 非 平 凡 解 ，( 1 ) 等 价 于 4r-7x=0， 或 
(A-7D)x=0 (2) 


9 
5 2| |o07| 15 -5 
4-77 的 列 显然 是 线性 相关 的 ， 故 (2) 有 非 平凡 解 ， 因 此 7 是 4 的 特征 值 . 为 求 其 对 应 的 特征 
四 量 ， 用 行 变换 化 简 和 矩阵 : 

-6 60] [1 -10 

-5 -| 0 | 


故 通 解 为 | 凡是 具有 此 种 形式 目 x, #0 的 向 量 都 是 和 4=7 对 应 的 特征 向 量 . 国 


为 解 该 齐 次 方程 ， 计 算 
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警告 ”虽然 在 例 3 中 使 用 了 行 化 简 来 求 特征 向 量 , 但 不 能 用 行 化 简 求 特征 值 .矩阵 4 的 
阶梯 形 通常 不 显示 出 4 的 特征 值 . 


方程 (1) 和 (2) 的 等 价 性 对 任何 和 =7 以 外 的 入 显然 都 是 成 立 的 . 故 4 是 4 的 特征 值 当 且 

仅 当 方程 
(A—-ADx=0 (3) 

有 非 平凡 解 . 方程 (3 ) 的 所 有 人 解 的 集合 就 是 和 矩阵 4 一 A 的 零 空间 . 因此 , 该 集合 是 及 "的 子 空间 ， 
称 为 4 的 对 应 于 4 的 特征 空间 . 特征 空间 由 零 向 量 和 所 有 对 应 于 4 的 特征 向 量 组 成 . 

从 例 3 看 出 , 例 2 和 矩阵 4 对 应 14=7 的 特征 空间 由 (1,1) 的 所 有 倍数 x, (1,1) 组成, 因此， 
特征 空间 是 过 (1, 1 ) 和 原点 的 直线 . 在 例 2， 也 可 以 验证 对 应 和 .= -4 的 特征 空间 是 经 过 (6, -5 ) 
和 原点 的 直线 . 图 5-3 显示 了 这 些 特征 空间 、 特 征 向 量 (1,1) 和 (3/2, -5/4 ) 及 变换 x 号 Ax 对 
每 个 特征 空间 的 几何 意义 . 


空间 


图 $-3 对 应 4=--4 和 4=7 的 特征 空间 


4 -1 6 
例 4 设 4=|2 1 6|，4 的 一 个 特征 值 是 2， 求 对 应 的 特征 空间 的 一 个 基 . 
2 -1 8 
解 ” 计 算 
上 一 27 = 一 


4 -1.6]12 0 0 
2 1 1 2 | 
2 -1 8| |00 2 
用 行 变换 化 简 (4-27xz=0 的 增 广 矩阵 ， 

2 -160]| [2 -i 
2 -1 6 | 0 


2 -~L160| |0 0 


2 -1 6 
2 -| 0 
2 -1 0 


OA 
ODO 
ed! 
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因为 方程 (4-27x =0 有 自由 变量 ， 故 2 是 4 的 特征 值 . 通 解 是 


Xi 12 一 3 
X» +x3| 0 
3 1 


| 

0 
图 5-4 显示 出 特征 空间 是 Ri 的 2 维 子 空间 ， 其 中 的 一 个 基 是 
1 1] [-3 
El 
有 


2 以 4 


， 力 和 为 为 任意 值 


5-4 ”A 对 特征 空间 的 扩张 作用 重 


数值 计算 的 注解 ”在 已 知 特征 值 的 条 件 下 ， 例 4 提供 了 手工 计算 特征 向 量 的 方法 . 虽然 也 
可 以 利用 纸 阵 程序 和 行 化 简 来 找 出 特征 空间 ， 但 这 不 完全 可 靠 . 使 入 误差 有 时 会 使 简化 的 
阶梯 形 矩 阵 出 现 错误 的 主 元 素 . 如 果 甜 阵 不 是 很 大 ， 最 好 的 计算 机 程序 可 按 要 求 的 精度 同 
时 算出 特征 值 和 特征 向 量 的 近似 值 . 随 着 计算 能 力 和 软件 的 改善 ， 能 被 分 析 的 矩阵 规模 也 
逐年 增 大 . 

下 列 定理 描述 了 特征 值 能 被 准确 求 出 的 几 种 特例 之 一 . 有 关 特 征 值 的 计算 将 在 下 一 节 讨 论 . 


定理 1 三 角 和 矩阵 的 主 对 角 线 的 元 素 是 其 特征 值 . 
证 为 简单 起 见 ， 考 虑 3x3 的 情形 . 假设 4 是 上 三 角 和 矩阵 ， 那 么 4- 和 7 是 : 


al Ad12 di3 4 0 0 
A-AI=| 0 4a, a» | > 
0 0 as|l 10 0 1 
a 一 人 QI12 CI13 
=| 0 dp-—A1 a» 
0 0 033 一 外 


数 4 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 方程 (4-47Dxz=0 有 非 平 凡 解 ， 即 方程 有 自由 变量 . 由 4-17 容 
易 看 出 ，(4-47xz =0 有 自由 变量 当 且 仅 当 4- 人 7 的 对 角 线 上 的 元 素 至 少 有 一 个 为 零 ， 而 当 ) 取 
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ai d22, 433 之 一 的 时 候 出 现 这 种 情况 . 故 4 的 特征 值 是 aa>,ai. 若 4 是 下 三 角 和 矩阵 ,见习 题 28. 


3 6 -8 4 0 0 
例 5 设 4=|0 0 6|,8=|-2 1 0|, 4 的 特征 值 是 3,0 和 2.8 的 特征 值 是 4 和 1 国 
00 2 5 3 4 
例 5 中 的 矩阵 A 有 零 特征 值 ， 因 此 方程 
Axr =0xr (4) 


有 非 平 凡 解 . 但 (4 ) 等 价 于 4r =0, 而 Ax =0 有 非 平凡 解 的 充 要 条 件 是 4 是 不 可 逆 的 . 因此 ,A 
有 和 零 特 征 值 的 充 要 条 件 是 A 为 不 可 道 . 由 此 ,0 是 4 的 特征 值 当 且 仅 当 4 为 不 可 道 . 这 一 事实 
添加 到 5.2 节 的 可 逆 和 矩阵 定理 中 . 

接 下 来 的 定理 很 重要 ， 以 后 将 会 用 到 . 定理 的 证 明 展 示 了 特征 向 量 的 典型 计算 . 

定理 2 儿 ,…,, 是 nxn 给 阵 A 相 央 的 特征 值 ，y1,…,y, 是 与 ,…, 罗 对 应 的 特征 向 量 ， 那么 
向 量 集合 fy1,…,v,} 线 性 无 关 . 

证 用 反 证 法 . 假如 {vy,,…,v,} 线 性 相关 , 那么 存在 最 小 的 下 标 p , 使 得 v,, 是 前 面向 量 ( 这 
些 向 量 线性 无 关 ) 的 线性 组 合 ， 即 存在 数 c,…,c, ， 使 得 

CIV1 十 … 十 Copyp =V (5 ) 

式 (5 ) 两 边 乘 4 ， 并 将 4hw = vi(k=1,…,p+1) 代 和 人 入， 得 


CAkVi 十 … 二 Cop4p， 一 Ap ,1 


Clip 十 … 十 Cphopp = Mrp yn (6) 
式 (5 ) 两 边 乘 1,,, ， 并 与 式 (6) 相 减 ， 得 
CApn)yit.+co (A, 一 和 Jp =0 (7) 
因为 {y1,…,v,} 线 性 无 关 ， 式 (7) 的 系数 全 为 零 . 但 入 一 入 44.,…,X, 一 Xn 全 不 为 零 ， 因 此 只 有 
ci =0,i=1,.…,p. 由 式 (5 ) 得 vpn 一 人 ,下 慎 ， 故 { 中,…,y;} 必 是 线性 无 关 的 . 本 
特征 向 量 与 差分 方程 
我 们 通过 构造 一 阶 差 分 方程 
Kirl = Ax: (k=0,1,2,...) (8) 


的 解 来 结束 本 节 . 

右 4 是 nxn 和 矩阵 ， 那么 方程 (8) 是 及 "的 序列 {xi} 的 递归 表示 . 方程 (8 ) 的 解 是 描述 序列 
{x4} 的 每 个 x 的 显 式 公 式 ， 公 式 不 直接 依赖 于 4 和 序列 前 面 的 项 ， 而 是 依赖 于 初始 项 xo. 

构造 方程 (8 ) 的 解 的 最 简单 方法 是 取 4 的 一 个 特征 向 量 xo 和 它 对 应 的 特征 值 X， 然 后 令 

X =A'xo (k=1,2,...) (9) 
这 就 是 方程 (8 ) 的 解 ， 因 为 
Ax: = A(A'xo)= A (Axo) = A (Axo) = A xo = x 

此 外 ， 形 如 (9 ) 的 解 的 线性 组 合 仍然 是 (9 ) 的 解 ， 见 习题 33. 
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练习 题 
6 -3 1 
1. 4=|3 0 5 是 4 的 特征 值 吗 ? 
2 2 6 
2. 若 x 是 A 对 应 于 4 的 特征 向 量 ， 求 437r. 
习题 5.1 
3 2 10 -9 
1. =2 是 | | 的 特征 信 。 为 什么 ? 10. | | 
3 8 4 -2 
2 1--2 是 |: | 的 特征 值 中 为 什么 ? 1 -| 3 4-10 
1 -3 1 7 4 
3 | | 的 特征 向 量 吗 ” 如 果 是 ， 求 对 应 12 4A-| 2 1s 
的 特征 值 . 401 
13. A=|-2 1 0|.1=12,3 
4 | 1 的 特征 向 量 吧 ? 如 果 是 ， 求 yo 
对 应 的 特征 值 . 1 0 -1 
4 3 7 i 0 4- 
5. | -3| 是 |-4 -5 1 的 特征 向 量 吗 ? 如 果 是 ， 
1 2 44 4 2 3 
求 对 应 的 特征 值 . lS 中 | 
| 3 6 7 0 2 0 
6. | -2| 是 |3 3 7| 的 特征 向 量 吗 ?” 如 果 是 , 求 对 | 3 1 0 
l 5565 16. A=| | | 0l2=4 
应 的 特征 值 p004 
3 0 -1 ， 
7 -4 是 | 2 3 1| 的 特征 什 吗 ?如果 是 , 求 和 求 习题 17 和 习题 18 中 和 矩阵 的 特征 值 . 
00 0 
-3 4 5 
17. |0 2 5 
对 应 的 一 个 特征 向 量 . 0 0 2 
! 22 40 0 
8. 1=3 是 |3 -2 1| 的 特征 值 吗 ? 如 果 是 ， 求 入 0 0 0 
0 1 1 l | 0 .3 
对 应 的 一 个 特征 向 量 . | 2 3 
在 习题 9~16 中 ， 求 所 给 特征 值 对 应 的 特征 空 。 “19. 不 用 计算 , 求 4=|1 2 3| 的 一 个 特征 值 ， 验 
间 的 一 个 基 . 1 2 3 


9. 4 中 1 证 你 的 结果 . 
2 1 


雾 5 莫 
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5 5 5 
20, 不 用 计算 , 求 4=|5 5 5| 的 一 个 特征 值 和 两 
5 5 5 


个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 验 证 你 的 结果 . 
在 习题 21 和 习题 22 中 , 4 是 nxn 知 阵 . 标 出 
每 个 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 
21. a, 若 对 某 个 向 量 x 有 hx=4x , 则 4 是 4 的 特 
征 值 . 
. 矩阵 4 不 可 道 的 充 要 条 件 是 零 是 4 的 特征 
值 . 
c. 数 c 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 
(4 一 cDx =0 有 非 平凡 解 . 
d. 求 4 的 特征 向 量 可 能 是 困难 的 ， 但 验证 一 
个 给 定 的 向 量 是 否 是 特征 向 量 却 是 容易 
的 . 
e. 为 求 4 的 特征 值 ， 可 将 4 化 简 为 阶梯 形 矩 
阵 . 
22. a. 车 存在 数 4 使 Ax=Ar 成 立 ， 那么 x 是 4 的 
特征 向 量 . 
. 若 外 和 v, 是 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 则 它们 
是 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 . 
c, 随机 和 矩阵 的 稳 态 向 量 就 是 其 特征 向 量 . 
d. 矩阵 的 特征 值 是 在 其 主 对 角 线 上 的 元 素 ， 
e. 矩阵 4 的 特征 空间 是 某 矩阵 的 零 空 间 . 
23. 为 什么 2x2 矩阵 最 多 只 能 有 2 个 相 异 的 特征 
值 ? 为 什么 nxn 和 矩阵 最 多 只 能 有 j 个 相 异 的 
特征 值 ? 
24. 举 一 个 只 有 一 个 特征 值 的 2x2 和 矩阵 的 例子 . 
25, 设 4 是 可 逆 和 矩阵 4 的 特征 值 ,证 明 1 是 4- 的 
特征 值 . (提示: 假设 非 零 向 量 x 满足 
4x =Ax.) 
26. 证 明 : 若 4- 是 零 矩 阵 ， 则 4 只 有 零 特 征 值 . 
27. 证 明 : 4 是 矩阵 4 的 特征 值 当月 仅 当 外 是 A 
的 特征 值 ，( 提示 : 找 出 4- 和 7 和 47-M1 的 关 
系 ， 然后 证 明 4- 和 可 闭 的 充 要 条 件 是 
4 -447 是 可 道 的 .) 


= 


TT 


28. 若 4 是 下 三 角 和 矩阵 , 利用 习题 27 来 证 明定 理 1. 
29. 设 nxn 和 矩阵 4 的 每 行 元 素 之 和 都 等 于 s , 证 明 
s 是 4 的 特征 值 ，( 提示 : 找 一 个 特征 向 量 . ) 

30. 设 nxn 和 矩阵 4 的 每 列 元 素 之 和 都 等 于 s , 证明 
s 是 4 的 特征 值 ，( 提示 : 利用 习题 27 和 29. ) 
在 习题 31 和 习题 32 中 , 设 4 是 线性 变换 了 的 

和 矩阵， 不 写 出 4,， 求 4 的 特征 值 和 特征 空间 . 

31. 设 了 7 是 到 "的 相对 过 原点 的 某 条 直线 的 反射 变 
换 . 

32. 设 了 是 以 "的 相对 过 原点 的 某 条 直线 的 旋转 变 
换 . 

33. 设 x 和 "是 矩阵 4 的 特征 值 4 和 有 对 应 的 特 
征 向 量 ，c 和 cs, 是 数 ， 定义 

Ki =CA +CcN (k=0,1,2,.…) 
a. 根据 定义 求 xin. 
b. 用 xx 的 公式 计算 Ax; ， 并 验证 hr = xin. 
这 就 证 明了 上 面 定义 的 序列 {x 寻 满足 差分 
方程 zt = Axi(k = 0,12,…)， 

34. 如 果 给 出 的 初始 向 量 xz 不 是 4 的 特征 向 量 ， 
你 是 否 能 找 出 解 差 分 方程 za = Axi(k=0,1, 
2…) 的 方法 ? ( 提示 : 能 否 把 x 与 4 的 特征 
向 量 相 联系 ? ) 

35. 设 w 和 vy 是 下 图 中 的 向 量 ,， 并 设 w 和 vy 是 一 个 
2x2 矩阵 4 的 分 别 对 应 于 特征 值 2 和 3 的 特征 
向 量 . 并 设 T:R? 一 及 ': 是 线性 变换 ， 对 及 ? 中 
的 每 一 x 有 T(x)=Ax ， 记 w=ut+v .在 下 图 
中 ， 仔 细 画 出 向 量 T(w)，T(v) 和 T(w). 


x2 


Xl 


36. 设 & 和 "是 一 个 2x2 矩阵 4 分 别 对 应 特征 值 为 
-1 和 3 的 特征 向量 ， 重 做 35 题 . 
LMj 在 习题 37~40 中 ,利用 矩阵 程序 求 矩 阵 的 
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EIT 


特征 值 . 然后 用 例 4 的 行 化 简 方法 找 出 每 一 特征 空 4 -9 -7 8 2 
间 的 基 . -7 -9 0 7 14 
g _10 -5 39. | 5 10 5 -5 -10 
37. | 2 17 -2 3 7 0 4 
9 _l8g 4 3 -13 -7 10 11 
9 -4 -2 -4 -4 -4 20 -8 -| 
-56 32 -28 44 14 12 -46 18 2 
38 | 1 14 6 -14 40. | 6 4 -18 8 1 
42 -33 21 -45 ll 7 -37 17 2 
18 12 -60 24 5 

练习 题 答案 


1. 5 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 方程 (4-5Dx =0 有 非 平凡 解 . 计算 


6 -3 1| [150 olf1 -31 
2 26|1l00512 21 
将 增 广 矩阵 行 化 简 : 
1 -310] [1 -3 10| [1 -3 10 
3 4 | 4 20 
2 210||0 8-10I10 0 -50 


显然 ， 齐 次 方程 组 无 自由 变量 ， 故 4-51 是 可 道 和 矩阵 ， 即 5 不 是 4 的 特征 值 . 
2. 如 果 x 是 4 对 应 和 的 特征 向 量 ， 则 有 Ax =Ax ， 故 h?x = A(Ax)=4Ahx = Xx. 
同 理 ， A3x = A(A2x)= A(Ax)=AAx =Ax .对 一 般 的 k， 有 Ax=A'x. 


5.2 特征 方程 
方 阵 4 的 特征 方程 是 一 个 数量 方程 ， 其 中 包含 了 有 关 特征 值 的 有 用 信息 . 我 们 先 从 一 个 简 
单 的 例子 开始 ， 然 后 讨论 一 般 情形 . 
2 3 
例 1 求 A=|? 《| 的 特征 信 


解 ”我 们 必须 找 出 所 有 这 样 的 数 4 ， 使 得 矩阵 方程 
(A—-AI)x=0 
有 非 平凡 解 . 由 逆 和 矩阵 定理 ， 这 个 问题 等 价 于 要 求 出 所 有 的 和 1， 使 得 矩阵 4 一 A417 为 不 可 逆 筷 阵 ， 这 里 
2 3| |4 0 2 一 人 3 
A—AI= 一 = 
3 oo dls 0 
由 2.4 节 的 定理 4, 该 矩阵 当 它 的 行列 式 值 为 零 时 是 不 可 道 的 . 因此 4 的 特征 值 是 下 列 方程 的 解 


2-4 3 
det(A—Al)=4d = 
et( ) | 3 ox 0 
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我 们 知道 
sal | -or 

cd 

故 
det(A—Al)=(2—-A1)(-6-1)—(3)(3) 

=—12+6A1—2A+A:—9 

=A*+4A1-21 
令 12+44-21=0， 有 (4-3)4+7)=0， 故 4 的 特征 值 是 3 和 -7. 图 


例 1 的 行列 式 把 包含 2 个 未 知 数 (多 和 x ) 的 先 阵 方程 (4-40)z =0 转 化 为 只 舍 一 个 未 知 数 
的 数值 方程 罗 +44-21=0, 这 种 思想 对 nxn 和 矩阵 仍然 适用 . 但 在 讨论 更 大 的 矩阵 之 前 ,我们 先 
给 出 研究 特征 值 要 用 到 的 行列 式 的 性 质 . 
行列 式 

设 4 是 axz 和 矩阵 ， 是 对 4 作 行 替换 和 行 交 换 (不 作 行 倍 乘 ) 所 得 到 的 任 一 阶梯 形 和 矩阵， 
r 是 行 交 换 的 次 数 , 那么 4 的 行列 式 det 4=(-]) wn…us， 如 果 和 可 道 , 那么 1,…,wus 都 是 主 元 . 
否则 ， 至 少 有 ui 为 零 ， 从 而 乘积 wi…u 为 零 . 因此 ” 


sh-| wa am 当 4 可 这 (1) 


当 4 不 可 道 
1 5 0 
例 2 计算 4=|2 4 -1| 的 行列 式 det4. 
0 -2 0 
解 下面 的 行 化 简 使 用 了 一 次 行 交换 . 
1 5 0| Ff1 5 0|] fi1 5 0 
A~|I0 -6 -1|~|I0 -2 0|~I0 一 i 
0 -2 0| |10 -6 -|I0 0 -i 


故 det 4 =(-1) (DC-2)(-D=-2. 下 面 选择 的 行 化 简 没 有 用 到 行 交 换 , 得 到 了 另 一 个 不 同 的 阶梯 形 
矩阵 .最 后 一 步 是 用 -1/3 乘 第 2 行 加 到 第 3 行 上 : 


1 5 0l|[1 5 0 
4~|0 -6 -1|~|0 -6 -1|=U, 
0 -2 0| |0 0 1/3 
此 时 ，det A4=(-1)Q)(~6)(/3)= -2 ， 与 前 面 的 计算 结果 相同 . 图 


计算 行列 式 的 公式 (1 ) 说 明 4 是 可 逆 的 当 且 仅 当 det4 非 零 . 这 个 事实 以 及 5.1 节 中 例 5 后 
面 的 可 逆 性 的 性 质 ， 可 以 添加 到 可 逆 和 矩阵 定理 当中 . 


〇 公式 (1) 在 3.2 节 导出 , 没有 读 过 第 3 章 的 读者 可 能 会 把 该 公式 当 作 行列 式 det 4 的 定义 . 值得 注意 的 是 , 对 4 作 
变换 ( 不 作 倍 乘 变换 ) 所 得 到 的 任 一 阶梯 形 和 矩阵 U 的 行列 式 值 就 是 det 4. 


HalINHAE 2 


定理 (可 逆 和 矩阵 定理 〈 续 )) 

设 A 是 nxn 矩阵 ， 则 4 是 可 逆 的 当 且 仅 当 

s. 0 不 是 4 的 特征 值 . 

t.4 的 行列 式 不 等 于 零 . 

如 果 A 是 3x3 矩阵 ,那么 |det | 是 由 人 的 列 向 量 m,ava, 生 成 的 平行 六 面体 的 体积 , 见 图 5-5 
(细节 见 3.3 节 ). 平行 六 面体 的 体积 不 等 于 零 当 且 仅 当 向 量 w,az,as 线性 无 关 , 即 矩 阵 4 是 可 逆 
的 . 〈 如 果 向 量 非 零 且 线性 相关 ， 它 们 位 于 同一 个 平面 或 一 条 直线 上 . ) 


5-5 


定理 3 列 出 了 由 3.1 节 和 3.2 节 导出 的 结论 ， 这 里 将 (a) 也 包含 进来 以 便 参考 . 


定理 3 (行列 式 的 性 质 ) 

设 A 和 BB 是 nxn 和 矩阵 . 

a，A 可 逆 的 充 要 条 件 是 det Az#0. 

b. det AB = (det A)(det B). 

c. detA' =det4. 

d. 若 4 是 三 角形 矩阵 ， 那 么 det4 是 4A 主 对 角 线 元 素 的 乘积 . 

e. 对 4 作 行 替换 不 改变 其 行列 式 值 . 作 一 次 行 交 换 使 其 行列 式 值 符号 改变 一 次 数 乘 一 行 
后 ， 行 列 式 值 等 于 用 此 数 乘 原来 的 行列 式 值 . 
特征 方程 

利用 定理 3(a), 我 们 可 以 通过 行列 式 来 判断 矩阵 4- 和 7 是 否 可 逆 . 数值 方程 det(4-M7)=0 
称 为 4 的 特征 方程 ， 例 1 验证 了 以 下 结论 . 


数 多 是 nxn 和 矩阵 A 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 是 特征 方程 det(4-47)=0 的 根 . 


5 -2 6 -l 
0 3 -8 0 

例 3 求 4= 0 0 5 4| 的 特征 方程 . 
0 0 0 1 


解 ” 写 出 A-41 并 利用 定理 3 (d ): 
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5-14 -2 6 | 
0 3-4 -8 0 
det(A—AIl) = det 0 0 5_1 4 
0 0 0 1 一 1 
=(5—A)(3—A)(5—A4)—1) 
特征 方程 是 
(5—-4) (3-A1)1-A4)=0 
或 


(4-S2(4-3)4-D=0 
展开 乘积 ， 特 征 方程 也 可 以 写 为 
4 -144 +681 2: -1304+75=0 
例 1 和 例 3 的 det(4-47) 是 关于 4 的 多 项 式 . 可 以 看 出 ,如 果 4 是 nxn 和 矩阵 ,那么 det(A 一 a0) 
是 n 次 多 项 式 ， 称 为 4 的 特征 多 项 式 . 
在 例 3 中 ， 由 于 因子 (4-5) 在 特征 多 项 式 中 出 现 了 2 次 ， 故 称 特征 值 5 有 重 数 2 一 般 地 
把 特征 值 4 作 为 特征 方程 根 的 重 数 称 为 是 4 的 (代数 ) 重 数 . 
例 4 某 6x6 矩阵 的 特征 多 项 式 是 5 -445 -12244 ， 求 特征 值 及 重 数 . 
解 ”把 多 项 式 分 解 因 式 
4 -~44 -124 =A (A -414-12)=144(04-6)(4+2) 
特征 值 是 0 ( 重 数 为 4)，6 ( 重 数 为 1) 和 -2 ( 重 数 为 1) . 加 
我 们 同样 可 以 说 例 4 所 给 矩阵 的 特征 值 是 0，0，0，0，6 和 -2， 特 征 值 按 其 重 数 重复 计数 . 
因为 nxn 和 矩阵 的 特征 方程 包含 有 一 个 n 次 多 项 式 ， 如 果 算 上 重 根 ， 并 人 允许 有 复 根 ， 则 特征 
方程 恰好 有 n 个 根 . 复 根 称 为 复 特征 值 ， 将 在 5.5 节 讨 论 之 . 目前 ， 我 们 只 考虑 实 特征 值 . 
特征 方程 具有 十 分 重要 的 理论 意义 . 但 在 实际 计算 时 ， 任 何 大 于 2x2 矩阵 的 特征 值 应 该 用 
计算 机 去 求 ， 除 非 矩 阵 是 三 角形 或 有 其 他 特殊 性 质 . 虽然 3x3 矩阵 的 特征 多 项 式 容易 用 手工 算 
出 ， 但 对 其 因 式 分 解 却 不 是 容易 的 事 ( 除非 是 精心 选择 的 矩阵 ) . 见 本 节 末 的 数值 计算 注解 . 


相似 性 


下 列 定 理 说 明了 特征 多 项 式 的 一 个 用 途 ， 并 为 某 些 近似 计算 特征 值 的 迭代 方法 提供 理论 基 
础 . 假如 4 和 中 是 xm 和 矩阵， 如 果 存 在 可 道 矩 阵 已， 使 得 P-4P = 好 或 等 价 地 4= PBP- ， 则 
称 4 相似 于 8. 记 Q=P"', 则 有 QB8Q@=A 和 ， 即 B 也 相似 于 A4， 故我 们 简单 说 4 和 8 是 相似 的 . 
把 4 变 成 P"'4P 的 变换 称 为 相似 变换 . 


定理 4 若 nxn 矩 阵 A 和 B 是 相似 的 ， 那么 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 从 而 有 相同 的 特征 
值 (和 相同 的 重 数 ) . 
证 由 4 与 8B 相似 ， 有 B=P-'AP ， 那 么 
B-41=P AP-AP"'P=P"(AP-AP)= P(A-ADP 
利用 定理 3 的 性 质 (b )， 有 
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det(B—A1)= det[P" (A—ANDP] 
= det(P !).det(A— 41).det(P) 
内 为 det(P').det(P)=det(P"P)=det1=1, 由 (2) 得 det(B-Al)=det(A 一 47) | 


警告 ”相似 性 与 行 等 价 不 是 一 回 事 . (假如 A 行 等 价 于 B， 则 存在 可 逆 适 阵 EE， 使 得 
B= EA ) 对 矩阵 作 行 变换 通常 会 改变 矩阵 的 特征 值 . 
应 用 到 动力 系统 
如 本 章 引 例 中 提 到 的 ， 特 征 值 与 特征 向 量 是 我 们 剖析 动力 系统 的 离散 演变 的 关键 点 
例 5 设 4=|005 097 | 分 析 由 =Aetk=02.…), 加 =| 0 所 确定 的 动力 系统 的 


0.05 0.97 
期 发 展 趋势 . 
解 第 1 步 求 4 的 特征 值 ， 并 找 出 每 个 特征 空间 的 基 . 4 的 特征 方程 是 
0.95-1 0.03 
0=de 
oe 0.97-1 
= 1 -1.921+0.92 
出 三 次 方程 的 求 根 公式 


=(0.95—A)(0.97—4)—(0.03)(0.05) 


1 2 192+ VY(1.92)’ —4(0.92) _ 1.92+ V0.0064 


2 2 


十 
_ 1.92+0.08 _| 或 092 


2 


客场 蝗 证 对 应 =1 和 入 =092 的 特征 向 量 分 别 是 w =| 3| 各 =| | 的 代数 
下 一 步 把 给 定 的 Xo 表示 为 Vi 和 Le 的 线性 组 合 ， 显然 {v1,v2} 是 R* 的 基 ， 因此 存在 系数 Cl 和 
C3， 使 得 
Xo = CVi+ cvs = [py vs] 网 (3) 


C2 


jo 
=[v, vs] xo = 
C3 $5 -| 0.40 
11-l -ill|0.60 0.125 
- 划 2 | | -| 
央 为 ， 式 (3) 的 py, 和 vy, 是 4 的 特征 向 量 ， 故 Av =,4m =(0.92)v,， 容 易 算 出 每 个 x, : 
XI = Axo =cAvl+c,Av, 利用 zh Ax 的 线性 性 质 
=CPl+C (0.92), vi 和 :是 特征 向 量 
Ya = Ax) =cAv+c,(0.92)Ay, 
=civi+e(0.92)°v, 
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继续 下 去 ， 有 


Ni = CV +c2(0.92)" V» (Kk 三 0,1, 2 ) 


把 式 (4) 的 cl 和 cs 代入 上 式 ， 得 


3 1 
x, =0.125 | +0.225(0.92}* | (k = 0,1,2,…) 


BE 的 显 式 公式 (5) 就 是 差分 方程 Kirl = Ax. 的 解 . 


0.375 
当 k-> 吕 时 ，(0.92)” 一 0,xr 一 =0.12v. 
0.625 


雾 5 六 


(5 ) 


把 例 5 的 计算 结果 应 用 于 4.9 节 的 马尔 可 夫 链 很 有 意思 . 读 过 4.9 节 的 读者 可 能 注意 到 上 面 例 5 
的 矩阵 4 就 是 4.9 节 的 移民 矩阵 W ，xo 是 城市 和 郊区 的 初始 人 口 分 布 ，xi 表示 大 年 后 的 人 口 分 布 . 
4.9 万 的 定理 18 说 明 ， 对 于 4 这 样 的 和 矩阵， 序列 x 趋向 于 一 个 稳 态 向 量 . 现在 我 们 知道 了 


原因 所 在 , 至 少 对 移民 矩阵 是 成 立 的 .这 里 稳 态 向 量 是 0.125y, ， 


公式 (5) 正好 显示 了 为 什么 x 一 0.125vy. 


数值 计算 的 注解 


是 特征 向 量 v 的 倍数 ,计算 x 的 


1. 像 Mathematica 和 Maple 这 样 的 计算 机 软件 能 利用 符号 计算 求 出 一 个 中 等 规模 
矩阵 的 特征 多 项 式 . 但 对 于 n>>5 的 一 般 nxn 算 阵 , 没有 公式 或 有 限 算法 来 求解 其 特征 


方程 . 


2. 最 佳 的 求 特征 值 的 数值 方法 完全 避 开 特征 多 项 式 . 事实 上 , MATLAB 通过 先 求 
出 矩阵 4 的 特征 值 和 4,…, 儿 ， 然 后 通过 展开 (一 多)( 久 一 和 )…( 和 -多 ) 的 积 来 得 到 有 A 的 特 


征 多 项 式 . 


3. 有 几 个 基于 定理 4 的 估计 矩阵 4 特征 值 的 常用 算法 .非常 有 效 的 CQR 算法 将 在 习 
题 中 讨论 . 当 4=4- 时， 可 使 用 称 为 雅 可 比 的 另 一 种 方法 来 计算 形 如 


A=A 和 Ahn=Pr AP (k=1,2,…) 


的 矩阵 序列 .序列 中 的 每 个 矩阵 都 相似 于 4 ， 因 此 有 与 4 相同 的 特征 值 . 当 大 增 大 时 ， 
4 的 非 对 角 线 元 素 趋 于 零 ， 而 主 对 角 线 上 的 元 素 近 似 于 4 的 特征 值 . 


4. 其 他 估计 特征 值 的 方法 在 5.8 节 讨 论 . 
练习 题 


求 -| 了 | 的 特征 方 积 和 特征 估 


习题 5.2 
求 习题 1~8 和 矩阵 的 特征 多 项 式 和 特征 值 . 


加 2 | 3 | 
:7 加 相国 [2 


瑚 证 八 与 沦 证 向 下 
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I 一 


习题 9~14 要 用 到 3.1 节 的 方法 . 利用 余子 式 
展开 或 在 3.1 节 习 题 15~18 前 给 出 的 3x3 行列 式 的 
特殊 公式 求 矩 阵 的 特征 多 项 式 . ( 提示 : 只 用 行 变换 
求 3x3 矩阵 的 特征 多 项 式 不 简便 ,因为 涉及 变量 4. ) 


1 0 ~-l 0 3 1 
9. |2 3 -1 10. |3 0 2 
0 6 0 1 2 0 
4 0 0 -L 0 1 
和 12 了 
-2 0 2 0 0 2 
6 -2 0 5 -2 3 
四 14. I0 1 0 
5 8 3 6 7 -2 
写 出 习题 15~17 中 和 矩阵 的 特征 值 ,特征 值 按 其 
重 数 重复 写 出 . 
4 -7 0 2 5 000 
1s 10 374 6 io |8 -4400 
0 0 3 -8 0 710 
0 0 0 1 1 -5 2 1 
3 00 00 
-5 10 00 
17. | 3 8 0 00 
0 -7 2 1 0 


-4 19 -23 
18. 能 够 证 明 特 征 值 4 的 代数 重 数 大 于 或 等 于 其 特 
征 空间 的 维 数 . 求 下 面 矩 阵 4 中 的 刀 ， 使 全 5 


的 特征 空间 是 2 维 的 . 
5 -2 6 -1 
0 3 0 
A= 
0 05 4 
0 00 1 


19. 设 4 是 mxn 和 矩阵 ， 并 假设 4 有 个 实 特征 值 
1，……, 九 ， 特 征 值 按 其 重 数 重 复 ， 因 此 
det(A—A1)= (mA 一 4 (如 一人) 
请 解释 为 什么 det4) = 浆 : 罗 … 和 九 〈 此 结果 对 有 
复 特征 值 的 方 阵 仍 然 成 立 ) . 
20. 利用 行列 式 的 性 质证 明 4 和 4: 有 相同 的 特征 
多 项 式 . 


在 习题 21 和 习题 22 中, A 和 B 是 nxn 和 矩阵 ， 

判断 每 一 命题 的 真 假 ， 并 验证 答案 . 
21. a，h 的 行列 式 值 等 于 其 对 角 线 上 元 素 的 乘积 . 
b. 对 4 作 初 等 行 变换 不 会 改变 4 的 行列 式 值 . 
c. (det A)(det B)= det AB. 
d. 若 1+5 是 4 的 特征 多 项 式 的 因子 , 则 5 是 
4 的 特征 值 . 
22，a，4 为 3x3 矩阵 , 其 列 为 qi,a2,a; , 则 det4 等 
于 由 ai,az,as 生成 的 平行 六 面体 的 体积 . 
b. detA' =(-l)detA. 
ch 的 特征 方程 的 根 r 的 重 数 称 为 特征 值 + 
的 代数 重 数 . 

d. 对 4 作 行 替换 不 会 改变 其 特征 值 . 

一 个 广泛 用 来 估计 一 般 抢 阵 4 的 特征 值 的 方 
法 是 QR 算法. 在 适当 的 条 件 下 ， 该 算法 产生 一 个 
矩阵 序列 , 序列 中 的 矩阵 全 部 相似 于 4, 和 矩阵 几乎 
是 土 三 角 的 ,并 且 主 对 角 线 土 的 元 素 近 似 于 4 的 特 
征 值 . 主要 思想 是 把 4 (或 另 一 个 相似 于 4 的 矩 


阵 ) 分 解 为 A = QR， 这 里 CO = O07 ， 而 玉 是 上 三 
角 和 矩阵 . 将 Qj 与 Rj 交换 后 形成 4=RG， 4 又 被 
分 解 为 上 = (CR ， 然后 令 A, = R20, ， 一 直 做 下 去 . 


由 习题 23 的 结论 知 ， 4,4,… 是 相似 的 . 

23. 证 明 ， 假 如 4=COR ，Q 可 逆 ， 则 4 相似 于 
A =RO. 

24. 证 明 ,， 若 4 和 B 相似 ， 则 det A=detB. 
, 0.6 0.3 3/7 0.5] ,、 

人 设 4-|04 | ( 注意: 
4 是 4.9 节 例 5 中 研究 的 随机 和 矩阵 ) . 
a, 求 慌 ?的 一 个 基 , 基 由 v 和 4 的 男 一 个 特征 

向 量 组 成 . 

b. 证 明 x6o 可 以 写成 xo =v +cv，. 
c. 定义 x = A*xo,k=1,2,… ,证 明 当 大 增 大 时 ， 


Xi 一 >》 71 ， 


a pb 
26. 设 4= 
: d 


式 (1) 证 明 detA=ad--bc, 考虑 az0 和 a=0 


， 用 本 节 给 出 的 计算 行列 式 的 公 
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两 种 情况 . 矩阵 和 计算 结果 . 
0.5 0.2 0.3 0.3 | 29. [Mj] 构造 一 个 随机 4x4 整数 值 矩阵 4. 
27. 设 4=|0.3 0.8 lsh | a. 不 用 售 乘 将 4 化 简 为 阶梯 形 和 矩阵 辟 ,用 ( 例 
02 0 04 0.1 “ 2 前 的 )( 1) 式 中 的 避 计 算 det4. (假如 A 


| 是 奇异 的 ， 重 新 构造 -~ 个 随机 矩阵 再 做 . ) 


b. 计算 4 的 特征 值 和 特征 值 的 乘积 ( 尽 可 能 
精确 ) . 

c. 与 出 矩阵 4 ， 精 确 到 三 位 小 数 ， 写 出 U 的 
主 元 和 4 的 特征 值 ,用 和 矩阵 程序 计算 det 4 ， 
并 将 结果 与 (a ) 和 (b) 得 到 的 乘积 进行 
比较 . 


V3 二 


—] 
0 1,w = 
1 1 


a. 证 明 yi,v,,v; 是 4 的 特征 向 量 . ( 注意: 4 是 
4.9 节 例 3 中 的 随机 矩阵. ) 

b. 设 xo 是 屎 "中 的 任 一 向 量 ， 其 所 有 分 量 非 
人 负 ， 且 分 量 和 为 1 (在 4.9 节 ，xo 被 称 为 概 
率 向 量 ) . 解释 为 什么 存在 常数 ,cc 使 


. -6 28 21 
得 xo=cwit+cezvz+c3y3. 计算 wrxo, 并 推断 30. [Mj] 设 4=| 4 -15 -12|， 对 a 取 集 合 {32 
ci 三 1 . —8 a 25 
c. 对 (b ) 中 的 xo ,定义 x = A*xo,k=1,2,…, 证 31.9,31.8, 32.1, 32.2} 中 的 每 一 个 值 , 计算 4 的 
明 当 类 增 大 时 ，x 一 站. 特征 多 项 式 和 特征 值 , 并 画 出 相应 的 特征 多 项 
28. 【Mj 构造 一 个 随机 的 4x4 整数 值 矩 阵 4 ， 并 验 式 plD)=det(4- 太 在 0O<rg3 的 图 . 有 可 能 的 
证 4 和 4: 有 相同 的 特征 多 项 式 ( 相同 的 特征 话 , 在 同一 个 坐标 系 中 画 出 所 有 的 图 形 ， 能 否 
值 和 相同 的 特征 值 重 数 ) ， 4 和 47 有 相同 的 从 图 中 看 出 特征 值 怎样 随 a 的 变化 而 变化 ， 
特征 向 量 吗 ” 对 5x5 矩阵 作 同 样 的 分 析 , 写 出 
练习 题 答案 
特征 方程 是 
1-4 -4 
| 4 A 


=(1-4) (2-4)—(-4) (4)=42-314+18 
解 方程 、 求 得 


4 = 3 土 V(-3) — 4(18) _ 3 土 V-63 
2 2 


很 明显 ， 特 征 方程 没有 实数 解 ， 故 没有 实 的 特征 值 . 这 样 就 不 存在 下 "的 非 零 向 量 ， 和 实数 1 使 得 Ay = 各 
成 立 . 


5.3 对 角 化 


住 很 多 情况 下 ， 从 分 解 式 4= PDP- ， 我 们 能 够 了 解 到 有 关 和 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 的 
信息 . 本 节 , 我 们 利用 分 解 式 在 k 较 大 时 能 快速 计算 4 ， 这 是 线性 代数 中 某 些 应 用 的 基本 思想 . 
入 后 ， 在 5.6 和 5.7 节 ， 分 解 式 被 用 来 分 析 ( 解 耦 ) 动力 系统 . 


MAMNAMAATY 


分 解 式 中 的 刀 代 表 对 角 和 矩阵 ， 很 容易 计算 出 忆 的 确 . 


5 0 ，[5 01f5 ol fs 0 
例 1 着 D=|。 .uD -| | 1 -| 


PP-pnpz-|50 5 0|I5 0 
0 3||0 3 0 3- 


一 般 有 


若 A4= PDP”"， 其 中 P 为 可 逆 矩 阵 ，D 为 对 角 和 矩阵 ， 那 么 44 的 计算 也 很 简单 ， 见 下 例 . 
7 2 1 1 5 0 
1 一 给 一 -1 二 二 ， 4 
例 2 设 4 攻 | 定 4= PDP"，, 其 中 PP | 1? 1; | 计算 4 
解 ” 由 2x2 矩阵 的 逆 和 矩阵 的 标准 公式 得 


, 2 | 
p 一 
-1 -l 
然后 ， 结 合 和 矩阵 乘法 ,得 
A’ = (PDP™' (PDP™') = PD(P"'P) DP- = PDDP”' 
7 


1 11T5$ 0 2 1 
hi -| | i; | | 了 


A’ = (PDP"')A’? =(PDP-DPD2P- = PDD2P- = PDsP- 
人 
i 


A* 一 PD':P'! 一 1 1 5 0 2 1 
-1 -2||0 3°1|-1 -1 


| 2.5° -3 5*—3* 
2.3: -2. 和 4 2.3:*~5t 


同 理 ， 


一 般 对 kk>1， 有 


如 果 方 阵 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 即 存在 可 逆 和 矩阵 P 和 对 角 和 矩阵 D， 有 A= PDP-， 则 称 4 可 


对 角 化 .下 一 个 定理 给 出 了 可 对 角 化 矩阵 的 特征 ， 并 告诉 我 们 如 何 去 建 立 合适 的 分 解 式 . 


定理 5 (对 角 化 定理 ) 
nxn 纶 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


事实 上 ，4= PDP"'，DD 为 对 角 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 忆 的 列 向 量 是 和 A 的 nn 个 线性 无 关 的 


特征 向 量 . 此 时 ， 姜 的 主 对 角 线 上 的 元 素 分 别 是 4 的 对 应 于 尸 中 特征 向 量 的 特征 值 . 


换 句 话说 ，4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 有 足够 的 特征 向 量 形成 RR" 的 基 , 我 们 称 这 样 的 基 


为 特征 向 量 基 . 
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证 育 先 看 到 , 寿 己 是 列 为 站 的 任 一 nxpn 和 矩阵， 刀 是 对 角 线 元 素 为 必 …, 思 的 对 角 和 撼 
阵 ， 那 么 


AP=Ay, pp … vj=[Ay: Avy, ::. 4 ] (1) 
而 
A 0. 0 
PD=P “ 加 =[Nvp, Nv, … Nv (2) 
0 0 .和 
现 假设 4 可 对 角 化 且 4= PDP"'*， 用 PP 右 乘 等 式 两 边 ， 则 有 AP=PD. 此 时 , 由 (1) 和 (2) 得 
[Av, 4p … Avi]=[Nv, Vv, 和，] (3) 
由 列 相 等 ， 有 
4 = Ny, Av, = Nr, Ap, = Ny, (4) 


因为 P 可 逆 ， 故 PP 的 列 y…,v, 必 定 线性 无 关 . 同样 ， 因 为 这 些 yp…,v, 非 零 ,， (4 ) 表示 友和 
是 特征 值 ，y,,…,v, 是 相应 的 特征 向 量 . 这 就 证 明了 定理 中 第 一 , 第 二 和 随后 的 第 三 个 命题 的 必 
要 性 . 

最 后 ,给 定 任意 个 特征 向 量 y,,…,v, ， 用 它们 作为 矩阵 P 的 列 ， 并 用 相应 的 特征 值 来 构造 
年 阵 D， 由 ( 1) ~(3), 等 式 A4P = PD 成 立 而 不 需要 特征 向 量 有 任何 条 件 . 若 特 征 向 量 是 线性 无 
关 的 ， 则 P 是 可 逆 的 ( 由 可 逆 和 矩阵 定理 )， 由 AP= PD 可 推出 4 = PDP-!. 及 


和 矩 阵 的 对 角 化 
例 3 可 能 的 话 ， 将 下 面 矩 阵 对 角 化 


1 3 3 
4=|-3 -3 -3 
3 3 1 


即 求 可 逆 矩阵 P 和 对 角 和 矩阵 DD ， 使 得 A = PDP-'. 

解 ” 对 角 化 工作 可 分 为 4 步 来 完成 . 

第 1 步 求 出 4 的 特征 值 . 在 5.2 节 曾 提 到 ， 在 矩阵 的 规模 大 于 2x2 时 ， 可 借用 计算 机 求 特 
征 值 ， 为 避免 分 心 ， 本 书 将 会 提供 这 一 步 的 内 容 . 现在 的 特征 方程 是 一 个 3 次 多 项 式 ， 可 分 解 为 : 
0=det(4A—41)=-1’ -312+4 

=—(A4-DA+2) 

特征 值 是 1=1 和 414=-2. 

第 2 步 求 4 的 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 因为 4 是 3x3 的 ， 故 需要 3 个 向 量 . 这 一 步 很 
关键 ， 如 果 找 不 到 这 3 个 向 量 , 那么 由 定理 5，A 就 不 能 对 角 化 . 用 5.1 节 的 方法 可 求 出 每 一 特 
征 空间 的 基 : 

l 
| 
1 


对 于 14=1 的 基 是 : Vi 一 


并 和 古 盆 与 祥 太 向 本 283 
| 
0 
] 


一 
] 
0 


对 于 和 .= 一 2 的 基 是 : vy, = 和 v3 = 


你 可 以 验证 {v1,vy,v;] 是 线性 无 关 的 . 
第 3 步 ”用 第 2 步 得 到 的 向 量 构造 矩阵 P. 向 量 的 次 序 不 重要 ， 用 第 2 步 选 择 的 次 序 ， 形 成 
1 -1 -1 
-1 1 0 
1 0 1 
第 4 步 ”用 对 应 的 特征 值 构 造 矩 阵 D. 构造 D 时 ， 特 征 值 的 次 序 必须 和 甜 阵 P 选择 的 特征 
向 量 的 次 序 一 致 . 对 应 4=-2 的 特征 向 量 有 2 个 ， 特 征 值 4=-2 要 出 现 2 次 : 
1 0 0 
0 -2 0 
0 0 -2 
验证 所 找 的 PP 和 D 是 否 正确 是 一 个 好 的 习惯 ,为 避免 计算 P” ， 可 简单 验证 A4P=PD， 这 
等 价 于 当 P 可 道 时 A4= PDP"'. (但 必须 确认 PP 是 可 逆 的 ! ) 我 们 计算 


p=[y y2 v3| = 


D= 


1 3 31T1 -1 -1 1 2 2 
AP=|-3 -5 -3||-1 1 0|l=|-!1 -2 0 
3 3 1|l|1 0 1 1 0 -2 
1 -1 -UHF 0 0 Ff: 2 2 
PD=|-1 1 0lio -2 0l=I-1 -2 0 图 
1 0 1llo 0 -2| |1 0 -2 
例 4 可 能 的 话 ， 将 下 面 的 矩阵 4 对 角 化 : 
2 4 3 
A=|-4 -6 -3 
3 3 1 


解 4 的 特征 方程 与 例 3 的 完全 一 样 : 
0=det(4-47)=-1 -34+4=-(A- DA+2) 


特征 值 是 4=1 和 4=-2. 但 当 我 们 找 特征 向 量 时 ， 发 现 每 一 特征 空间 仅 是 一 维 的 . 


对 于 4=1 的 特征 问 量 : vy = 


1 
0 


没有 其 他 的 特征 向 量 了 ，4 的 每 个 特征 向 量 都 是 w 或 六 的 倍数 . 因此 不 可 能 利用 4 的 特征 向 量 


对 于 4=-2 的 特征 向 量 : V2 = 
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7 


来 构造 出 及 的 基 . 由 定理 S，4 不 能 对 角 化 . 国 
以 下 定理 为 矩阵 可 对 角 化 提供 了 充分 条 件 . 


定理 6 ”有关 个 相 异 特征 值 的 mx 给 阵 可 对 角 化 . 

证 ” 设 w,…,， 是 矩阵 4 对 应 于 个 相 异 特征 值 的 特征 向 量 ,由 5.1 节 定 理 2，{fw，……z} 是 
线性 无 关 的 ， 因 此 ,由 定理 $,， 4 可 对 角 化 . 图 

不 过 ，nxn 和 矩阵 并 不 需要 有 个 相 异 特征 值 才 可 对 角 化 . 例 3 的 3x3 和 矩阵 尽管 只 有 2 个 相 
异 的 特征 值 ， 但 它 是 可 对 角 化 的 . 

例 5 确定 下 列 和 矩阵 能 否 对 角 化 : 


5 -8 1 
4=|0 0 7 
0 0 -2 
解 ” 很 容易 判断 矩阵 4 可 对 角 化 .因为 4 是 三 角 和 矩阵 ， 其 特征 值 显然 是 5，0 和 -2， 有 三 个 
相 异 的 特征 值 , 故 4 可 对 角 化 . 图 
特征 值 不 是 都 相 异 的 矩阵 


如 果 nxn 和 矩阵 A4 有 nn 个 相 异 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 y.…,v, ， 如 果 记 P=[Ey，… vj]， 
那么 由 定理 2，P 的 列 是 线性 无 关 的 ， 自 然 P 是 可 道 的 . 当 & 可 对 角 化 ,但 4 相 异 的 特征 值 的 
个 数 少 于 nn 时 ， 我们 仍 可 以 用 以 下 定理 给 出 的 方法 来 构造 可 道 和 矩阵 P“. 

定理 7 设 A 是 nxn 短 阵 ， 其 相 骨 的 特征 值 是 久 ,...,4，. 

a. 对 于 1<k< pp, 的 特征 空间 的 维 数 小 于 或 等 于 多 的 代数 重 数 . 

b. 算 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 所 有 不 同 特征 空间 的 维 数 之 和 为 n. 即 每 个 。 的 特 

空间 的 维 数 等 于 的 代数 重 数 . 

c. 若 A 可 对 角 化 ，B. 是 对 应 于 多 的 特征 空间 的 基 ， 那 么 ， 集 合 记 ,…,6, 中 所 有 向 量 的 集 

合 是 耻 " 的 特征 向 量 基 . 


例 6 可 能 的 话 ， 将 下 列 矩 阵 对 角 化 . 


解 4A 是 三 角 和 矩阵 , 特征 值 是 =5 和 4=-3, 重 数 都 是 2. 利用 5.1 节 的 方法 , 我 们 求 出 每 
个 特征 空间 的 基 . 


〇 定理 7 的 证 明 有 点 长 但 不 难 , 可 看 S.Friedberg, A. Insel, and L.Spence, Linear Algebra, 3rd ed.( Englewood Cliffs,NJ: 
Prentice-Hall,1997 ) , pp. 234-238. 
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一 一 LO 
4 4 
对 应 和 =5 的 特征 问 量 : ”=| | 和 v, = 0 
0 ] 
0 0 
。 0 0 
对 应 4=-3 的 特征 向 量 : V3 二 ] 和 和 v4 = 0 
0 1 


由 定理 7, 向 量 集 合 fw ,由 } 是 线性 无 关 的 , 故 忆 =[w … 是 可 逆 的 , 且 有 4=PDP-， 
其 中 


-8 -1l6 0 0 SS00 0 
4 4 0 0 0 5 0 
P= , D= 加 
1 0 1 0 0 0 -3 0 
0 1 0 1 00 0 -3 
练习 题 
4 -3 、， ， ， 
1. A= ， “月. A ， 
b 时 计算 


2 及 4-| ?lili 若 已 知 灵 和 vy, 是 4 的 特征 向 量 ， 将 4 对 角 化 


3. 设 4x4 矩阵 4 的 特征 值 是 5，3 和 -2， 并 且 已 知 对 应 和 =3 的 特征 空间 是 2 维 的 ， 你 能 否 判 断 4 是 可 
对 角 化 的 ” 


习题 5.3 
在 习题 1 和 习题 2 中 , 设 4= PDP- ,计算 44. 2 2 1 
5. |1 3 1 
1 2 2 


; | k | 

] . P= ,DD= 
2 3 0 1 
) p-|2 3 plL 0 1 1 21f5 0 0lf1/4 412 14 
5 10 v2 -|1 0 -lo 1 0|l1/4 1/2 -3/4 
在 习题 3 和 习题 4 中 .利用 分 解 式 A=PDP-! ， 1 -1 0llo 0 11|1/4 -1/2 1/4 
计算 4 、 大 为 正 整 数 ， 4 0 -2 

2 5 

0 0 


[i ol fe | 


4 [2 213 41f2 off-! 4 -20 -1][s5 0 olfoo0 1 
-1 Sj 1llo Ll1 -3 =|01 2|lI0 5 0l|21 4 
在 习题 5 和 习题 6 中 ,和 矩阵 4 被 分 解 为 PDP-， 10 0|[0 0 4||-1 0 -2 


利用 对 角 化 定理 求 4 的 特征 值 和 每 个 特征 空间 可 能 的 话 ， 将 习题 7~20 的 矩阵 对 角 化 ， 习 题 
的 基 . 11~16 的 特征 值 是 : ( 11 ) 4=1,2,3; (12) A4=2,8; 
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(13) A=5,]: (14) A=5,4: (15) A=3,1 (16) 
4=2,1 .习题 18 的 一 个 特征 值 是 和 =5 ， 一 个 特征 
向 量 是 ( -2,1,2 ) . 


"ld bb 
i 


2 2 一 4 一 2 
13 1 3 1 ] 4. 4 
-1 -2 2 0 5 
7 4 16 0 4 -6 
15 | 5 : 16. - 0 3 
-2 -2 -5 1 2 5 
4 0 0 -7 -16 4 
17. | 4 "| 18. : 13 | 
0 0 5 12 16 1 
9 -3 0 9 400 0 
19 3 1 -2 20 040 0 
0 0 2 0 002 0 
0 00 2 1] 0 0 2 


在 习题 21 和 习题 22 中 , 4,B8,P 和 DD 是 nxn 甜 
阵 ， 标 出 每 个 命题 的 真 假 ,证 明 你 的 答案 ( 在 做 这 些 
习题 之 前 先 仔细 研读 定理 5 和 定理 6 及 本 节 的 例子 ) 
21. a. 若 存 在 矩阵 D 和 可 道 和 矩阵 尸 使 4=PDP-1! 成 
立 ， 则 4 可 对 角 化 . 
b. 若 RR* 有 4 的 特征 向 量 基 ， 则 4 可 对 角 化 . 
c. 4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 A4 有 n 个 特 
征 值 ， 算 上 重 数 . 
d. 若 4 可 对 角 化 ， 则 4 是 可 道 的 . 
22. a. 看 4 有 半 个 特征 向 量 ， 则 4 可 对 角 化 . 
b. 者 A 可 对 角 化 ， 则 4 有 nn 个 相 异 的 特征 值 . 
c. 行 4P=PD ，DD 为 对 角 和 矩阵 ， 那 么 PP 的 非 
零 列 必定 是 4 的 特征 向 量 . 
d. 若 A 可 逆 ， 则 4 可 对 角 化 . 
23. 5x5 和 矩阵 4 有 2 个 特征 值 ， 一 个 特征 空间 是 3 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


31. 


32. 


维 的 ， 另 一 个 特征 空间 是 2 维 的 ，A 可 对 角 化 
否 ? 为 什么 ? 

3x3 矩阵 A4 有 2 个 特征 值 ， 每 个 特征 空间 是 1 
维 的 ，4 可 对 角 化 否 ? 为什么? 

4x4 和 矩阵 4 有 3 个 特征 值 ， 有 一 个 特征 空间 为 
1 维 ， 其 他 特征 空间 之 一 是 2 维 的 ，4 是 否 可 
对 角 化 ? 说 明理 由 . 

7x7 矩阵 4 有 3 个 特征 值 ， 一 个 特征 空间 是 2 
维 的 ,其 他 特征 空间 之 一 是 3 维 的 ，4 是 否 不 
可 对 角 化 ? 说 明理 由 . 

证 明 ， 者 4 可 对 角 化 且 可 道 ， 则 4-! 亦 可 对 角 
化 . 

证 明 , 若 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 47 
也 及 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .，( 提示 : 用 对 
角 化 定理 . ) 

分 解 式 4= PDP- 不 是 惟一 的 ， 用 例 2 的 和 矩阵 
4 来 证 实 这 -事实 苦 p-|。 ;| 利用 例 2 
的 结果 求 矩 阵 召 ， 使 得 A4= PDP-. 


. 对 例 2 的 4 和 DD, 求 不 等 于 尸 的 可 逆 和 矩阵 己 ， 


使 得 A4=BDP7. 
构造 一 个 非 零 的 2x2 可 道 但 不 可 对 角 化 的 抵 
阵 


构造 一 个 不 是 对 角 阵 的 2x2 可 对 角 化 但 不 可 
逆 的 矩阵 . 
[Mj] 将 习题 33~36 的 和 矩阵 对 角 化 , 先 用 和 矩阵 程 


序 的 特征 值 命令 求 特征 值 , 然后 用 5.1 节 的 方法 找 


出 特征 空间 的 基 . 
-6 40 91 
-3 0156 

33. | -1 -2 10 
-4 40 7 
013 8 4 
49 8 4 

"4 8 6 12 $8 
0 5 0 -4 
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ll -6 4 -0 -4 
一 3 3 一 2 4 1 


= 
jk 
i 
[i 
| 
让 ww 
[Bw 


35. |-8 12 -3 12 4 36. 12 11 2 二 
1 6 -2 3 -l 20 10 10 -6 
8 -18 8 -14 -1 15 28 14 5 -3 
练习 题 答 案 


1，det(4-41 = 和 -34+2=(4-2)4-D ， 特 征 值 是 2 和 . 1， 对 应 的 特征 向 量 是 w=| | 和 =| || 然后 


构造 p= -| =| | 由 4=PDP-"， 得 


， Ll | 3? "| 1 | | | 中 中 | 3 聊 | 
A PDP 三 一 一 
2 1 lo ll-2 3| 12 40 1||-2 3| [510 -509 
、 [=3 121[31 [31 [=3 2121 .61 


显然 ， 六 和 请 分 别 是 特征 值 1 和 3 对 应 的 特征 向 量 ， 因 此 4= PDP”， 这 里 


3 2 1 0 

r= i | 
3， A 可 对 角 化 ， 对 应 和 =3 的 特征 空间 有 一 个 基 {vi,v;}. 此 外 ， 对 应 和 =5 和 =--2 各 取 一 个 特征 癌 量 ， 
记 为 由 和 上 ， 则 fw 是 线性 无 关 的 . 由 定理 7， 4 可 对 角 化 . 因为 向 量 全 属于 及 ， 耻 的 基 包 含 


的 向 量 个 数 不 超 过 4， 故 对 应 于 4=$ 和 14=-2 的 特征 空间 都 是 上 维 的 . 
5.4 特征 向 量 与 线性 变换 


在 本 节 ， 我 们 将 矩阵 分 解 4= PDP” 理解 为 线性 变换 . 我 们 还 将 看 到 变换 xF> 4xr 实质 上 是 
简单 的 映射 n -> Du， 即使 DD 不 是 对 角 和 矩阵 时 ， 对 和 矩阵 4 和 DD 仍 有 相似 的 解释 . 

在 1.9 节 曾 讲 到 ， 任 意 一 个 从 民 " 到 及 "的 线性 变换 了 可 通过 左 乘 和 矩阵 4 来 实现 ， 和 矩阵 A 称 
为 了 的 标准 矩阵 . 现在 ， 我们 对 两 个 有 限 维 向 量 空间 之 间 的 线性 变换 也 作 同 样 的 描述 . 


线性 变换 的 矩阵 


设 V 是 nn 维 向 量 空间 ，W 是 mm 维 向 量 空间 ,TT 是 V 到 W 的 线性 变换 . 为 了 把 了 与 矩阵 相 联 
系 ， 我 们 指定 8 和 C 分 别 是 V 和 W 的 基 . 

若 xeV ， 坐 标 向 量 [xjse RR"， x 的 像 T(x) 的 坐标 向 量 [T(x)]c € 民 ”， 见 图 5-6. 

容易 找 出 [xjs 和 [T(x)j 之 间 的 关系 . 设 V 的 基 8 是 {B…,b,} . 荐 x=nbi+…+r,b,， 则 
n 


[xjs 一 


hh 


因为 了 是 线性 的 ， 故 


2688 


T(x)=T(nb, +**+nb,)=nT(D)+:…+nT(b,) 
利用 W 的 基 C ， 可 以 用 C- 坐 标 向 量 来 改写 (1): 
[T(x)Jec =n[T(b)Je +***+ nr [Tb,)Je 


图 5-6 V 到 W 的 线性 变换 


因为 这 些 C- 坐 标 回 量 都 属于 了 及" ， 向 量 等 式 (2) 可 以 写 为 矩阵 等 式 
[FTCx)jec =MLxjs 
其 中 
M =[[T(b)Je [TC(b,)e 1 [Tb,)Je] 
矩阵 M 是 7 的 和 矩阵 表示 ， 称 为 了 相对 于 基 0B 和 C 的 矩阵， 见 图 5-7. 


了 


T(x) 


[xj 一 一 一 一 一 一 


图 5-7 


等 式 (3 ) 表明 ， 就 坐标 向 量 而 言 ，T 对 x 的 作用 相当 于 用 和 矩阵 M 左 乘 x. 

例 1 设 8={b,b,} 是 V 的 基 ，C={ci,cs,c;} 是 W 的 基 .T 是 V 王 W 的 线性 变换 ， 
T(b)=3c1—2c;+5c3, T(b,)=4c1+7c, -ce 

求 了 相对 于 基 B 和 C 的 矩阵 M . 

解 ”b, 和 b, 的 像 的 C- 坐 标 向 量 是 


3 4 
[T(b)je =| -2 |， [T(by)ls =| 7 
7 


谍 5 茧 


(1) 


(2.) 


(4) 
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如 果 B 和 C 是 同一 空间 V 的 基 ,， 7 是 线性 变换 T(x)=x,xeV ， 那么 (4) 中 的 矩阵 M 正好 是 
坐标 变换 矩阵 ( 见 4.7 节 ) . 


Y 到 Y 的 线性 变换 
当 W =V,C=B8 时 , (4 ) 中 的 MM 称 为 了 相对 于 如 的 矩阵 , 或 简称 为 了 的 如 -和 矩阵 , 记 为 [Ts ， 


见 图 5-8. 


站 I T(x) 


[zj 一 T(x)] 
乘 以 [7 ， 


图 5-8 


V 一 Y 的 线性 变换 T 的 8- 矩阵 对 所 有 V 中 的 zx， 有 
[T(x)js =[T JsLxjs (5) 
例 2 了 PP, 一 了 的 映射 7 ; T(ao+at+asf*)=al+2azt 是 线性 变换 . (学 过 微 积 分 的 学 生 知道 
7 是 微分 算 子 .) 
a， 当 基 B86={1,t,tf"} 时 , 求 T 的 8- 和 矩阵 . 
b. 对 巴 中 的 每 个 p， 验 证 [T(p)js =[T]sLpjs. 
解 a. 计算 基 疝 量 的 像 
T()=0 零 多 项 式 
T(t)=1 值 恒 为 1 的 多 项 式 
T(t°)= 2 
然后 写 出 TO),T(0),T(7°) 的 8 坐标 (本 例 通过 观察 可 以 得 到 )， 把 它们 放 在 一 起 组 成 7 的 矩阵 : 


0 1 0 
[TO)]s =|0|， [7(OD)js 一 ， [T(E )]s 上 
0 0 0 

0 1 0 

[Tjs=|0 0 

0 0 0 


b. 对 一 般 的 多 项 式 p(1) =co+awt+azt ， 我 们 有 


0 


0 1 0 la 
=|0 0 2|1a |= [TjsLpjs 
0 0 0ila, 


A 
[T(p)ls 一 [a 十 pA 二 加 
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见 图 5-9. 


图 5-9 线性 变换 的 矩阵 表示 


了 R “上 的 线性 变换 


在 涉及 R" 的 应 用 问题 中 ， 线 性 变换 首先 表现 为 一 个 矩阵 变换 x Fy x. 假设 4 是 可 对 角 化 
的 ,那么 存在 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 R" 的 基 . 此 时 , 下面 的 定理 8 表明 T 的 -矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 
:这样 ， 把 4 对 角 化 相当 于 找到 变换 x Fy hx 的 对 角 和 矩阵 表示 . 

定理 8 (对 角 和 矩阵 表示 ) 

设 A=PDP” ,其 中 中 为 nxn 对 角 和 矩阵 ,车 民 "的 基 B 由 忆 的 列 向 量 组 成 ,那么 妃 是 变换 x 上 Ax 
的 B- 和 矩阵 . 

证 记 P 的 列 向 量 为 b…,b,, 则 有 B={b,…,b,},P=[b…b,]. 此 时 ，P 是 4.4 节 中 讨论 过 


的 坐标 变换 和 矩阵 Pp ， 其 中 
Plxjs =x 和 [xjs =P'x 
坷 xe 恨 ",T(x)= Ax ， 那 么 


[Tjs =[[7T(b)]s:…[T(b, )]s] 由 [7]s 的 定义 
=[ [Ab, Js:…LAb, Js] 由 T(x)= Ax 
=[P 'Ab,.… PAb,] 坐标 变换 (6) 
=P™ Alb,.…b,] 矩阵 乘法 
=P"AP 
由 A= PDP™, 我们 有 [Tj]s =P"'AP=D. 页 


例 3 这 4-| 了 中 到 一 本 的 变换 T:TCD= Ar 求 R* 的 一 个 基 ， 使 得 T 的 8- 矩阵 


是 对 角 和 矩阵 . 
解 由 5.3 节 的 例 2， 我 们 知道 4= PDP-: ， 其 中 


rl ob 9 
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P 的 列 向 量 , 记 为 b 和 6b, ， 是 4 的 特征 向 量 ,由 定理 8, 车 取 68={b,b} , 则 D 是 TT 的 8- 矩阵 . 
映射 x hx 和 wp Du 描述 的 是 相对 于 不 同 基 的 同一 个 线性 变换 , 国 


和 矩阵 表示 的 相似 性 


定理 8 的 证 明 并 没有 用 到 刀 是 对 角 和 抢 阵 这 一 事实 . 因此 ， 车 4 相似 于 C ， 即 有 4 = PCP- ， 
如 果 B8 由 P 的 列 向 量 组 成 ， 则 C 是 变换 x hx 的 8- 和 矩阵 . 分 解 4= PCP- 如 图 5-10 所 示 . 


乘 以 4 
乘 以 PP 乘 以 己 


[x] 一 
乘 以 C [Axls 


图 5-10 ”两 个 矩阵 表示 的 相似 性 A = PCP-1i 


相反 ， 者 了 及" 一 疏 " 的 变换 7T:T(z)=4xr ,而 8 是 恨 ' 的 任意 一 个 基 ， 那么 T 的 8- 和 矩阵 相似 
于 4 .其 实 ,在 式 (6 ) 的 计算 中 已 经 证 明 车 P 是 以 8 的 向 量 作为 列 构 成 的 矩阵 ,那么 [T]s = P-1AP. 
因此 ， 所 有 相似 于 4 的 矩阵 的 集合 与 变换 x 卢 hx 的 所 有 和 矩阵 表示 的 集合 是 同一 集合 . 

例 4 有 4-|。 引 5 -| -| 4 的 特征 多 项 式 是 (4+2)?, 但 特征 值 -2 的 特征 
空间 只 是 一 维 的 , 因此 4 是 不 可 以 对 角 化 的 . 但 是 ， 有 一 组 基 B86 ={ b,5b;} 能 够 使 得 变换 x -> Ax 
的 8- 矩阵 是 三 角 和 矩阵 ， 称 为 4 的 约 当 形 .? 求 4 的 8- 和 矩阵 . 

解 ” 如 果 P=[b，6b]， 则 8- 和 矩阵 是 P-L4P， 计 算 


“ls zo) -| 
ce jls oo 


注意 4 的 特征 值 在 对 角 线 上 . 图 


数值 计算 的 注解 ”计算 B- 算 阵 P-4P 的 一 个 有 效 方法 是 先 计算 4P， 然 后 用 行 变 换 将 
增 广 矩阵 [P APj] 化 为 [I P-4P]， 这样 就 不 需要 单独 计算 P-L 了, 见 2.2 节 的 习题 12. 
练习 题 
3 4 0 
0 5 -l 
1 -2 7 


2. 设 4,B8,C 是 nxn 和 矩阵 , 我 们 已 经 知道 车 4 相似 于 B ,那么 B 亦 相似 于 A， 这 个 性 质 和 下 面 的 结论 说 明 


1. 假设 7 是 P 到 PB 的 线性 变换 ， 相 对 于 基 忆 ={1,1,1*} 的 矩阵 是 [T], = ， 求 T(ao + at+azf2) ， 


〇 ”每 个 方 阵 都 与 一 个 车 尔 当 型 矩阵 相似 . 可 以 导出 若 尔 当 型 的 基 包 含有 4 的 特征 向 量 和 所 谓 的 “推广 的 特征 向 量 *， 见 
B.Nobel 和 J.W.Daniel 合 写 的 Applied Linear Algebra,3rd ed. ( Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall,1988 ) 第 9 章 . 
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免 了 代 


“相似 ”是 等 价 关系 .( 行 等 价 是 等 价 关 系 的 另 一 个 例子 . ) 证 明 (a) 和 (bl) . 


a、4 相 似 于 4. 


b. 车 4 相似 于 B，B 相似 于 C ， 那么 4 相似 于 C. 


习题 5.4 


1. 设 B={6.,b,,b;} 和 也 =fd,d} 分 别 是 向 量 空间 V 

和 W 的 基 ，T:V 一 W 是 线性 变换 ， 
T(b)=3d;—5d;,,T(b,)= di +6d,,T(b,)= 4d， 
求 了 相对 于 如 和 也 的 矩阵 . 

2. 设 DD={di,d;} 和 B={6b,b} 分 别 是 向 量 空间 V 

和 W 的 基 ，T:V ->W 是 线性 变换 ， 
T(di)=2b,— 3b,, T(d,)=—4b, + 5b, 
求 工 相对 于 DD 和 8 的 矩阵 . 

3. 设 £={ ei,ez,e3} 是 民 的 标准 基 ， B={b,b,,b;} 
是 向 量 空间 V 的 基 ，7T:R’ 一 V 是 线性 变换 ， 
T(xi,X2,X3) = x3 — XB (x+ nb + (x ~ x )b, 

a. 计算 Tle),T(e,),T(e;). 
b. 计算 [Tl(ei)]s,lT(e,)js,[T(e,))s ， 
c. 求 T 相对 于 E 和 8B8 的 矩阵 . 

4. 设 8={b,b,b,} 是 向 量 空 间 V 的 基 ,_T:V 一 RR? 
是 线性 变换 . 

T(xibi + 5 + x3bs) = + ™ 
—X2 + 3X3 
求 了 相对 于 如 和 恨 : 的 标准 基 的 矩阵 . 

5. 设 了 :了 杷 一 耳 是 将 多 项 式 p(t) 映射 为 多 项 式 

(1+5)p() 的 变换 . 

a. 求 p(t)=2-t+f 的 像 . 

b. 证 明了 7 是 线性 变换 . 

c. 求 了 相对 于 基 { 15 呈 ] 和 {141,17,f!} 的 矩阵 . 

6. 设 7 了 : 屯 一 了 驰 是 将 多 项 式 p(t) 映射 为 p(D + 上 PCD) 
的 变换 . 

a. 求 p(t)=2--1+r 的 像 . 
b. 证 明了 是 线性 变换 ， 
c. 求 工 相对 于 基 { 1,1,1?} 和 (1 六] 的 矩阵 . 

7. 假设 映射 T:B 一 巴 定 义 为 
T(ao + at + qs”)= 3a0 +(Sao — 2a)t +(4a +a) 


并 且 是 线性 的 , 求 工 相对 于 基 8 ={ 1,1,7*} 的 矩阵 ， 


8. 设 8={b,b,,b,} 是 向 量 空间 V 的 基 ,， TT 是 V >V 
的 线性 变换 ， 其 相对 于 8 的 矩阵 是 


0 -6 1 
[T]}s = 0 5 一 | 9 求 了 (35 一 48，) . 
1 -2 7 
p(-l) 
9. 定义 也 -> 疏 的 变换 TT 为 T(p)=| p(0)|. 
p() 


a. 求 p(t)=5+3t 在 变换 TT 下 的 像 . 
b. 证 明了 7 是 线性 变换 . 
c. 求 T 相对 于 也 的 基 {1,1,f?} 和 RR’ 标准 基 的 矩 
阵 . 
p(-3) 


10. 定义 到 必 恨 ' 的 变换 为 T(p)= 下 


pG3) 
a. 证 明了 7 是 线性 变换 . 
b. 求 T 相 对 于 己 的 基 { 1,1,1,1 } 和 有 R* 标准 基 
的 和 矩阵. 
在 习题 11 和 习题 12 中 ，8B ={b.,b;} ， 求 变换 


3 4 2 ] 
ll. A= ， b= ，b, = 
-1 ~l —1 2 


在 习题 13~16 中 ， 定 义 恨 * 一 及 :的 变换 了 为 
T(x)= Ax ， 求 民 * 的 基 6 ， 使 得 [T]s 为 对 角 和 矩阵 . 


0 1 一 
13. A= 14. A= ”3 
-3 4 -7 1 


4 -2 
15. 4=| 16. 4-| 
-1 3 


、 1 1 1 
17. 设 4=| | Bbb}b -ib ? 


-1] .3 


谋 古 从 与 形 在 向量 


25, 


26. 


27. 


. 若 4 与 8B 是 相似 的 ， 则 它们 有 相同 的 秩 . 


定义 了 :要 一 下 为 T(xz)=4x . 
a. 证 明 bb 是 4 的 特征 向 量 , 但 4 不 可 对 角 化 . 
b. 求 了 的 刁 - 和 矩阵 . 


. 定义 T: 恨 一 民 为 T(x)= Ax ， 其 中 4 为 3x3 


和 矩阵， 特征 值 是 5 和 -2. 是 否 存 在 到 的 基 ， 
使 得 7 的 如 -和 矩阵 是 对 角 和 矩阵? 试 做 讨论 . 
证 明 习 题 19 ~ 24 的 命题 ， 题 中 和 矩阵 为 方 阵 . 


. 车 4 可 逆 且 相似 于 8， 则 B 可 道 且 4 ”相似 于 


8"'.( 提示 :存在 可 逆 和 矩阵 己 ,使 得 P"AP=8B， 
解释 有 为 什么 可 道 ， 然 后 找 一 个 可 逆 和 矩阵 C ， 
使 得 C 4 -CO=B-.) 


. 车 4 相似 于 B8， 则 4? 相似 于 B*. 
. 车 B 相似 于 有 4， 
. 若 4 可 对 角 化 ，B 相似 于 4 , 则 8B 亦 可 对 角 化 . 
. 若 B=P AP,x 是 4 对 应 特征 值 4 的 特征 向 


C 相似 于 4 ， 则 8 相似 于 C. 


量 ， 那么 P-'r 是 B 对 应 4 的 特征 向 量 . 

( 提 
不 : 参考 第 4 章 补 充 习题 13 和 14. ) 

方 阵 4 主 对 角 线 元 素 之 和 称 为 4 的 轨迹 , 记 为 
tr4. 可 以 证 明 对 任意 的 两 个 nxn 和 矩阵 和 
G ,有 tr(FG)=tr(GF). 证 明 , 若 4 与 8 相似 ， 
则 trA=trB. 

能 够 证 明和 矩阵 4 的 迹 等 于 4 的 特征 值 之 和 , 在 
4 可 对 角 化 时 验证 这 个 结论 . 

设 V=R",B={b,…,b,} 为 V 的 基 , W =R”,E 
为 W 的 标准 基 . 1:1(x)=x 是 尺 " 一 R" 的 恒 等 
变换 ， 求 1 相对 于 B 和 E 的 矩阵 ， 这 个 矩阵 在 


练习 题 答案 


i. 设 p(t)=aotatt+ast” 


故 T(p)= (3ao + 4a)+ (Sa — a;)t+ (ao 
2, a. 4=(1 站 47 ， 
b. 由 假设， 存在 可 逆 和 矩阵 PC 和 @， 


， 计 算得 
3 
[T(p)]s =[T]s[p]s。=|0 


所 以 4 相似 于 4. 


C (P 4P)O=(PC) 4(PO) ， 


0 
5 一 | 


1] -2 7 


—2al+7a,)t. 


28. 


29. 
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4.4 节 被 称 为 什么 矩阵 ? 

设 V 和 WwW 是 同一 向 量 空 间 ， 其 基 分 别 是 
B={b,…,bs} 和 C={c,…,csj,1 是 VW 的 
人 恒 等 变换 , 求 I 相 对 于 8 和 C 的 矩阵 .这 个 矩阵 
在 4.7 节 被 称 为 什么 矩阵 ? 

设 V 是 向 量 空间 ， 基 为 B={b,…,b,} ， 求 
V 一 Y 的 恒 等 变换 7 的 已 -和 矩阵 . 

[M] 对 习题 30 和 习题 31， 求 变换 zxF?> 4x 相 


对 基 上 86={6b,b,b;} 的 8-- 算 阵 . 


30. 


31., 


32. 


| 


-1l4 4 —14 一 一 | 
A=|-33 9 -311,6b,=|-21,b,=|~1|, 
ll -4 ] 1 
-7 -48 -16 -3 -2 
6 ,bi = 一 1 ,b; 一 5 
-3 -43 -19 一 3 一 3 
b, = —] 


0 
[M] 变 换 了 的 标准 矩阵 为 4 ， 求 R’ 的 一 个 基 
B86 ， 使 得 [Tj; 为 对 角 和 矩阵 . 


lS -66 -44 -33 
0 13 21 -15 
A= 
1 -193 -21 12 
2 -18 —22 8 


do 3ao 十 4ai 
to |= Sa — dd? 
2 to 一 2al 十 7a2 


使 得 B= P-4P 和 C=0-8Q@ ， 代 和 人 并 利用 道 运算 性 质 有 C = 071BQ = 
这 一 等 式 表 明 4 相似 于 C . 
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5.5 复 特征 值 


nxn 和 矩阵 的 特征 方程 含有 n 次 多 项 式 ,如 果 考 虑 复 根 ,方程 恰好 及 n 个 根 , 重 根 重复 计算 . 本 
节 我 们 将 看 到 假如 和 矩阵 4 的 特征 方程 有 复 根 ， 那 么 这 些 复 根 将 给 我 们 提供 有 关 4 的 关键 信息 . 
关键 的 问题 是 让 4 作用 于 nn 维 复 空间 C' 中 的 nn 元 复数 .” 

我 们 对 C' 感 兴趣 并 不 是 为 了 把 前 几 章 的 结果 推广 , 尽管 这 可 以 开辟 线性 代数 应 用 的 新 领域 ”. 
然而 , 对 复 特征 值 的 研究 能 使 我 们 去 揭示 各 种 实际 生活 问题 中 出 现 的 某 些 实 矩 阵 中 隐藏 的 信息 . 
这 些 问题 包括 很 多 蕴涵 周期 运动 的 实 动力 系统 ， 振 动 和 空间 的 某 种 旋转 . 

建立 在 R" 基础 上 的 矩阵 特征 值 、 特 征 向 量 理论 同样 可 以 很 好 地 应 用 到 C*. 因此 ， 一 个 复 
数 4 满 足 det(4-41)=0 当 且 仅 当 在 C" 中 存在 一 个 非 零 向 量 x ， 使 得 hx =4x. 我 们 称 这 样 的 1 
是 复 特征 值 ，x 是 对 应 1 的 ( 复 ) 特征 向 量 . 


例 恨 设 4-| ， 习 |， 那么 R* 上 的 线性 变换 A 将 平面 道 时 针 施 转 14 图 ，4 的 作 


用 是 周期 性 的 ， 因 为 在 旋转 4 次 1/4 圈 后 ， 向 量 又 回 到 了 它 的 初始 位 置 ， 很 明显 没有 非 零 向 量 
锌 映射 成 目 身 的 数 倍 ,， 所 以 4 在 疏 * 中 没有 特征 向 量 ， 因 此 也 没有 实 的 特征 值 . 实际 上 ，A4 的 特 
征 方程 是 


A*+1=0 
只 有 复 根 4=i 和 4=-~i. 但 是 ， 如 果 我 们 让 4 作用 在 C* 上 ， 那 么 


0 -ID fi] fi1 
1 0 [1 | 
0 -Im Fi] .fn 
aa 
因此 i 和 -i 是 特征 值 ， | 天 是 对 应 的 特征 向 量 ( 在 例 2 中 讨论 求 复 特征 向 量 的 方法 )， 本 
下 一 个 例子 的 矩阵 是 本 节 的 主要 焦点 所 在 ， 


例 2 设 4-| 5 “| ， 求 4 的 特征 值 及 每 个 特征 空间 的 基 
解 4 的 特征 方程 是 
05-4 -06 , 
0 = ol 075 ] 1 _ =(0.5—A1)d.1— A)— (—0.6)(0.75) = A° —1.6A1.+1 


依 求 根 公式 ， 得 4=>[1.6+ V1.6) -4|=0.8+0.6 对 特征 值 1=0.8-0.6i ， 构 造 


C) 参考 附录 B 中 对 复数 的 简短 讨论 ， 有 关 实 向 量 空间 的 矩阵 代数 和 概念 同样 适用 于 复元 素 和 复数 的 情形 ， 特别 地 ， 
对 于 有 复元 素 的 mxn 矩阵 A，x,yeC" 及 c,deC，, 有 Alcr+dy)=cAxr+dAhy. 
G 线性 代数 的 另 一 课程 通常 讨论 这 些 主题 ， 它 们 在 电子 工程 中 非常 重要 . 
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0.5 -0.6] 10.8-06i 0 
0.75 -| 0 0 00 | 

-0.3+0.6i ”0.6 

-| 0.75 en 

由 于 有 复数 运算 ， 手 工 做 对 增 广 和 矩阵 行 化 简 是 相当 慢 的 . 不 过 ， 细 心 观察 就 能 找到 简化 问题 的 
方法 : 因为 0.8-0.6i 是 特征 值 ， 我 们 知道 方程 组 

(-0.3+0.6i) 为 - 0.6m =0 (2) 

0.75Sxi + (0.3+0.6i)x2 =0 
有 非 零 解 ( 这 里 的 罗 称 可 能 是 复数 )， 因 此 , (2) 中 的 2 个 方程 确定 的 x 与 % 之 间 的 关系 是 
同一 关系 ， 这 样 就 可 以 通过 其 中 的 一 个 方程 将 某 个 变量 用 另 一 个 来 表示 … 
由 (2) 的 第 2 个 方程 得 


A—(0.8—0.6)1 -| 
(1) 


0.7Sxi = (—0.3—0.6Dx; 
1 二 (—0.4 — 0.81)x» 
为 去 掉 小 数 ， 取 娩 =5， 有 厂 =-2- 机 .对 应 4=0.8-0.6i 的 特征 空间 的 基 是 


"| 


对 4=0.8+0.6i 做 同样 的 计算 ， 可 求 出 特征 向 量 


Ys "| 
VV, 三 
5 


为 验证 结果 是 否 正确 ， 可 以 计算 
z 0.5 -0.6| [-2+4i] [-4+2i 


人 | ol 5 (= |- 08+oeos 


非常 意外 ， 例 2 的 矩阵 4 确定 的 变换 x hy x 实质 上 是 一 个 旋转 变换 ， 画 出 一 些 适当 的 后 
后 ， 这 一 事实 会 变 得 更 明显 . 

例 3 与 例 2 中 的 矩阵 4 相 乘 去 影响 点 ， 通 过 以 下 方法 可 以 看 到 这 种 影响 . 先 画 出 一 个 随 
机 的 初始 点 ( 如 xo = (2,0) )， 然 后 画 出 重复 乘 4 后 该 点 的 后 续 图 像 . 即 ， 画 出 


0.5 -0.0|112 1.0 
| 三 Axo 一 一 

0./3 1.1|10 1.5 

0.3 0.6| | 上 . 
x, = Ax, = 0 _ —0.4 

OQ.75 1.11 11.3 2.4 
xX; = Ax, 


在 图 5-11 中 ,用 粗 点 显示 x.…,xs。， 用 细 点 显示 的 是 %,…,xww 的 位 置 ， 序列 分 布 在 椭圆 形 的 轨 
道上 . 


@ ” 另 一 种 理解 是 ( 1 ) 中 的 矩阵 是 不 可 逆 的 ， 因 此， 它 的 行 向 量 线性 相关 ( 类 似 C” 中 的 向 量 ) 故 其 中 的 一 行 是 另 一 行 
的 ( 复 ) 数 倍 . 
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图 5-11 点 z 在 有 复 特 征 值 的 矩阵 的 作用 下 的 和 迭代 国 
当然 ， 图 5-11 没有 解释 为 什么 会 发 生 旋 转 ， 旋 转 的 秘密 隐藏 在 复 特征 向 量 的 实 部 和 虚 部 . 

向 量 的 实 部 和 虚 部 


C 的 复 向 量 x 的 共 恩 向 量 到 也 是 C" 的 向 量 , 它 的 分 量 是 x* 对 应 分 量 的 共 斩 复 数 , 向 量 Rex 

和 Imx 称 为 复 向 量 x 的 实 部 和 虚 部 ， 分 别 由 x 的 分 量 的 实 部 和 虚 部 组 成 . 
3—1 3 一 ] 
1 0 1 
2+51 2 5 


3 一 ] 3 
Rex=i0|, Imx=| 1|,x=|I0 
5 2 


+i ， 那 么 


例 4 假如 x= 


一 1 


2 5 2—51 
假设 B 是 可 能 有 复元 素 的 mxn 和 矩阵 ， 那 么 ， 以 8 的 元 素 的 共 堪 复数 为 元 素 的 矩阵 记 为 8. 
复数 的 共 轿 运算 性 质 对 复 矩 阵 代 数 亦 成 立 : 
r=r x, Br=Bx, BC=BC,7rB=rB 
作用 于 C" 上 的 实 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


设 4 为 axz 的 实 和 矩阵 , 那么 Ax =A x=Ax, 假如 和 是 4 的 特征 值 , x 是 对 应 和 的 特征 向 量 ， 
那么 


Ar =Ar=Ar=Ax 
故 4 同样 是 4 的 特征 值 ， 而 是 对 应 的 特征 向 量 . 这 表明 ， 当 4 是 实 和 矩阵 时 ， 它 的 复 特征 值 以 
共 轿 复数 对 出 现 ( 在 这 里 或 别 的 地 方 ， 我 们 用 术语 “ 复 特 征 值 ”来 表示 形 如 和 =a+bi,bz0 的 特 
征 值 ) . 
例 5 例 2 的 实 矩 阵 的 特征 值 是 共 忽 复数 对 0.8-0.6i 和 0.8+0.6i. 对 应 的 特征 向 量 同样 是 共 


斩 复 回 量 
| | 
yj] 一 Li | 图 
5 5 
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例 6 为 计算 有 复 特征 值 的 2x2 实 和 矩阵 提供 了 基本 模式 . 
例 6 设 C-| | .其 中 aa 为 实数 不 部 等 和夫 那么 C 的 特征 值 是 4=atbi，( 见 本 
人 
节 未 尾 的 练习 题 . ) 同样 ， 假 如 r=| 计 = Va*+b*” ， 那 么 
> ar -b/r| [r 0||cosp | 
-| ar| [0 rilsing cosq 
这 里 的 gg 是正 x 轴 与 (0 , 0) 到 (a ,b) 射线 的 夹 角 . 看 图 5-12 和 附录 B, 角 9 称 为 41=atbi 的 辐 角 . 
因此 变换 x Fy Cr 可 看 作 由 旋转 9 角度 和 倍 乘 | 计 变 换 复合 而 成 ( 见 图 5-13 ) . 


图 5S-12 ”图 $-13 旋转 后 倍 乘 图 
最 后 ， 我 们 准备 讨论 有 复 特征 值 的 实 矩 阵 中 隐 含 的 旋转 . 


例 7 与 例 2 一 样 ,A| 0 4=08-06 dt 同时 , 设 P 是 2x2 实 矩 阵 ， 


pap_ 工 0 4][05 -0.6] (-2 -4| [0.8 -0.6 
| “20|-5 -2|11075 115 0| 106 0.8 
由 例 6， 因 为 | =(0.8)*+(0.6)* =1， 故 C 仅 是 旋转 变换 . 由 C=P 4P， 得 


[08 -061 ， 
4= PCP- = 已 P 
0.6 0.8 


A “含有 ”旋转 ! 矩阵 P 提供 变量 代 换 ， 如 x= Pu . 4 的 作用 相当 于 将 x 代 换 为 w， 表 经 
过 旋转 ， 然 后 义 代 换 回 初始 变量 ， 见 图 5-14. 


I 


nu C Cu 


图 5-14 ”由 复 特征 值 引起 的 旋转 加 
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下 列 定 理 表明 例 7 的 计算 适用 于 任意 有 复 特 征 值 和 的 2x2 实 矩阵 . 证 明 利 用 了 结论 : 若 4 是 
实 和 矩阵 , 则 A(Rex)=ReAhx 和 A(Imx)=ImAx , 若 zx 是 对 应 复 特 征 值 的 特征 向 量 , 则 Rex 和 Imx 


是 线性 无 关 的 . (见习 题 25 和 26. ) 这 里 省 略 细 节 . 

定理 9 设 A 是 2x2 实 矩 阵 ， 有 复 特 征 值 4=a- 亡 ( 关 0) 及 对 应 的 C2z 中 的 复 特征 向 量 ， 
那么 

4=PCP ， 其 中 忆 =[Rey nv].c = | 

在 更 高 维和 矩阵 中 亦 存在 例 7 中 出 现 的 现象 . 例如 ,车 4 是 有 复 特征 值 的 3x3 和 矩阵 ,那么 在 RR? 
中 存在 某 个 平面 ，4 对 平面 的 作用 是 旋转 (可 能 还 结合 倍 乘 )， 平 面 中 的 每 个 向 量 被 旋转 到 该 
平面 的 男 一 点 上 ， 我 们 说 平面 在 4 的 作用 下 是 不 变 的 . 
0.8 -0.6 0 
06 08 0 

0 0 1.07 

xx 平面 (第 3 坐标 为 0) 的 任 一 向 量 w 被 A 旋转 到 该 平面 的 男 一 位 置 上 .不 在 该 平面 的 任 一 

癌 量 xo 的 x 坐标 乘 1.07， 图 5-15 显示 了 点 wo = (2,0,0) 和 xz = (2,0,1) 乘 4 后 的 迭代 结果 . 


例 8 和 矩阵 4= 有 特征 值 0.8 土 0.6i 和 1.07. 


3 


图 5-15 点 wo 和 x 在 有 复 特 征 值 的 3x3 矩阵 作用 下 的 迭代 只 
练习 题 
证 明 : 若 a 和 4b 是 实数 ， 则 4-| | 的 特征 信 是 oi， 对 应 的 特征 向 量 是 | | 和 | 
二 1 


习题 5.5 
让 习题 1~6 的 每 个 矩阵 作用 在 C* ， 求 矩阵 的 | 0 | | 4 1 

特征 值 及 对 应 C? 中 特征 空间 的 基 . 1-8.4 -5 4 

| 2 .| 在 习题 7~12 中 ， 用 例 6 写 出 4 的 特征 值 . 在 
1 3 用 每 一 例 中 ， 变 换 zx Fy Ax 由 旋转 加 倍 乘 复合 而 成 


4 时 求 旋转 的 角度 ( -x<p<n ) 和 倍 乘 因子 7. 
1 3 


[2 


于 在 从 与 尖 古 向 本 
站 
1 3 -3 ¥3 
_V3/2 1/2 -5 -5 
| -1/2 a ™ 3 | 
路 0 | 0 "| 

11. 12. 
-0.1 0.1 -0.3 0 


在 习题 13~20 中 ,， 求 可 道 矩 阵 P 和 形 如 
1 出 的 矩阵 C , 把 所 给 的 矩阵 表示 为 4= PCP” . 


对 习题 13~16， 可 利用 习题 1~4 的 结果 . 


17. | | 18. | 
4 -2.2 0.4 0.6 
9 0 0 20 [ | 
0.56 0.4 1.92 2.2 
21. 在 例 2 中, 解 (2) 中 的 第 1 个 方程 ,用 x 表 


示 ,并 由 此 求 得 人 的 特征 向 量 ?=| ;2 | 


je 


证 明 是 例 2 中 的 ( 复 ) 数 倍 . 
22. 设 4 是 nxn 的 复 (或 实 ) 矩阵 ，x 是 复 特 征 
值 对 应 C" 中 的 复 特征 向 量 . 证 明 , 对 任意 非 零 
的 复数 上 ， 癌 量 ux 是 4 的 特征 向 量 . 
第 7 章 将 把 重点 放 在 具有 性 质 4 = 4 的 矩阵 
4 上 ,习题 23 和 24 证 明了 这 种 矩阵 的 特征 值 必定 
是 实数 . 
23. 设 ”xmr 实 矩 阵 4 有 性 质 4 = 4,x 是 C" 中 的 向 
量 , 今 g=x'Ax. 下面 的 等 式 通过 验证 949=g 证 
练习 题 答案 
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明了 了 是 实数 . 给 出 每 一 步 的 理由 . 
gq= x Axr=x"Ar=x Ar=(x" AT FT Ax =4 
24. 设 nxn 实 和 矩阵 4 有 性 质 4" = 4. 证 明 ， 若 对 

xeC" 有 Ax=Ax， 则 A 是 实数 ， 而 x 的 实 部 

是 4 的 特征 向 量 .( 提示: 计算 x hx 和 利用 

习题 23 的 结果 ， 并 检查 hx 的 实 部 和 虚 部 . ) 
25. 设 4 是 mxpn 实 抢 阵 ，xeC”, 证明 Re(Ax)= 

A(Rex) 和 Im(Ax)= A(Imx). 

26. 设 4 是 2x2 实 答 阵 ， 有 复 特征 值 4=a-hi 

(b 关 0) 和 对 应 C* 中 的 复 特征 同 量 v， 

a 证明 A(Rev)=aRev+bImv 和 A(Imv)= 
-bRev+almy . (提示 : 记 v= Rev+ilImvr， 
计算 Ay .) 

b. 假设 PP 和 C 是 定理 9 给 出 的 矩阵 ， 则 
AP=PC. 

[Mj 在 习题 27 和 习题 28 中 , 求 所 给 矩阵 4 的 
分 解 式 4= PCP"' ,其 中 C 是 由 形 如 例 6 和 矩阵 的 2x2 
子 矩 阵 组 成 的 分 块 对 角 和 矩阵 ，( 对 每 一 共 印 对 复 特 
征 值 ， 利 用 属于 C 的 特征 问 量 的 实 部 和 虚 部 来 产 
生 P 的 两 列 .) 

07 1.1 20 1.7 

-2.0 -4.0 -8.6 -7.4 


27. 
0 -0.5 -1.0 -1.0 
1.0 2.8 60 5.3 
-~1.4 -2.0 -2.0 -2.0 
-1.3 -0.8 局 .1 -0.6 
28. 


0.3 -19 -1.6 -1.4 
20 3.3 23 2.6 


记 住 ， 要 验证 向 量 是 否 为 特征 向 量 是 很 容易 的 ， 并 不 需要 检验 特征 方程 . 计算 
1 | | | "| | 
Ax = |= |=(atbi)| . 
b all|l-i b—ai —i 


因此 ， | 是 测 应 了 = a+ 曙 的 特征 向 量 ， 从 本 节 讨 论 的 内 容 知道 ， | -定时 对 应 天 = -下 的 等 征 向 量 


l 


一 | 


1 
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5.6 ”离散 动力 系统 


特征 值 和 特征 向 量 提供 了 线索 , 使 我 们 理解 由 差分 方程 xs = Axi 描述 的 动力 系统 的 长 期 行 
为 或 进化 . 这 种 方程 可 用 来 建立 人 口 动态 变化 的 数学 模型 ， 如 1.10 节 的 人 口 变化 模型 ，4.9 节 
的 各 种 马尔 可 夫 链 及 本 章 介 绍 性 的 斑点 猫 头 庆 数 学 模型 . 向 量 x; 给 出 系统 随时 间 推 移 ( 记 为 k ) 
的 相关 信息 . 例如 ， 在 斑点 猫 头 应 例子 里 ，zx 表 示 在 时 间 上 三 个 年 龄 段 的 猫头鹰 的 数目 . 

由 于 生态 问题 要 比 物理 或 工程 上 的 问题 容易 描述 和 解释 , 本 节 的 应 用 焦点 放 在 生态 问题 上 . 
但 很 多 的 科学 领域 存在 动力 系统 . 例如 控制 系统 的 标准 大 学 课程 对 动力 系统 的 某 些 方面 进行 了 
讨论 .这 些 课程 中 的 现代 状态 空间 设计 方法 就 主要 依赖 于 和 矩阵 代数 ”. 控制 系统 中 的 稳 态 响应 在 
工程 上 等 价 于 我 们 在 这 里 所 说 的 动力 系统 的 “长 期 行为 ”. 

一 直到 例 6， 我 们 假设 4 可 对 角 化 ， 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 y,,…,v, 和 对 应 的 特征 值 
4,…, 久 .为 方便 起 见 ， 假 设 特征 向 量 已 按 ||>| 和 |>>…>z|4| 的 顺序 排列 好 . 因为 fw 是 
恨 " 的 基 ， 故 任 一 初始 向 量 x 可 以 惟一 表示 为 

Xo 二 CIVI 十 … 十 Cnyn (1) 
xo 的 这 种 特征 向 量 分 解 确 定 了 序列 {x} 所 发 生 的 情况 . 下 一 步 的 计算 将 5.2 节 例 5 的 简单 情况 
一 般 化 . 
因为 vy, 是 特征 向 量 ， 所 以 


元 1 三 Axo 一 CAV 十 … 十 C AV， 
= ci 十 … 十 Capn 


一 般 有 

X =CM) pv t+ NM pv, (k=0,1,2,.…) (2) 
下 列 例子 说 明 当 kk 一 时 , (2 ) 会 出 现 什 么 结果 . 
捕食 者 - 食 饵 系统 


在 加 利 福 尼 亚 州 的 红木 森林 深 处 ， 作 为 老鼠 的 主要 捕食 者 ， 斑 点 猫 头 认 的 食物 有 80% 是 老 
鼠 . 例 1 利 用 线性 动力 系统 来 建立 猫 头 应 和 老鼠 的 自然 系统 模型 . ( 实事 求 是 地 讲 , 这 个 模型 在 某 些 
方面 与 现实 不 符 ， 但 它 能 够 为 环境 科学 家 们 所 用 的 更 复杂 的 非 线性 模型 的 研究 提供 一 个 起 点 . ) 


例 1 用 x -| | 表示 在 时 间 (的 单位 是 月 ) 猫头鹰 和 老鼠 的 数量 ，O; 是 在 研究 区 域 


猫 头 座 的 数量 ，R; 是 老鼠 的 数量 ( 单位 是 千 只 ) ， 
设 
Oi = (0.5)0: + (0.4)R, 
Rin =—p: Or +(1.DR. 


(3) 


G) 参见 G. F. Franklin, J. D. Powell, and A.Emami-Naeimi, Feedback Control of Dynamic Systems,4th ed. ( Upper Saddle 
River,NJ: Prentice- Hall, 2001 ) . 这 本 大 学 教材 对 动力 模型 作 了 详细 介绍 (第 2 章 ) .在 第 6 章 和 第 8 章 讨论 状态 


空间 设计 . 
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其 中 p 是 被 指定 的 正 参 数 . 第 1 个 方程 中 的 (0.5)O; 表示 ， 如 果 没 有 老 妃 
为 食物 , 每 月 仅 有 一 半 的 猫 头 庆 存 活 下 来 ,而 第 2 个 方程 的 (1.1)R 表明 
如 果 没 有 猎头 认 捕 食 老 鼠 , 那么 老鼠 的 数量 每 月 增长 10%. 假如 有 足够 
多 的 老鼠 ，(0.4)R 表示 猫 头 认 增 长 的 数量 , 而 负 项 -p:0; 表示 由 于 猫 头 
记 的 捕食 所 引起 的 老鼠 的 死亡 数量 . ( 事实 上 ， 一 只 猎头 记 每 月 平均 吃 
掉 1000p 只 老鼠 . ) 当 p=0.104 时 ， 预 测 该 系统 的 发 展 趋 势 . 

解 ” 当 p=0.104 时 ,算出 方程 组 (3) 的 系数 矩阵 4 的 特征 值 是 
=1.02 和 =0.58. 对 应 的 特征 向 量 是 


9 


初始 癌 量 xo 可 表示 为 xo。 =civ1+c2v，， 那 么 对 kk 宕 0 
三 Cl (1 .02¥ Vi 二 +c» (0.58)" vy, 


.|10 ee 
= ci(1.02) [es 四 


当 k _》w 时 ，(0.58) 很 快 趋 于 零 . 假设 < > 0 ,那么 对 所 有 足够 大 的 大 ,近似 等 于 c 0L02): 六 


我 们 记 为 


[10 
Xk 二 ci(1.02) 风 ( 4) 


随 者 的 增 大 , (4) 的 近似 程度 会 更 好 ， 故 对 足够 大 的 大 
时 = (1.02)c(1.02)" | ~1.02x: ( 当 ) 
13 13 
近似 式 (5 ) 表明 最 终 x 的 2 个 分 量 ( 猎头 记 和 老鼠 的 数量 ) 每 月 以 大 约 1.02 的 倍数 增长 ， 即 
月 增长 率 为 2%. 由 (4)，xi 就 近似 于 (10,13 ) 的 倍数 ， 因 此 ，x 的 2 个 分 量 之 比率 也 近似 于 
10 与 13 的 比率 ， 也 就 是 说 ， 对 应 每 10 只 猪头 雇 ， 大 致 有 13 000 只 老鼠 . 而 
例 1 说 明了 有 关 动 力 系 统 xi, = Ax 的 两 个 基本 事实 ,车 4 是 nxn 和 矩阵 ， 它 的 特征 值 满足 
zz1 和 1>|4| ,j=2,…,n,v 是 多 对 应 的 特征 向 量 , 假如 x 由 式 (1 ) 给 出 且 cz0， 那么 对 足 


够 大 的 上 ， 


Xk+l 一 GO02) | 


Ki 一 Xi (6 ) 
和 

Xk = C1(M) mi (7) 
式 (6) 和 (7) 的 近似 精度 可 根据 需要 通过 取 足 够 大 的 大 来 得 到 . 由 式 (6)，x, 每 时 段 最 终 以 
近似 多 的 倍数 增长 ， 因 此 ， 久 确定 了 系统 的 最 终 增长 率 . 同样 由 式 (7)， 对 足够 大 的 k，x 的 
2 个 分 量 之 比 近似 等 于 vb 对 应 分 量 之 比 . 5.2 节 的 例 5 是 和 =1 的 实例 . 


解 的 几何 意义 
当 4 为 2x2 矩阵 时 ， 可 以 通过 系统 发 展 趋势 的 几何 描述 来 补充 解释 代数 计算 . 我 们 可 以 把 
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方程 xs = hr 看 作 是 下 中 的 初始 点 加 被 映射 xh? hx 重复 变换 的 描述 ,由 xo,x1,… 组 成 的 图 形 
称 为 是 动力 系统 的 轨迹 . 


例 2 当 4 


0] ， 、 
0 oa 时 画 出 动力 系统 xi, = Axi 的 若干 条 轨迹 . 


解 4 的 特征 值 是 0.8 和 0.64 ， 对 应 的 特征 向 量 是 yl -| 和 -| 。 假如 Xo 二 CIPI 十 C2V2 ， 
那么 


二 08*: | | 0.64:|" 
x =0(0.8) |0 c2(0.64) | | 


当 ko 时 ，(0.8) 和 (0.64)* 都 趋 于 零 ， 当 然 x 也 趋 于 零 . 但 x 趋 于 零 的 方式 是 有 趣 的 . 
图 5-16 显示 了 几 条 轨迹 的 开头 几 项 ， 这 些 轨迹 的 起 点 在 四 个 角 点 的 坐标 为 (+3,+3) 的 矩形 的 边 
和 寞 上 . 为 使 轨迹 容易 看 清 ， 用 细 线 把 轨迹 上 的 点 连接 起 来 . 图 


| | 本 1 


7 


/ 


图 5-16 原点 是 吸引 子 


在 例 2, 因为 所 有 的 轨迹 都 趋 于 原点 , 所 以 原点 被 称 作 动力 系统 的 吸引 子 . 当 两 个 特征 值 的 
绝对 值 都 小 于 1 的 时 候 出 现 这 种 情况 . 过 原点 和 最 小 绝对 值 的 特征 值 的 特征 向 量 这 的 直线 的 方 
问 是 最 大 吸引 方向 . 

在 下 一 个 例子 , 4 的 两 个 特征 值 的 绝对 值 都 大 于 1， 此 时 的 原点 称 为 动力 系统 的 排斥 子 . 除 
了 ( 篆 数 ) 零 解 ，xiw1=Axi 的 所 有 解 是 无 界 的 ， 离 原点 而 去 .9 


QO 在 线性 动力 系统 中 ， 只 有 原点 才 可 能 是 吸引 子 或 排斥 子 ， 但 在 映射 x 站 xin 为 非 线性 的 更 一 般 的 动力 系统 中 ， 可 


能 存在 多 个 吸引 子 和 排斥 子 . 在 这 样 的 系统 中 ， 吸 引子 和 排斥 子 用 某 个 特殊 矩阵 ( 有 变量 元 素 ) 的 特征 值 来 定义 ， 
这 个 矩阵 称 为 系统 的 雅 可 比 短 阵 . 


依 在 售 与 并 在 向 本 303 
例 3 画 出 方程 xw1=Axi 的 若干 条 典型 轨迹 ， 这 里 
| | 
A= 
‘0 1.2 


解 4 的 特征 值 是 1.44 和 1.2， 若 z=| | 则 


Cl 

C2 

上 1 k 0 
Xi = C1(].44) ltaaD 四 


两 项 的 值 随 上 增 大 而 增 大 ， 但 第 1 项 增 大 的 快 一 些 . 因此 ， 过 原点 和 较 大 特征 值 的 特征 向 
量 的 直线 方向 是 最 大 排斥 方向 . 图 5-17 显示 的 是 起 点 接近 原点 的 几 条 轨迹 . 


图 5-17 原点 是 排斥 子 省 


在 下 一 个 例子 ， 原 点 称 为 鞍点 ， 因 为 原点 在 某 些 方向 吸引 解 ， 而 在 其 他 方向 又 排斥 解 . 当 一 
个 特征 值 的 绝对 值 大 于 1 而 另 一 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1 的 时 候 出 现 这 种 情况 . 
例 4 画 出 方程 wo = Dy; 的 若干 典型 解 的 轨迹 ， 其 中 
区 | 
D= 
0 0.5 
(我 们 这 里 用 D 和 y 代 兰 4 和 x 是 因为 后 面 要 用 到 该 例 .) 
解 D 的 特征 信 是 2 和 05. 若 久 =| ”| ,那么 


n=oz oretosy| (8) 
0 1 

假如 yo 在 % 轴 , 那么 c =0,， 因 此 当 上 一 时 ， 一 0. 但 当 yo 不 在 和 % 轴 时 , 计算 yi 的 和 式 中 
的 第 1 项 变 得 任意 大 ， 因 此 {yi} 是 无 界 的 . 图 5-18 显示 起 点 靠近 或 在 % 轴 上 的 10 条 轨迹 . 
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图 5-18 原点 是 鞍点 国 

变量 代 换 
前 面 3 个 例子 讨论 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 为 处 理 非 对 角 和 矩阵 ， 我 们 先 暂时 回 到 4 为 nxm 抢 阵 

的 情形 , 设 4 的 特征 向 量 {v1,…,v,} 是 RR" 的 基 . 令 P=[y,…y,] ,DD 是 对 角 线 上 元 素 为 对 应 特征 值 
的 对 角 和 矩阵 .给 出 序列 {x } 满足 Kis = Axi ， 由 

Pr =P x 或 x = Py 
定义 一 个 新 的 序列 {y,} ， 把 这 些 关 系 代入 方程 x, = Ax; ， 并 利用 4 = PDP-! ， 我 们 求 得 

Py = APy. =(PDP- )Py. = PDy: 


两 边 乘 P- ， 得 
ir 一 ID 
假如 我 们 记 yi 为 y(k) ， 用 y(R)…, y,(k) 表示 y(k) 的 分 量 ， 那 么 
yK+D| [4 0 … 0Two 
y2(Kk+1) 本 0 1 几 y2(k) 
: ||: . 0 : 
ykK+D| [0 … 0 A | y,(k) 


从 x 到 yi 的 变量 代 换 解 看 了 差分 方程 系统 . 例如 ，yi(k) 的 变化 不 受 yk),…, yn(k) 的 影响 ， 因 
为 对 每 一 个 ,y(k+1) = yi(k). 
等 式 x; = Py 表明 y, 是 x 在 向 量 基 {vy,,…,v,) 下 的 坐标 向 量 . 这 样 我 们 就 可 以 通过 在 新 的 
四 量 坐 标 系 中 进行 计算 来 解 耦 系统 xl = Ax; ， 当 n=2 了 时， 相当 于 在 使 用 坐标 轴 在 两 个 特征 向 
量 方向 上 的 方 格 纸 . 
例 5 证 明 原点 是 方程 x,, = Ax, 解 的 鞍点 ， 其 中 
| 1.25 2 
-0.75 1.25 


HERINENE 0 


并 求 最 大 的 吸引 方向 和 排斥 方 回 . 
解 ” 用 通常 方法 ， 可 以 求 得 4 有 特征 值 2 和 0.5， 对 应 的 特征 向 量 分 别 是 


en 


由 于 加 >1 和 |0.5| <1， 因 此 原点 是 动力 系统 的 获 点 ,假如 x。 = civ1+c2v，， 那 么 
Xr 一 CI2 +c,(0.5)"y, (9) 
这 个 等 式 看 起 来 像 例 4 的 式 (8)， 只 是 用 v, 和 v, 代替 了 标准 基 . 
在 方 格 纸 上 ， 过 vv 和 v, 画 坐标 轴 . 看 图 5-19， 沿 这 些 轴 的 移动 相当 于 例 3 的 沿 标准 轴 的 移 
动 . 在 图 5-19， 最 大 的 排斥 方向 是 在 过 v 的 直线 上 ， 因 为 vv 对 应 的 特征 值 大 于 1. 若 x 在 这 条 
直线 上 , 则 (9) 中 的 c,=0， 因 此 x 快速 远离 原点 ,最 大 的 吸引 方向 由 特征 向 量 y, 确定 ，v, 对 
应 的 特征 值 小 于 1. 图 5-19 显示 了 一 些 轨 迹 . 若 按 特征 向 量 轴 来 看 这 些 图 ， 图 的 形状 与 例 3 的 


图 5-19 原点 是 鞍点 图 
复 特 征 值 
者 4 为 有 复 特征 值 的 2x2 矩阵 , 则 4 不 可 对 角 化 ( 当 4 作用 在 恨 * 时 ), 但 动力 系统 x, = Ax， 
还 是 容易 描述 . 5.5 节 的 例 3 给 出 了 这 样 的 例子 ， 此 时 ， 特 征 值 的 长 度 为 1. 点 x 的 迭代 线 原 点 
沿 椭圆 型 轨道 作 螺 旋 运 动 . 
假如 4 有 两 个 长 度 都 大 于 1 的 复 特 征 值 ,那么 原点 是 排斥 子 ，xo 的 迭代 绕 原 点 向 外 作 螺 旋 
线 旋 转 . 假如 复 特 征 值 的 长 度 都 小 于 1, 原点 是 吸引 子 ，xo 的 欠 代 绕 原 点 向 内 作 螺 旋 线 旋转 ， 见 


下 例 . 
例 6 可 以 验证 矩阵 

0.8 0.5 

四 1 


D> 
ll 
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干 2i _ 0 | 13 0 
有 特征 值 0.9+0.2i ,对 应 的 特征 向 量 是 | , 图 5-20 显示 了 初始 向 量 为 | 25|| | 和 | | 时 


动力 系统 Kir = Ax: 的 3 条 轨迹 . 


图 5-20 与 复 特 征 值 相关 的 旋转 图 


斑点 猫 头 应 的 生存 


回顾 本 章 介绍 性 实例 ， 我 们 使 用 动力 系统 x, = hx; 为 California Willow Creek 的 猫 头 应 建 
立 种 群 模型 ， 在 该 模型 中 ，x = (ji ,si,ai) 的 分 量 分 别 表 示 在 时 间 大 幼年 、 半 成 年 和 成 年 雁 性 猎 
头 型 的 数量 ，4 为 阶段 矩阵 
0 0 0.33 
A=|0.18 0 0 
0 0.71 0.94 
由 MATLAB 算出 4 的 特征 值 大 约 是 =0.98,h=-0.02+0.2fi 和 加 =-0.02-0.21i ， 因 为 
| =|4%| =(-0.02)*+(0.21? = 0.0445 ， 故 三 个 特征 值 的 长 度 都 小 于 1 
现在 ,让 4 作用 在 复 空 间 C?. 因为 4 有 3 个 相 异 的 特征 值 ， 故 对 应 的 3 个 特征 向 量 是 线性 
无 关 的 ,形成 C 的 一 个 基 . 记 这 些 特征 向 量 为 wv, 和 vy. 那么 re = Ax 的 通 解 (用 Cs 的 向 量 表 
示 ) 的 形式 是 


( 10) 


Xi = cM DI +c2s(Nh)v, +cs(4) ys (11) 
看 初始 向 量 x。 是 实 向 量 ， 由 于 4 是 实 和 矩阵 ， 故 mm = hx 也 是 实 向 量 . 同样 ， 方 程 x ,= hx, 表明 
式 ( 11 ) 左边 的 x 也 是 实 向 量 ， 尽 管 它 表示 为 复 向 量 的 和 ， 但 由 于 所 有 特征 值 都 小 于 1， 所 以 
式 ( 11 ) 右边 的 每 一 项 都 趋 于 零 向 量 . 因此 ， 实 序列 {x,} 也 趋 于 零 向 量 . 很 不 幸 ， 该 模型 预测 
斑点 猫 头 座 会 最 终 全 部 灭亡 . 
猫头鹰 还 有 希望 吗 ? 回 顾 本 章 介绍 性 实例 , 在 ( 10 ) 的 矩阵 4 中 的 元 素 18% 源 于 如 下 事实 ， 
尽 绾 有 60% 的 幼年 猫头鹰 能 够 活 下 来 ， 离 集 去 寻找 新 的 栖息 地 ， 但 在 这 60% 的 幼年 猫 头 应 中 ， 
仅 有 30% 的 猫头鹰 能 活 下 来 找到 新 的 栖息 地 . 森林 中 裸露 地 域 的 数量 使 得 搜寻 工作 变 得 更 困难 
和 更 和 危险， 严重 影响 了 寻找 栖息 地 过 程 中 的 猫 头 应 的 存活 率 . 
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有 相当 数量 的 猎头 雇 生 活 在 没有 或 很 少 裸露 地 域 的 地 方 ， 这 使 得 有 更 大 百分比 的 幼年 猫 头 
雇 能 够 找到 新 的 栖息 地 存活 下 来 . 当然 ， 猫 头 雇 的 问题 比 我 们 这 里 描述 的 还 要 复杂 ， 但 最 后 一 
个 例子 将 会 给 你 一 个 满意 的 结果 . 

例 7 设 幼年 猫 头 应 的 搜寻 存活 率 是 50%, 因此 ( 10 ) 式 中 的 矩阵 4 的 (2,1 ) 元 素 是 0.3 而 
不 是 0.18， 用 这 样 的 阶段 矩阵 模型 预测 猫 头 记 数量 的 发 展 趋势 . 

解 ” 现 在 4 的 特征 值 大 约 是 入 =1.01,h = -0.03+0.26i 和 加 =-0.03-0.26i ， 对 应 如 的 特征 向 
量 为 y, =(10,3,31) ， 并 设 v, 和 v; 是 对 应 罗 和 四 的 ( 复 ) 特征 问 量 . 此 时 ， 等 式 (11) 变 为 

Xe =C(1.0D) "vi +c,(—0.03+0.26i)'v, +c;(—0.03—0.26i)" vy; 

当 k 一 % 时 ， 向 量 ws 趋 于 零 ， 因 此 x 越 来 越 接近 ( 实 ) 向 量 c(.01D*v. 例 1 中 的 近似 
值 (6) 和 (7) 在 这 里 仍 适用 ， 因 此 ， 猫 头 认 数量 的 长 期 增长 率 是 1.01， 即 猫 头 应 的 数量 会 缓 
慢 增长 . 特征 问 量 v, 描述 了 猫 头 认 在 3 个 年 龄 段 数量 的 最 终 分 布 , 每 31 只 成 年 猫 头 应 ， 对 应 大 
约 有 10 只 幼年 猫 头 认 和 3 只 半 成 年 猫 头 认 . 图 
进一步 阅读 
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练习 题 
1. 下 面 矩 阵 4 的 特征 值 是 1，2/3 和 1/3， 相 应 的 特征 向 量 分 别 为 vi,vp2,v;: 
| 7 -2 0 -2 2 ] 
4= 引 一 6 2|,v=| 21,v;=|1 |,v;=| 2 
0 25 1 2 -2 
] 
者 xo = 1]1| ， 求 方 程 xi = 4x， 的 通 解 . 
-2 
2. 在 练习 题 1 中， 当 上 一 co 时 ， 序 列 {z 忆 是 什么 ? 
习题 5.6 
1. 设 2x2 矩阵 4 的 特征 值 是 3 和 13, 对 应 的 特征 2. 假设 3x3 矩阵 4 的 特征 值 是 3，4/5，3/5， 对 应 
| ~] 
向 量 为 =| | | 和 和 -| | ,】 是 差分 方程 | | 一 二 
1 ] lx) 的 特征 向 量 为 | 01, 11, -31. 设 xo=i-5|, 对 
Xu = Axi 的 解 ， -| 1 
] 给 定 的 xo 求 方程 XI 一 At 的 解 ， 并 描述 当 
a. 计算 x, = 4xo.( 提示 :你 不 需要 知道 A 本 身 .) k 一 00 时 有 何 结 果 . 


b. 求 x 包含 k 和 和 特征 向 量 y, 及 vy, 的 公式 . 3. 在 例 1 的 动力 系统 中 ,， 若 方程 组 ( 3 ) 的 捕食 参 


雾 $ 代 
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数 p=0.2 ， 预 测 动力 系统 的 发 展 趋势 ( 给 出 x 
的 公式 ) 猫 头 雇 的 数量 是 增长 还 是 下 降 呢 ? 老 
也 的 情况 又 怎样 ” 

. 试 确定 例 1 中 捕食 者 - 食 饵 模型 中 的 捕食 参数 ， 
使 猎头 雇 和 老鼠 的 数量 维持 在 稳定 的 水 平 上 .此 
时 ， 两 者 数量 的 比率 是 多 少 ” 模型 中 的 任 一 参 
数 ( 如 出 生 率 或 捕食 率 ) 的 细微 变化 将 引起 数 
基 的 增多 或 减少 ， 因 此 两 者 数量 的 平衡 是 不 稳 
定 的 . 

. 在 古老 的 Douglas 冷杉 森林 中 ， 斑 点 猫头鹰 主 
要 以 古 鼠 为 食 . 设 这 两 个 种 群 的 捕食 者 - 食 钮 


所 阵 4 2 证 明 ， 若 捕食 参数 p 为 
0.325， 则 两 个 种 群 的 数量 都 是 增长 的 ， 预 测 长 


期 增长 率 及 猎头 认 与 赚 鼠 的 最 终 比 率 . 
. 各 习题 5 的 捕食 参数 为 0.5, 证 明 猫 头 雇 和 颗 鼠 
最 终 部 会 灭亡 . 疡 取 何 值 时 ， 两 者 的 数量 保持 
稳定 ? 此 时 ， 两 者 的 数量 关系 是 什么 ? 
. 设 4 具有 习题 1 描述 的 性 质 ， 
a. 原点 是 动力 系统 zt = 4xr, 的 吸引 子 还 是 排 
上 厂子 还 是 鞍点 ? 
b. 求 该 动力 系统 的 最 大 吸引 方向 或 排斥 方向 . 
c, 作 该 系统 的 几何 描述 ， 显 示 最 大 吸引 方向 或 
排 太 方向 ,包括 若干 典型 轨迹 的 草图 ( 不 用 
计算 具体 的 点 ) . 
. 看 4 具有 习题 2 描述 的 性 质 ， 原 点 是 该 动力 系 
统 x = Axi 的 吸引 子 、 排 斥 子 还 是 鞍点 ? 求 最 
大 的 吸引 方向 或 排斥 方向 . 
在 习题 9~14 中 ， 把 原点 归 类 为 动力 系统 
Xin = Axi 的 吸引 子 或 排斥 子 或 鞍点 , 并 求 最 大 的 
吸引 方 回 或 排斥 方向 ， 


1.7 —0.3 
9. A= 
Ce 


0.3 0.4 
10. A= 
-0.3 1.1 


0.4 0.5 
A= 
oa 


12. 


17. 


18. 


. 设 4= 


0.5 0.6 
A= 
-0.3 1.4 


0.8 0.3 
. A= 
-0.4 1.5 


1.7 0.6 
.A= 
0 


04 0 0.2 0.1 


0.3 0.8 0.3 0.6 
0.3 0.2 0.5 0.3 
征 向 量 ， 4 的 两 个 特征 值 是 0.5 和 0.2， 求 动 
力 系 统 rt = Ahxi 满足 xo = (0,0.3,0.7) 的 解 ， 当 
《一 o 时 ， 关 会 如 何 ? 


;向量 v= 是 4 的 特 


. [M] 4 为 4.9 节 习 题 16 中 Hertz 租车 模型 的 随 


机 和 矩阵， 求 动 力 系 统 x = Ax; 的 通 解 . 
为 某 动 物种 类 建立 阶段 矩阵 模型 . 该 动物 的 
生命 周期 分 2 个 阶段 ， 幼 年 期 (1 岁 以 前 ) 和 
成 年 期 . 假设 每 只 成 年 肉 性 一 年 平均 生 下 1.6 
只 幼年 肉 性 . 每 年 ， 有 30% 的 幼年 存活 下 来 进 
人 成 年 和 80% 的 成 年 仍然 存活 . 对 k>0， 设 
Xt 二 (jr,ax)， 其 中 x 的 分 量 表示 在 上 年 幼年 
和 成 年 的 数量 ， 
a. 构造 阶段 矩阵 4 ， 使 得 对 k>0 时 ， 有 
Xi = Ax, . 
b. 证 明 动 物 的 数量 的 是 增长 的 ， 并 计算 最 终 
增长 率 和 幼年 与 成 年 的 最 终 比 率 . 
c，[M] 假 设 种 群 最 初 有 15 只 幼年 和 10 只 成 年 . 
画 4 个 图 显示 在 未 来 8 年 种 群 数量 的 变化 
情况 : (a ) 幼年 的 数量 , ( b ) 成 年 数量 , (ec ) 
总 数量 ,( d ) 幼 年 与 成 年 的 比率 ( 每 年 )， 什 
么 时 候 ( d ) 中 的 比率 会 达到 稳定 ? 要 求 列 
出 产生 (c) 图 和 (d) 图 的 程序 或 命令 . 
可 以 用 类 似 斑点 猫头鹰 的 阶段 矩阵 为 美国 野 
牛 群 建立 模型 . 雌性 野牛 被 分 为 : 小 牛 (1 岁 
以 前 )， 半 成 年 野牛 ( 1~2 岁 ) 和 成 年 野牛 . 假 
设 每 100 头 成 年 肉 性 野牛 每 年 平均 生 下 42 头 
雌性 小 牛 〈 只 有 成 年 肉 性 野牛 能 够 产 叫 ) . 每 
年 大 约 有 60% 的 小 牛 , 75% 半 成 年 野牛 和 95% 


WENSNEB 0 


成 年 野牛 存活 . 对 kk 宛 0 , 令 x = (ci, yr,at), Xr 类 之 0,YtH = Ax:. 
的 分 量 表 示 在 k 年 三 个 年 龄 段 肉 性 野牛 的 b.， [MJ] 证 明 野 牛 群 的 数量 是 增长 的 ， 预 测 若 
数量 . 干 年 后 的 增长 率 和 每 100 头 成 年 野牛 对 应 
a. 构造 野牛 群 的 阶段 和 矩阵 4 ,使 得 对 的 小 牛 和 半 成 年 野牛 的 数量 

练习 题 答案 


1. 第 1 步 将 Xo 表示 为 Vi,v2,v， 的 线性 组 合 . 把 [w V2 Pb xoj 行 化 简 ， 求 出 系数 c=2,c,=1,c3=3， 因此 


0 二 27i 十 lv， 十 V3 


天 于 —2 k 2 5 1 
尼 -2 m+3:(3 V3=2 2 目 1 +3:3 2 ( 12 ) 
] 2 一 2 


2. 当 大 一 时 ，( 12 ) 中 的 第 2 和 第 3 项 趋 于 零 向 量 ， 故 
-4 


2Y 1Y 
n= + [3 | 3 Le 一 2y) = 4 
2 


由 于 特征 值 是 13 和 5 ， 故 通 解 是 


5.7 ”微分 方程 中 的 应 用 


本 节 讲 述 在 5.6 节 研 究 的 差分 方程 的 连续 型 类 推 . 在 很 多 的 应 用 问题 中 ， 有 些 量 随时 间 连 
续 变 化 ， 它 们 与 下 面 的 微分 方程 组 有 关 
Xl = QuX + + dinX, 


Z 
X22 一 好 ?1 区 ] 十 … 十 Conkn 


Xx’ = QnXi+ 二 dmnX, 
这 里 六 是 上 的 可 导 国 数 , 导数 分 别 是 x,…,xw，aj 是 常数 . 该 方程 组 最 主要 的 特征 是 线性 性 
质 . 为 了 便于 理解 ,我们 把 方程 组 写成 矩阵 微分 方程 
x =Ax (1) 
其 中 


Xi(t) xi(t) 


和 人 xa (1) dn nn 
方程 (1 ) 的 解 是 向 量 值 孙 数 ， 该 隐 数 定义 在 某 实数 区 间 ， 比如 上 >0， 且 满足 方程 (1). 
由 于 函数 求 导 以 及 向 量 与 矩阵 相 乘 都 是 线性 变换 , 故 方程 ( 1 ) 是 线性 的 . 因此 , 若 u 和 v 是 
x = Ax 的 解 ， 则 cu+qyv 同样 也 是 x = 4x 的 解 ， 因 为 
(cutadv) =cu’ +dy’ =cAu+dAv = A(cu + dy) 
(工程 师 们 将 这 个 性 质 称 作 解 的 登 加 ) 同样 ， 恒 等 于 零 的 函数 也 是 方程 (1 ) 的 (平凡 ) 解 . 用 
第 4 章 的 术语 , 方程 (1 ) 的 所 有 解 的 集合 是 值 属 于 下 "的 所 有 连续 函数 组 成 的 集合 的 子 空 间 . 


X(t) = , x(f) = ,A= 
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有 关 微 分 方程 的 标准 教材 证 明了 方程 ( 1 ) 一 定 存在 基础 解 系 ， 假 如 A 是 nxn 和 矩阵 ， 那 么 
在 基本 解 集中 存在 n 个 线性 无 关 的 函数 . 使 得 方程 (1 ) 的 每 一 个 解 可 以 惟一 表示 为 这 nn 个 函数 
的 线性 组 合 . 即 基 础 解 系 是 方程 (1 ) 的 所 有 解 的 集合 的 基 . 若 给 定向 量 x ， 那么 初 值 问题 就 是 
构造 一 个 〈( 惟 一 ) 函数 x ， 满 足 x = Ax 和 x(0) =x。. 
当 4 是 对 角 和 矩阵 时 ， 可 以 用 初等 微 积分 求 出 ( 1 ) 的 解 . 例如 考虑 


如 (人 _ 3 O01l|x() (2) 
w(t) 10 -5| |x,0) 
Xi(1) 一 3x1(f) ( 3 ) 
Bi(t) = —5x, (7) 


内 为 每 个 函数 的 导数 仅 依 赖 于 自身 ， 而 不 是 (1) 和 x(1) 的 组 合 或 “结合 "， 此 时 称 方程 组 ( 2 ) 
是 解 罚 的 . 由 微 积分 ，( 3 ) 的 解 是 x(t) =ce* 和 x%(t) = ce cl 和 c, 为 任意 常数 . (2 ) 的 每 一 个 


解 都 可 以 写成 下 列 形式 : 
1 网 加 四 3 四 -5 
二 三 已] € 十 C2 © 
x (1) CE 0 | 


这 个 例子 提示 我 们 ， 对 于 一 般 的 方程 x = Ax ， 它 的 解 可 能 是 形 如 
x(t)=ve” (4) 
的 肾 数 的 线性 组 合 ， 其 中 多 为 数 ，v 为 非 零 向 量 . ( 坷 v=0， 函 数 x(1) 便 为 零 ， 且 满足 x = Ax.) 
注意 到 


即 有 


X(t) = Ave” 对 x(0) 求 导 ， 其 中 是 常 向 量 
AX(1) = Ave” 式 (4) 两 边 同 乘 4 
因为 e 不 可 能 为 零 ， 故人 (0 等 于 Ax(1) 当 且 仅 当 Ay = 4y ， 即 当 且 仅 当 14 是 4 的 特征 值 ， 而 "是 
对 应 的 特征 向 量 . 因此 ， 每 一 对 特征 值 - 特 征 向 量 提 供 了 x = hx 的 一 个 解 (4 )， 这 种 解 有 时 被 
称 为 微分 方程 的 特征 函数 . 特征 函数 为 求解 微分 方程 提供 了 方法 . 
例 1 图 5-21 显示 的 电路 可 以 用 微分 方程 描述 
| | "0 | 


wD) | 1/(R,C,) -1/(R,C,) | | v,0) 


其 中 y(t) 和 vb,(1) 是 在 时 间 1 两 个 电容 器 的 电压 ， 设 电 阻 为 1 欧姆 ，R, 为 
2 欧姆 ， 电 容器 C 为 1 法 拉 ，C, 为 0.5 法 拉 ， 并 假设 电容 器 C 的 初始 电压 
为 5 伏 ，C, 为 4 伏 . 求 描述 电压 随时 间 变 化 的 公式 v(t) 和 mn 


C2 


解 机 给 出 的 数据 , 令 4-| 站 | | = 上 .二 aa 图 521 


一 ] Vy» 


出 了 x 的 初 值 ， 我 们 可 以 求 得 4 的 特征 值 是 1 =-0.5 入 =-2， 对 应 的 特征 向 量 是 


me 


特征 函数 zi(D =vie* 和 xD =ve*' 都 满足 x 二 Ax ，x! 和 x 的 任意 线性 组 合 亦 同样 满足 x = Ax 


僚 在 货 与 立 大 了 向量 311 
今 
4 1 -0.51 一 -21 
X(t)= cve” +cre™ =0) 7 e ”十 C， e 


记 xX(0) = cp + cv ， 显然 vi 和 是 线性 无 关 的 ， 故 和 和 可 生成 玲 ” ， 令 x(0) = xo， 可 求 出 cl! 和 


C2. 事实 上 ， 由 方程 
zo dl 
Ci 二 CC» 一 
2 1 4 


t 1 T 
y P: x 


容易 解 出 [| =3 和 c， = 一 2 4 因此 ， 微分 方程 x 二 Ax 的 解 是 


-1 -0.5; ]| 一 21 
X (IT) 二 » | 1 | 


v(t) 3e™' +2e™ 
四 网 be _ 28 
图 5-22 显示 了 x(0 在 !>0 的 图 像 或 轨迹 , 一 起 显示 的 还 有 其 他 初始 点 的 轨迹 . 两 个 特征 也 数 x 
和 和 x; 的 轨迹 包含 在 h 的 特征 空间 里 . 
当 1 二 00 时 ， 函 数 x 和 x; 都 衰减 为 零 ， 但 x; 的 值 要 衰减 得 更 快 一 些 ， 因 为 它 的 指数 要 小 
一 些 . 对 应 的 特征 向 量 v, 的 分 量 表明 ， 硅 两 个 初始 电压 大 小 相等 但 符号 相反 ， 两 个 电容 冀 的 电 
压 将 会 很 快 衰 退 为 零 . 


或 


图 5-22 ”原点 是 吸引 子 | 


在 图 5-22 中 ， 因 为 所 有 轨迹 都 趋 近 于 原点 ， 所 以 把 原点 称 为 动力 系统 的 吸引 子 或 汇 . 最 大 
的 吸引 方向 是 在 较 小 的 特征 值 4=-2 对 应 的 特征 函数 x; 的 轨迹 上 ( 沿 着 过 原点 和 上 的 直线 ) . 
起 点 不 在 此 直线 的 轨迹 渐渐 逼近 过 原点 和 六 的 直线 ， 因 为 它们 在 请 方向 的 分 量 训 减 得 很 快 . 
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如 来 例 1 的 特征 值 是 正 数 ， 相 应 的 轨迹 形状 相同 ， 但 轨迹 背离 原点 . 此 时 ， 称 原点 为 动力 
系统 的 排斥 子 或 源 ， 最 大 的 排斥 方向 是 在 包含 较 大 特征 值 对 应 的 特征 函数 的 轨迹 的 直线 上 . 
例 2 假设 粒子 在 平面 力 场 中 运动 ， 它 的 位 置 向 量 * 满足 x= 4z 和 x(0)=x。， 其 中 


4 -5 2.9 
A 一 ; 0 三 
-2 1 2.6 


求解 初 值 问题 并 画 出 在 1>0 时 粒子 的 轨迹 . 
解 ” 求 出 4 的 特征 值 为 =6 和 b=-1， 相 应 的 特征 向 量 是 
5 ==(-5,2) 和 ”2 = (1,1) 
对 任意 的 常数 cl 和 c,， 函 数 


ee 
X(f)=cwve” +cpe” 一 Ci e +c,| le 
2 ] 
是 x = Ax 的 解 ， 我 们 要 求 c, 和 cs, 满足 x(0)=x。， 即 
-| 1| [2.9 或 -5 1| [fe] 12.9 
"20 1| 26 2 1l|e,| |26 
求 得 c=-3/70 和 c=188/70 ， 所 求 的 函数 是 
_ -3| 一 | 6 188|1| 
| |: + 理由 


x 和 其 他 解 的 轨迹 如 图 5-23 所 示 ， 


图 5-23 ”原点 是 鞍点 醒 
在 图 5-23 中 ， 原 点 称 为 动力 系统 的 鞍点 ， 因为 有 些 轨迹 开始 时 趋 近 原点 ， 然 后 又 改变 方向 
远离 原点 而 去 . 当 和 矩阵 4 既 有 正 的 特征 值 ， 又 有 负 的 特征 值 时 ， 就 会 出 现 鞍点 . 最 大 排斥 方向 


在 过 原点 和 六 的 直线 上 ， 对 应 于 正 的 特征 值 ， 最 大 的 吸引 方向 在 过 原点 和 上 的 直线 上 ， 对 应 负 
的 特征 值 . 


解 耦 动力 系统 
在 下 面 的 讨论 中 将 看 到 ， 当 mxm 矩阵 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 即 4 可 对 角 化 时 ， 例 
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1 和 例 2 所 用 的 方法 能 够 用 来 产生 由 x = hx 所 描述 的 动力 系统 的 基础 解 系 . 
设 4 的 特征 函数 是 
Ve” ,Ve 
yy 是 线性 无 关 的 特征 向 量 . 令 P=[v，… vv]，D 是 主 对 角 线 元 素 为 丸 …,4, 的 对 角 和 矩阵 ， 
因此 有 4= PDP"'， 现 做 变量 代 换 ， 由 
y(1)=P x(1) 或 x(D)=Py() 
定义 一 个 新 的 消 数 y， 代入 x = Ax ， 有 
(Py)= A(Py)=(PDP")Py = PDy (5) 
由 于 PP 是 常数 矩阵 ,( 5) 的 左边 是 Py'， 在 (5 ) 的 两 边 左 乘 P ， 得 y 了 =ZD 或 
yD! ih 0 … 0||y( 
20| 10 A 
: : 0 : 
yn (1) 0 … 0 | [yD 
因为 数值 函数 y, 的 导数 y/(1) 仅 依赖 于 y ， 故 从 x 到 yy 的 变量 代 换 解 而 了 微分 方程 组 . ( 回忆 5.6 
节 类 似 的 变量 代 换 . ) 由 y=Nhy， 有 yD=ce*”， 对 y,,…,y; 也 有 类 似 的 公式 . 因此 


Ce CI 
y(1)=| : 
Ce 


为 了 得 到 诛 方 程 组 的 通 解 x ， 计 算 
x(1) = Py() =Lv, 1 v,]y0) 


Ant 


， 其 中 =y(0)=P x(0)=P xo 


Cn 


= CPEes t+.+ CV,e 
这 就 是 在 例 1 求 得 的 特征 隐 数 的 扩展 . 
复 特征 值 
在 例 3 中 ， 实 矩阵 4 有 共 斩 复 特征 值 41 和 4 ， 对 应 的 特征 向 量 为 v 和 六 (回顾 5.5 节 ， 实 
盾 阵 的 复 特征 值 和 特征 向 量 共 思 e 出 现 ) .因此 x = Ahx 的 两 个 解 是 
xi(1)=ve” 和 X(t) =Pe* (6) 
虽然 这 些 复 特征 函数 对 某 些 计算 (尤其 是 电子 工程 ) 是 方便 的 ， 但 对 多 数 的 实际 应 用 而 言 ， 实 
尖 数 要 更 合适 一 些 .所 幸 的 是 ，2 的 实 部 和 虚 部 是 *= hx 的 (实数 ) 解 ， 因 为 它们 是 形 如 (6 ) 
的 解 的 线性 组 合 : 
Re(ve” ) = [zx (+ x)], Im(ve”)= [x (1)— xi(t)] 
为 理解 Re(ve”) 的 本 质 , 回忆 在 微 积分 中 , 对 任意 的 数 x，, 指数 函数 e” 可 以 通过 震级 数 计算 : 
e- =1+x+ 广 x ++…+ 小 
当 4 为 复数 时 ， 可 利用 该 级 数 定义 e”: 
1+(AD 二 (二 十 语 (AD + 


xXx” 十 ……: 
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记 1=a+ii (aa 和 是 实数 )， 对 余弦 和 正弦 函数 利用 相似 的 宪 级 数 ， 可 以 证 明 
et 一 en ,et =e"(cosbtt+isinb?) (7 ) 
因此 
ve” = (Rev +iImv):e” (cosbt +isinbt) 
=[(Rev)cosbt— (Imvr)sinbtje” 
+i[(Rev)sinbt+(Imv)cosbt]e” 
故 x = hx 的 两 个 实 解 是 
yi(t) = Rexilt)=[(Rev)cosbt— (Imv)sinbtje” 
y2(t) = Imxi(t)=[(Rev)sinbt+(Imv)cosbt]e” 


可 以 证 明 ， 函 数 六 和 彤 是 线性 无 关 的 函数 ( 当 bz#0 时 ).” 
例 3 图 5-24 的 电路 可 以 用 下 面 的 方程 描述 : 
i -RIL -1l/L 1]fi 
四 日 1/C eo 加 
其 中 心 是 通过 电感 过 的 电流 ，vc 是 电容 器 C 的 电压 ， 设 只 为 5 欧姆 ，R, 为 
0.8 欧姆 ，C 为 0.1 法 拉 ， 工 为 0.4 享 利 ， 若 通过 电感 的 初始 电流 为 3 安培 ， 
C 的 初始 电压 为 3 伏 ，, 求 计 算 ii 和 ve 的 公式 . 


解 ” 由 所 给 的 数据 ， 得 4-| n=l 
10 -2 3 


用 5.5 节 的 方法 求 得 特征 值 14=-2+5i 及 对 应 的 特征 向 量 v -| . 
x 二 hx 的 复数 解 是 
x1(t) = 国 et 和 (= 加 ef 5 
的 复线 性 组 合 ， 利 用 (7 ) 式 得 
Xi(f) = 四 e (cos St +isin St) 


取 x1(?) 的 实 部 和 虚 部 ， 可 以 得 到 实数 解 : 


四 = —Sin 3t ey,0)= cost | ，， 
Mi 2c0s51 "2 2Sin $1 - 


因为 y, 和 y; 是 线性 无 关 的 函数 ， 故 它们 形成 x'= Ahx 的 二 维 实 解 向 量 空间 的 基 . 因此 ， 通 解 是 


x0) —SinSt| ， | cos Sf | ， 
一 C e C 
2coS4f 2Sin St 


中 ”由 于 x2(D) 是 xD 的 复 共 纯 ， 因 此 ， 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 六 0) 和 - 思 ( .因此 ， 可 以 利用 xl?) 或 x,(1) ， 但 不 是 
同时 使 用 两 者 ， 来 产生 x’ = Ax 的 线性 无 关 的 解 . 
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1， -一 一 


3 0] [1]_f3] pen 1s 和 
为 满足 x(0)=|3| 求 o| ?|+ol6 -|3| 解 得 c =1.5 和 2 二 3. 因此 


1 5 一 Sin 5t 2 3 cos 3 -2 
xD)= 2 cos 51 ° 2 sin St 


或 者 
i(t) | |-l.5sinSt+3cosot La 
ve (f) | 3cosSt+6sinSt 
见 图 5-25. 


图 5-25 ”原点 是 螺 线 极点 图 


在 图 5-25 中 , 原点 称 为 动力 系统 的 螺 线 极 点 .旋转 是 由 复 特 征 值 产生 的 正弦 和 余弦 函数 产 
生 的 . 因为 系数 e* 趋 于 零 ， 故 轨迹 往 里 旋转 . 注意 , -2 是 例 3 中 的 特征 值 的 实 部 . 当 4 的 复 特 
征 值 的 实 部 为 正 数 时 ， 轨 迹 往 外 旋转 . 当 特 征 值 的 实 部 为 零 时 ， 轨 迹 形成 绕 原 点 的 椭圆 . 
练习 题 


3x3 实 和 矩阵 4 有 特征 值 -0.5 ,0.2+0.31 和 0.2-0.3i ， 对 应 的 特征 向 量 为 
1 1+2i 1—2i 
-2 和 —4i 
1 2 2 
1. 利用 复 矩 阵 ，A4 能 否 对 角 化 为 D ， 即 4= PDP". 

2. 用 复 矩 阵 函 数 写 出 x= Ax 的 通 解 ， 然 后 再 求 出 实 的 通 解 . 

3. 描述 典型 的 轨迹 形状 . 
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习题 5.7 


i. 在 平面 力 场 运动 的 粒子 的 位 置 向 量 满足 
x = Ax .2x2 和 矩阵 4 有 特征 值 4 和 2， 对 应 的 特 


全 向 量 为 ， -| 让 -站 假设 x(0) -| 


求 粒子 在 时 刻 1 的 位 置 . 
2. 设 2x2 和 矩阵 4 的 特征 值 为 -3 和 -1， 对 应 的 特征 


向 量 为 =| |， >-| | ，x(D 是 粒子 在 时 间 


! 的 位 置 . 求 初 值 问题 x’= Ax ， 0=|3| 


在 习题 3~6 中 ， 对 1 之 0,x(0) = (3 ,2) ， 求 解 初 
值 问 题 x'(1) = hx(1). 把 原点 分 类 为 由 x' = Ax 描述 
的 动力 系统 的 吸引 子 , 排斥 子 或 鞍点 . 并 求 最 大 的 
吸引 方向 或 排斥 方向 . 当 原点 是 鞍点 时 ， 画 出 典型 
的 轨迹 . 


在 习题 7 和 习题 8 中 ， 做 变量 代 换 解 耦 方程 
=Ax . 求 出 已 和 刀 ， 写 出 方程 xD)= Py(1)， 并 
瑟 出 得 到 分 离 系 统 y = Dy 的 计算 过 程 . 

. 习题 5 的 矩阵 4. 
. 习题 6 的 矩阵 4. 

在 习题 9~18 中 , 求 x'= hx 的 包含 复 特征 函数 
的 通 解 , 然后 求 得 实 通 解 , 并 描述 典型 轨迹 的 形状 . 


-3 2 3 1 
9,. A= 10. A= 
-] 一 ] -2 1 
-3 -9 _ 
Il. A= 12. A= 9 
2 3 -4 5 


-2 1 
14. A= 
E 


oo -J 


20. 


21. 


2 


je 


[we 


费 5 并 


-6 -ll1 16 
.{M]4=| 2 5 -4 
-4 -5 10 


30 64 23 
.[M]A=| -11 -23 -9 


6 15 4 
53 -30 一 2 
. [IM] A=|90 -52 -3 
20 -10 2 
. [M] 求 例 1 中 电路 的 电压 v, 和 v,( 作为 时 间 1 的 


图 数 ) 的 公式 , 设 R=1/5 欧姆 ，R, =1/3 欧姆 ， 
CI=4 法 拉 ，C: =3 法 拉 ， 每 个 电容 器 的 初始 
电压 为 4 伏 . 

[M] 求 例 1 中 电路 的 电压 w 和 六 的 公式 ， 设 
R=15 欧姆 ，R, =3 欧 姆 ，C =9 法 拉 ，C,=2 
法 拉 ， 每 个 电容 器 的 初始 电压 为 3 伏 . 

[M] 求 例 3 中 电路 的 电流 志和 电压 w 的 公式 ， 
设 R=1 欧 姆 ，R, =0.125 欧 姆 ，C =0.2 法 拉 ， 
L=0.125 京 利 ， 初 始 电流 为 0 安培， 初始 电压 
为 15 伏 . 


. [M] 例 6 的 电路 由 下 列 方程 描述 ; 


玉 0 1/L i 

加 本 ro 四 

其 中 ,， 产 是 通过 电感 二 的 电流 ，vwc 是 电容 器 C 
的 电压 . 设 R=0.5 欧姆 ，C =2.5 法 拉 ，L=0.5 
享 利 ， 初 始 电 流 为 0 安培， 初始 电压 为 12 伏 ， 
求 计算 立 和 vc 的 公式 ， 
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练习 题 答案 

1. 4 可 对 角 化 ,因为 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 . 当 使 用 复数 时 ，5.1 节 的 定理 2 以 及 5.3 节 的 定理 5 仍然 有 
效 (证 明基 本 上 与 实数 相同 ) . 

2. 通 解 具有 以 下 形式 


1+21 1—21 
x()=c| -2|e te 4i | el 二 加 -Ai | ee 
1 2 2 


其 中 a,cs,c; 为 任意 复数 ，x(i) 的 第 一 项 是 实 的 ， 其 他 两 个 实 解 可 以 用 x(0 的 第 二 项 : 


1+21 
4i |e'…(cos0.3f+isin0.31) 
2 


的 实 部 和 虚 部 来 产生 . 实 通 解 为 


1 cos0.3t— 2sin0.3r 
-2 | e+c, —4sin 0.3r 


] 2c0s0.3r 


sin 0.31 + 2c0s0.3r 
4c0os0.3 
2sin 0.31 


0.2f 


如 1 eu” 十 C3 © 


其 中 cucacs 为 实数 . 

3. 因为 有 负 的 指数 内 子 ， 当 c: =c; =0 时 的 任 一 解 通 近 原点 ， 其 他 的 解 有 无 界 的 分 量 ， 轨 迹 朝 外 旋转 . 小 
心 不 要 将 这 个 问题 错 当成 5.6 节 的 问题 . 在 5.6 节 中 ， 通 近 原 点 的 条 件 是 特征 值 的 绝对 值 小 于 1， 使 得 
4 一 0. 这 里 的 条 件 是 特征 值 的 实 部 必须 是 负 的 ， 才 使 得 e 一 0. 


5.8 ”特征 值 的 从 代 估计 


在 线性 代数 的 科学 应 用 中 ， 很 少 能 精确 知道 特征 值 . 所 痒 的 是 ， 一 个 较 精 确 的 数值 近似 通 
常 能 达到 满意 的 效果 . 实际 土 ， 某 些 应 用 只 需要 粗略 估计 最 大 特征 值 . 下 面 介 绍 的 第 1 个 算法 很 
适合 这 种 情况 . 同样 ， 它 为 快速 估计 其 他 特征 值 的 更 有 效 的 方法 提供 了 基础 . 

各 算法 

攻 算 法 通用 于 2xpm 和 矩阵 4 有 严格 占 优 特征 值 ( 亦 称 主 特征 值 ) 1 的 情况 .多 为 主 特征 值 的 
意思 是 的 绝对 值 比 其 他 特征 值 的 绝对 值 都 大 . 此 时 ， 和 算法 产生 一 个 近似 的 数列 和 一 个 近 
似 主 特征 向 基 的 向 量 序列 . 此 方法 的 背景 来 源 于 5.6 节 开 头 的 特征 向 量 分 解 . 

为 简单 起 见 ， 假设 4 可 对 角 人 化， 特征 向 量 yy,…,v, 是 及 "的 基 ， 并 且 y,…,v, 已 经 过 排列 ， 使 
对 应 的 特征 值 A…, 的 绝对 值 递减 ， 久 是 主 特征 值 ， 即 有 

[41>|%|z|4|>… > (1) 
严格 大 
就 像 我 们 在 5.6 节 式 (2 ) 中 看 到 的 ， 假设 xe 恨 ",x=cwvi+…+csp, ， 那 么 
A'x=cM) vtc NM) p++ eM) pv, (k=1,2,.…) 
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假设 Cl 天 (0 ， 等 式 除 于 (AY , 


A A'x=cmta |[ 和 | y2 十 .十 C， 乓 y，(K = 三 12…) (2 ) 
由 (1)， 所 有 分 数 妨 /各 ,…, 系 /的 值 都 小 于 1， 因 此， 它们 的 罕 趋 于 零 . 故 
当天 一 co 时 ，(4) 一 4xr 一 cp (3 ) 


因此 对 足够 大 的 上 ,4xz 的 数量 倍 的 方向 几乎 与 特征 向 量 cv 的 方向 相同 . 由 于 正 的 数量 倍 不 会 
改变 回 量 的 方 问 ， 奋 给 定 ci 0， 4 的 方向 几乎 与 Vv 或 -pv, 一 致 

例 1 设 4=|02 12 "| 人- |, 那么 4 的 特征 信 是 2 和 1 =2 的 特征 空间 是 
过 原点 和 vw 的 直线 . 对 k=0,…,8， 计 算 hz 并 画 出 过 原点 和 A*x 的 直线 .当天 增 大 时 会 出 现 什 


么 情况 ? 
解 ”开头 二 项 的 计算 是 
民 2 | | a 
Ax = 二 
0.2 1.2 ] 1.1 
， 区 | | 辆 
4Y=A4(4xr)= 一 
0.2 1.2|! 1.1| |1.3 
; ， 1 "| 辆 略 
Ax=A(Ax)= = 
0.2 1.2|111.31 11.7 
其 他 项 的 计算 在 表 5-1 中 给 出 . 
表 5-1 向 量 的 迭代 


k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
| 
图 5-26 显示 了 向 量 x,Ax, Ax”, Ax’',Ax*， 其 余 向 量 太 长 难于 显示 , 但 画 出 的 线段 显示 出 这 些 
回 量 的 方向 . 事实 上 ， 我 们 真正 想 看 到 的 是 向 量 的 方向 而 不 是 向 量 本 身 . 这 些 直 线 看 起 来 是 通 


近 表 示 vy 生成 的 特征 空间 的 直线 . 更 加 明确 地 ， 由 4*z 确 定 的 直线 ( 子 空间 ) 与 由 vw 确定 的 直 
线 ( 特征 空间 ) 之 间 的 夹 角 ( 当 丰 一 co 时 ) 趋 于 零 . 


图 5-26 由 x,Ax,A’x,…,A'x 确定 的 方向 国 
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当 cl 0 时 , 我 们 可 以 对 (3 ) 中 的 向 量 (0) “4tz 倍 乘 ， 使 它们 收 伍 于 cw ， 但 不 能 对 htz 作 
这 种 倍 习 ,因为 我 们 并 不 知道 如 . 不 过 我 们 可 以 倍 乘 Ax ， 使 它 的 最 大 分 量 为 1. 这样， 所 得 序 
列 {x} 将 收 合 于 vi 的 倍数 ，v 的 倍数 的 最 大 分 量 也 是 1. 图 5-27 显示 了 例 1 的 倍 乘 序列 . 我 们 
还 可 以 通过 序列 {x} 来 估 值 久 1， 当 x 接近 于 所 的 特征 向 量 时 , 向量 hx, 也 接近 于 4x, , 即 Ax, 的 
每 一 分 量 接近 于 义 与 x 相应 分 量 的 乘积 .因为 x 的 最 大 分 量 是 1， 故 hx 的 最 大 分 量 接近 于 多. 
( 这 些 结 论 的 证 明 省 略 了 .) 


~ x2 X31 一 一 一 和 一 
er 和 . PY 
Ta 一 于 特征 空间 
Gy 
1 Xl 
1 4 


图 5-27 xx,4xr,42 ,4 的 倍 乘 


估计 严格 占 优 特 征 值 的 器 算 法 
1. 选择 一 个 最 大 分 量 为 1 的 初始 向 量 x。. 
2. 对 = 0,1…， 
a. 计算 Ax,. 
b. 设 j 是 Ax 中 绝对 值 最 大 的 一 个 分 量 . 
c, 计算 xi = (7)Ax. 
3. 几乎 对 所 有 选择 的 x。， 序 列 {fj} 近似 于 主 特征 值 ， 而 序列 {Xx} 近似 于 对 应 的 特征 向 量 . 


例 2 设 4=|， 2 .|| 应 用 本 算法 求 4 的 主 特征 值 和 对 应 特征 向 量 的 近似 值 ， 计 算 


到 k=5. 
解 本 例 及 下 一 个 例子 的 计算 用 MATLAB 完成 ,虽然 这 里 看 到 的 有 效 数字 较 少 ， 但 计算 


精确 到 16 位 先 计 算 hr ， 然 后 将 Ax, 的 最 大 分 量 pi 单位 化 ， | > -| jo =5. 
用 1 售 乘 Ax。 得 到 xz， 计算 hr ， 并 将 hx 的 最 大 分 量 单位 化 ， 


1 1|” l 
Xi 二 一 Axo = 二 = 
Ho 加 od 


~” -| > -| 四 


义 用 1L 古 倍 乘 Ax, 得 到 x,， 计算 Ax, ， 将 hx; 的 最 大 分 量 单位 化 ， 


了 3 了 20 雾 5 莫 


1 4 _1| 8 ! 
证 一 一 一 一 一 三 
“pn 8|1.8| |0.225 


6 5S1F 11 fr7.125 
A -| > 022s -150| = 7 
义 用 1/ 心 倍 乘 4x, 得 到 x;， 一直 重 复 做 下 去 ， 用 MATLAB 计算 的 前 5 次 迭代 结果 列 在 表 5-2 中 . 
表 S$-2 例 2 的 攻 算 法 


k 1 2 3 4 5 
= | dds) ad oo oo 
an 四 | | 
Th 5 8 7.125 7.0175 7.0025 7.000 36 
从 表 5-2 的 数据 明显 看 出 ，{xi} 接 近 于 (1,0.2 )，{j1i} 接近 于 7. 这 样 , (1,0.2 ) 就 是 特征 向 
量 ,7 是 主 特征 值 ， 容易 通过 计算 来 验证 让 -| 图 -| wl 


例 2 的 序列 {p44} 很 快 收敛 于 =7 是 因为 4 的 第 2 个 特征 值 刀 要 比 4 小 得 多 (事实 上 , 1 =1 ). 
通常 收敛 的 快慢 取决 于 比率 |j /加 | ， 因 为 用 A*x 的 倍数 来 估 值 cv, ， 主 要 误差 来 源 于 (2 ) 中 的 
癌 量 co( 和 /4) mm (其 他 的 分 数 生 /入 可 能 更 小 ) . 车 | 罗 /1 接近 于 1， 则 {44} 和 {xi) 会 收敛 得 
很 慢 ， 此 时 ， 可 能 需要 选择 其 他 近似 的 方法 . 

不 过 徊 算法 还 存在 这 样 的 很 小 可 能 性 , 即 随机 选择 的 初始 向 量 x 在 vy 的 方向 上 没有 分 量 ( 当 
c=0 时 ), 但 计算 机 在 计算 zx 时 所 产生 的 售 人 误 盖 有 可 能 产生 一 个 向 量 , 该 向 量 在 v 的 方向 上 
至 少 有 一 个 小 分 量 . 如 果 这 样 的 话 ， 阅 将 开始 收 仿 于 数 倍 w 的 其 个 向 量 . 

逆 帘 法 
在 知道 特征 值 4 的 一 个 较 好 的 初步 估 值 w 后, 逆 军 法 可 用 来 对 任 一 特征 值 近似 估 值 ,此 时 , 我 
们 令 B8=(4~a1)" ， 并 对 互 应 用 寡 算 法 . 可 以 证 明 ， 若 罗 ,…, 是 4 的 特征 值 ， 则 B 的 特征 值 是 
] 1 .1 
AN-ohd-a ha 
而 且 4 的 对 应 于 4,…,4 的 特征 向 量 是 8 的 对 应 于 上 面 这 些 特征 值 的 特征 向 量 . ( 见习 题 15 和 
16. ) 

例如 ,假设 wx 更 接近 九 而 不 是 其 他 特征 值 ,那么 1 -0) 将 是 B 的 严格 主 特征 值 . 假如 w 确 
实 接近 于 如 ， 那 么 1/(h -a) 比 B 的 其 他 特征 值 要 “大 ”得 多 . 几乎 对 所 有 选择 的 x, ， 道 寡 法 会 
快速 通 近 A， 下 列 算 法 给 出 了 详细 步骤 . 


估计 4 的 特征 值 4 的 逆 需 法 
1. 选择 一 个 非常 接近 于 包 的 初始 值 . 
2. 选择 一 个 最 大 分 量 为 1 的 初始 向 量 x。. 
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3， 对 k=0,1,…， 
a. 从 (A 一 QD yi =xXi 解 出 y,. 
b. 设 放 是 yi 绝对 值 最 大 的 分 量 . 
c. 计算 vy =@+(/ 4). 


d. 计算 Kit = (1/ AD) 
4. 几乎 对 所 有 选择 的 x。， 序 列 {pi} 趋 向 于 有 A 的 特征 值 和 ， 而 序列 {xi} 趋向 于 对 应 的 特 


征 向 量 . 


注意 ，B8 或 者 是 (4-a1)"' 并 没有 出 现在 算法 中 . 在 求 序列 的 下 一 个 向 量 时 并 没有 计算 
(4-c1) x ， 而 是 通过 解 方程 (4-w 六 = x, 来 得 到 yy, 的 (然后 用 倍 乘 y, 来 产生 x,,，) . 因为 
对 每 个 上 一 定 可 以 从 该 方程 解 出 六， 故 4-o7 的 LU 分 解 式 将 加 快 计算 过 程 . 

例 3 在 某 些 应 用 中 , 通常 需要 知道 4 的 最 小 特征 值 , 也 需要 对 该 特征 值 作 粗 略 的 估计 . 设 
2.1，3.3 和 1.9 古 下 列 和 矩阵 4 的 特征 值 的 估 值 . 求 最 小 特征 值 ， 小 数位 精确 到 6 位 . 

10 -8 -4 

A=| -8 13 4 

E 5 4 

解 ”两 个 最 小 特征 值 看 起 来 很 接近 , 因此 我 们 对 4-1.97 应 用 逆 寡 法 . MATLAB 的 计算 结果 

列 在 表 5-3 中 . 这 里 的 x 随机 选取 ，y =(4-1.97)7xi,p 是 yi 的 最 大 分 量 ，v, =1.9+1/4， 

Xx ==(1/p)yx. 可 以 看 到 ,初始 的 特征 值 估计 得 非常 好 ， 道 究 法 产生 的 序列 收 钱 很 快 ， 准确 的 


特征 值 是 2. 国 
表 5-3 逆 究 法 
k 0 1 2 3 4 
1 0.5736 0.505 4 0.500 4 0.500 03 
XL ] 0.064 6 0.004 5 0.000 3 0.000 02 
1 ] 1 1 1 
4.45 5.0131 5.0012 5.0001 5.000 006 
yn 0.50 0.044 2 0.0031 0.000 2 0.000 015 
7.76 2.919 7 9.9949 9.9996 9.999 975 
Hr 7.76 9.919 7 9.994 9 9.999 6 9.999 975 
vi 2.03 2.000 8 2.000 05 2.000 004 2.000 000 2 


假如 没有 矩阵 最 小 特征 值 的 估 值 ,可 以 简单 取 w =0 来 使 用 逆 寡 法 . 假如 最 小 特征 值 更 接近 
于 零 而 不 是 其 他 的 特征 值 ， 那 么 这 种 取 值 是 合理 的 . 

对 很 多 简单 的 情况 ， 本 节 给 出 的 两 个 算法 是 实用 的 ， 它 们 为 特征 值 估 值 问题 提供 了 入 门 知 
次 , 为 一 个 更 全 面 和 广泛 使 用 的 和 迭代 算法 是 QR 算法 . 比如 ，MATLAB 的 命令 eig(A) 的 核心 是 
QR 算法 ， 这 个 命令 能 快速 计算 出 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 在 5.2 节 的 习题 中 对 OR 算法 有 过 简 
短 的 描述 ， 进 一 步 的 细节 参见 有 关 现 代数 值 分 析 的 教材 . 
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Lo 


,练习 题 


你 怎样 断定 给 出 的 向 量 x 是 矩阵 4 的 某 个 特征 向 量 的 好 的 近似 值 ; 如 果 是 ， 又 怎样 估计 相应 的 特征 


值 ? 用 下 面 给 出 的 矩阵 4 和 x 做 练习 . 


5 8 
A= 3 -1l 
4 -1 2 
习题 5.8 
在 习题 1~4 中 ， 给 出 矩阵 4 和 由 短 算 法 产生 
的 序列 {xi}. 利用 这 些 数据 对 4 的 最 大 特征 值 进 


行 估 计 ， 并 求 出 对 应 的 特征 向 量 . 


oll 
A") 


dl 四 | 
102 97 oho | | 
3. A= ， ， 
0.4 0.7 1 | 
0.5188 
| 
al 
4. A= ; ， 
3 -4.4 0.7368 | ;1 0.7541 
1 
民 749 0 750 | 
、 15 ， 
5. 设 4-| 2 2 向 量 x,…., hx 分 别 是 : 


11[ 311[-191 991 | | -49911| 24991 

1| 1 -41|1 241|| -1241|’"| 62411| -31241 
寻找 一 个 第 2 个 分 量 为 1 且 接 近 于 4 的 一 个 特 
征 向 量 的 向 量 , 保留 4 位 小 数 . 验证 你 的 估 值 ， 


并 对 4 的 主 特征 值 进行 估计 . 
6 设 4-| 中 利用 下 列 序列 x,Ax,…, Ax 


Wee 


和 x= 


1.0 
-4.3 


8.1 


重 做 习题 5. 

[Mj] 习题 7~12 需 要 用 到 MATLAB 或 其 他 辅助 
的 计算 工具 . 在 习题 7 和 8 中 , 利用 帘 算 法 及 给 出 
的 xo。， 对 k=1…,5 ， 算 出 {xi} 和 {Jj}. 在 习题 9 
和 10 中 ,算出 js 和 je. 


6 7 1 
7. A= ， 点 0 一 
ss). »-lo 


] 2 -2 1 
10. A= 1 9|, xo=|0 
0 1 9 0 


如 果 知 道 某 个 特征 向 量 的 近似 值 ,就 可 以 对 特 
征 值 作 另 一 估 值 ， 车 Ax =hx , 则 xTAx =xT(Ax) 
=X(x"x) , 瑞 利 商 R(x)= 革 扯 等 于 和 . 假如 x 接近 


于 4 对 应 的 特征 向 量 ， 那 么 瑞 利 商 就 接近 于 4 . 当 4 
为 对 称 和 矩阵 时 (47 = 4) , 瑞 利 商 R(X) = (zEh4xtb/zEz 
的 精确 数字 大 致 是 等 算法 产生 的 倍 乘 因 子 4 的 2 售 ， 
在 习题 11 和 12 中 通过 计算 4 和 R(xi)(K =1…,4) 来 
验证 增加 的 精确 度 . 


13. 对 接近 于 4 和 -4 但 绝对 值 不 同 的 特征 值 ， 徊 
算法 还 有 效 吗 ? 
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14. 对 接近 于 4 和 -4 但 绝对 值 相同 的 特征 信 ， 描 还 包括 近似 特征 问 量 的 计算 . 
述 怎 样 才能 得 到 估计 接近 于 4 的 特征 值 的 序列 . 10 7 8 7 


15. 假设 hr = Mr , xz#0, 数 Qa 不 是 A 的 特征 值 , 令 19 4-|75 6 5 
B=(4-Q1)”， 在 等 式 Ax =hx 的 两 边 减 去 1 
cx ， 用 代数 方法 证 明 1/(4 -x) 是 B8 的 特征 值 ， | 2 3 2 
x 是 其 对 应 的 特征 向 量 . 17 13 1 
16. 设 几 是 习题 15 矩阵 B 的 特征 值 ，x 是 对 应 的 20. 4=| ， 3 0 ， 
特征 向 量 , 即 有 (4 一 a1)7'x = 1x ， 利 用 这 个 等 4 5 7 2 
式 求 4 的 用 上 和 a 表示 的 特征 值 ，( 注意 : 因 ”21. 一 个 常见 的 误解 是 : 假如 4 有 严格 主 特征 值 ， 
为 8 可 逆 , 故 14#0.) 那么 对 足够 大 的 k 值 , 向 量 hr 近似 于 4 的 某 
17. [Mj 设 ro = (10,0) ， 利 用 道 宕 法 对 例 3 中 的 逢 个 特征 向 量 . 对 下 面 给 出 的 三 个 矩阵 ， 当 
阵 4 的 特征 值 3.3 进行 估 值 ， 计 算 精 确 到 4 位 x =(0.5.0.5) 时 , 计算 并 研究 htr ， 并 试图 得 到 
小 数 一 般 结论 ( 对 2x2 矩阵 ) . 
18. [Mj] 设 4 为 习题 9 给 出 的 和 矩阵，x。 = (1,0,0)， 0.8 0 
利用 逆 午 法 对 4 接近 于 w=-1.4 的 特征 值 进 行 4-| 02 
估 值 ， 计 算 精 确 到 4 位 小 数 . bp 4-|， 0 
[M] 在 习题 19 和 习题 20 中 , 求 (a) 最 大 特 0 0.8 
征 值 , (b ) 接近 于 零 的 特征 值 . 设 x。=(1,0,0,0) , 在 4-|。 > 
求 特征 值 时 , 要 求 近似 序列 的 计算 精确 到 4 位 小 数 ， 9 2 
练习 题 答 案 
对 给 出 的 4 和 x ， 
5 8 4]f 1.00 3.00 
hx = 3 -1||-4.30|=| -13.00 
4 -1 2|| 8.10| | 24.50 


如 果 Ax 近似 于 x* 的 数 倍 ， 那 么 两 个 向 量 相应 分 量 的 比率 也 应 该 近似 于 某 个 常量 ， 故 计算 : 
{ hx 的 元 素 }+{x 的 元 素 }={ 比 例 } 


3.00 1.00 3.000 
-13.00 一 4.30 3.023 
24.50 8.10 3.025 


Ax 的 每 一 个 分 量 大 约 是 x 对 应 分 量 的 3 倍 , 故 x 接近 于 4 的 特征 向 量 , 上 面 比例 的 任何 -个 都 是 特征 值 
的 近似 值 . ( 若 精确 到 5 位 小 数 ， 特 征 值 是 3.024 09. ) 


第 5 章 补 充 习 题 


在 下 列 所 有 补充 习题 中 ，4 和 B 均 为 适当 大 1. 判断 命题 的 真 假 ， 给 出 理由 . 
小 的 方 阵 . a. 设 4 可 道 且 1 是 其 特征 值 ， 则 1 也 是 4 的 
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站 


特征 值 . 


. 若 4 可 通过 行 变 换 化 成 单位 阵 1, 那么 4 可 


对 角 化 . 


. 若 4 的 某 一 行 或 某 一 列 上 元 素 全 为 0， 那 么 


0 是 4 的 一 个 特征 值 . 
4 的 每 个 特征 值 同 样 也 是 和 的 特征 值 . 


e. 4 的 每 个 特征 向 量 同样 也 是 和 的 特征 向 量 . 


[| 


~ ”的 


dh 


Tk a 


~ 


Hd, 


对 


寺 


O 


~ 四 T+ A 号 


Le 


< 


. 可逆 矩阵 4 的 每 个 特征 向 量 同时 也 是 47 的 


特征 向 量 . 


. 特征 值 必 为 非 零 标量 . 
. 特征 向 量 必 为 非 零 向 量 . 
. 对 应 同一 特征 值 的 两 个 特征 向 量 必 为 线性 相 


关 的 . 


. 相似 矩阵 必 有 相同 的 特征 值 . 


相似 矩阵 必 有 相同 的 特征 向 量 . 


. 矩阵 4 的 两 个 特征 向 量 之 和 仍 是 4 的 特征 


问 量 . 


.上 三 角 和 矩阵 4 的 特征 值 正好 是 对 角 和 矩阵 4 


中 的 非 零 元 素 . 


. 将 重 数 计算 在 内 ， 和 矩阵 4 和 4" 具有 相同 的 


特征 值 . 


. 如 果 5x5 矩阵 4 的 不 同 特征 值 少 于 5 个 , 那 


么 4 不 可 对 角 化 . 
限 * 中 存在 没有 特征 向 量 的 2x2 矩阵 . 
若 4 可 对 角 化， 那么 4 的 各 列 线 性 无 关 . 


. 一 个 非 零 向 量 不 能 对 应 于 4 的 两 个 不 同 特 


征 值 . 


. 方 阵 4 可 逆 当 且 仅 当 存 在 一 个 坐标 系 使 得 变 


换 xF?* hx 可 以 用 对 角 和 矩阵 来 表示 . 


. 如 果 及 " 的 标准 基 中 每 一 向 量 e) 都 是 4 的 特 


征 向 量 ， 那 么 4 是 一 对 角 和 抢 阵 . 


， 如果 4 相似 于 一 可 对 角 化 的 矩阵 下 ,那么 4 


也 可 对 角 化 . 


. 如 果 4 和 B 均 为 nxn 的 可 逆 和 矩阵 , 那么 4B 


相似 于 Bh. 
具有 nn 个 线性 无 关 特 征 向 量 的 nxn 和 矩阵 


~ 


费 5 全 


可 逆 . 
x. 如 果 4 是 一 nxn 可 对 角 化 矩阵 ,那么 R" 中 的 
任 一 向 量 均 可 表 为 4 的 特征 向 量 的 线性 组 合 . 


. 是 矩阵 乘积 48 的 一 个 特征 向 量 ， 且 了 xz0 ， 


证 明 Bx 是 Bh 的 一 个 特征 向 量 . 


. 设 x 是 4 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 


a. 证 有 明 x 是 51 -4 的 一 个 特征 向 量 . 并 求 其 对 
应 的 特征 值 . 

b. 证 明 x 是 S8 -34+42 的 一 个 特征 向 量 . 并 
求 其 对 应 的 特征 值 . 


. 用 数学 归纳 法 证 明 如 果 4 是 nxn 和 矩阵 4 的 一 个 


特征 值 ，x 是 其 对 应 的 特征 向 量 ， 那 么 ， 对 任 
一 正 整数 闫 ， 和 2 是 4" 的 一 个 特征 值 ，x 是 其 
对 应 的 特征 向 量 . 


. 设 pD=c+ct+cE2+…+ci， 定 义 p(4) 为 用 


对 应 的 4 的 宕 去 取代 p(t) 中 的 每 一 个 1 的 者 所 
得 的 矩阵 (其 中 4 =7 ) ， 即 

p(A)=col +cAtcA’ +...+c,A" 
车 4 是 4 的 一 个 特征 值 , 证 明 p(4) 的 一 个 特征 
值 是 p(4). 


. 设 A4= PDP"',P 是 2x2 和 矩阵 ， hk 中 


0 7 
a. 设 B=51-34+A?. 证 明 B 可 通过 寻找 B 的 
一 个 合适 的 因 式 分 解 来 化 成 对 角 和 矩阵 . 
b. 已 知 p(t) 和 p(4) 如 习题 5 所 述 ,证 明 mr(4) 可 
对 角 化 . 


. 设 4 可 对 角 化 且 p(t) 是 4 的 特征 多 项 式 . 定义 


p(4) 如 习题 5 所 述 , 证 明 p(4) 是 零 矩 阵 , 这 一 
事实 ,叫做 Cayley-Hamilton 定理 , 它 对 任 一 方 
阵 均 成 立 . 


. a. 设 A 是 一 nxn 的 可 对 角 化 矩阵 . 证 明 当 特征 


值 4 的 重 数 是 n 时 ， 有 A4A=AI. 


b. 利用 (sa) 来 证 明 拭 阵 4=|。 | 不 可 对 角 化 


. 证 明 : 当 4 的 所 有 特征 值 均 小 于 1 时 ，7- 4 可 


逆 . ( 提示 ， 如 果 了 -A 不 可 逆 情 况 会 是 怎样 ?) 
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ee 


. 应 用 习题 15 0 1 2 


设 4-| 


证 明 : 车 4 可 对 角 化 , 且 4 的 所 有 特征 值 均 小 
于 1， 那 么 当 上 一 oo 时 ，A*: 趋 于 零 和 矩阵. ( 提 
示 : 考虑 hx ， 其 中 zx 为 了 的 任 一 列 . ) 


. 设 & 为 4 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 已 为 


及 "上 过 x 和 原点 的 直线 . 
a. 证 明 : 对 太 上 任 一 x ， 
么 上 H 在 4 内 不 变 . 

b. 设 天 为 玉 " 上 恒定 于 4 内 的 一 维 子 空间 ,说 

明 : 天 包含 4 的 一 个 特征 向 量 . 


有 4xr 在 豆 上 ，,， 和 那 


设 G=| | 利用 5.2 节 中 求 行列 式 的 公式 


( 1) 证 明 detG = (det A)(det B). 由 此 , 推导 出 G 
的 特征 多 项 式 为 4 与 B 的 特征 多 项 式 的 乘积 . 
利用 习题 12 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 . 


3 -2 8 
A= 5 -2 
0 -4 3 
1] $5 -6 -7 
4=|? 4 5 2 
0 0 -7 -4 
00 3 1 
. 设 /7 为 元 素 值 全 为 1 的 mxn 和 矩阵 ,并 设 
a bpb .… p 
pa PP … PP 


4=(a-b1+py ， 即 4=|b b a ... bl|, 利 
bb pb … a 

用 第 3 章 补充 习题 16 的 结果 证 明 4 的 特征 值 为 

4a-b 和 a+(-D)b. 并 求 这 两 个 特征 值 的 重 数 . 


1 2 2 
和 


2 2 1 


的 特征 值 . 


oO ~ 
La LU An 
La ~ LDO 
Oy 
> Un 


CI dl2 


C21 A22 


| 回顾 5.4 节 习 题 25 中 的 tr4 


十 … 


设 4-| 


( 4 的 轨迹 ) 等 于 4 的 对 角 元 素 之 和 . 证 明 : 4 
的 特征 多 项 式 为 A? --(tr 4A)1+detA . 然后 证 明 
一 2x2 怎 阵 4 的 特征 值 全 为 实数 当 且 仅 当 
sra< [学 ] 
2 

0.4 -0.3 
0.4 1.2 
4 | 


| -说明 当时 


1.0 1.50 
习题 19~23 是 关于 特征 多 项 式 p(1)=ao+ait 


+anut 一 十 庆 和 mx 矩阵 C， 的， C, 叫做 p 的 友 


和 矩 阵 : 


20. 


21. 


jk 


22. 


23. 


0 1 0 ... 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
一 在 2 和 


Udo0 —adl Gn 


. P()=6~51+! , 写 出 它 的 友和 矩阵 C,, 并 求 C， 


的 特征 多 项 式 . 

设 p(?)=(1-2)t-3)((t-4)=-24+26t-91+1， 

号 出 PCD 的 友和 矩阵 , 并 用 第 3 章 的 方法 求 它 的 

特征 多 项 式 . 

利用 数学 归纳 法 证 明 : 当 nn>2 时 ， 

det(C, — AT)=(-D)"(ao +t ad +t...+anA"™! + A") 

=(~-D" p(4) 

( 提示: 求 沿 第 一 列 展开 的 余子 式 ， 证 明 

det(C, 一 A1) 具 有 (- 人 )B+(-1)"ao 的 形式 , 其 中 

B 为 某 一 多 项 式 ( 由 归纳 假设 ) .) 

设 pl(1)=ao+at+ast?+t? ， 并 设 4 是 pp 的 一 个 

a. 与 出 疡 的 友和 矩阵 ， 

b. 证 明 4 =-ao-aa-a42 及 (1442) 是 
的 友和 矩阵 的 一 个 特征 向 量 . 

设 p 为 习题 22 中 的 多 项 式 ， 并 假设 方程 

p(D=0 有 不 同 的 根 ,Nh,4;. 设 V 为 范 德 蒙 

lj 1 1 


4 久久 
bb 


德 矩阵 Y = 《YY 的 转 置 在 第 2 章 


了 20 儿 5 路 


补充 习题 11 提 及 . ) 利用 习题 22 和 本 章 中 的 角 和 矩阵 D . 如 果 程 序 有 产生 特征 向 量 的 命令 ， 

定理 推导 Y 是 可 逆 的 (不 要 计算 Y- ) . 然后 利用 此 命令 产生 的 向 量 来 构造 可 道 和 矩阵 P. 

说 明 V “CoV 是 一 个 对 角 甜 阵 . 然后 计算 4P- PD 和 PDP-!. 并 讨论 结果 . 
24. MATLAB 命令 roots(p) 是 用 来 计算 多 项 式 方程 8 5-2 0 

pP(?)=0 的 根 的 . 阅读 MATLAB 手册 ， 曾 述 -5 2 1 -2 

roots 命令 所 用 到 的 算法 的 基本 思想 26. [M] 设 ^ -| 10 -8 6 -3|， 重 做 习题 25 
25.[M] 如 果 可 能 的 话 ， 利 用 矩阵 程序 对 角 化 矩阵 3 过 1 0 


-3 -2 0 
| 14 7 -1l|. 利用 特征 值 命令 创建 对 


-0 -3 1 


第 6 章 ” 正 交 性 和 最 小 二 乘法 


介绍 性 实例 ”重新 整理 北美 地 质数 据 


设想 启动 一 个 巨大 的 工程 , 该 工程 估计 持续 10 年 时 间 ， 
需要 花费 大 量 的 人 力 去 构造 并 计算 一 个 1 800 000x900 000 
的 线性 方程 组 . 这 实际 上 就 是 美国 地 质 调查 局 ( NGS ) 1974 
年 所 做 的 工作 ， 当 时 准备 更 新 北美 地 质 资 料 ( NAD ) 一 一 一 
个 包含 268 000 个 仔细 测量 并 标记 说 明 的 地 点 网 络 ， 它 覆盖 
整个 北美 大 陆 ， 包 括 巴 拿 马 地 峡 、 格 陵 兰 岛 、 夏 威 夷 、 维 尔 
京 群岛 、 波 多 黎 哥 和 其 他 加 勒 比 海 诸 岛 . 

北美 地 质 资料 中 记录 的 经 度 和 纬度 范围 必须 精确 到 几 
厘米 ,其 原因 是 它 构 成 诸如 测量 , 地图， 法 定 边界 ， 国 家 和 
区 域 土地 使 用 计划 , 像 高 速 公 路 和 公共 使 用 线路 等 国内 工程 
项 目的 设计 等 方面 的 标准 . 从 上 次 1927 年 地 名 测量 调整 以 
来 ， 至 少 需 要 在 原始 资料 中 增加 200 000 个 新 观测 点 ， 误 差 
会 随时 间 流 逝 而 不 断 积累 ,并 且 在 某 些 区 域 , 地 球 板块 以 每 
年 5 厘米 的 速度 漂移 . 到 1970 年 ， 重 新 检查 资料 系统 的 工 
作 已 经 十 分 迫切 ， 而 且 新 计划 准备 选取 新 的 参考 观测 点 . 

覆盖 长 达 140 年 的 数据 资料 必须 转化 为 适合 计算 机 运算 的 格式 ， 且 数据 本 身 需 要 标准 化 ( 例如， 地 
球 地 这 运动 的 数学 模型 ， 数 年 前 被 用 于 更 新 测量 加 利 福 尼 亚 的 圣 安 德里 亚 断 层 ) . 此 外 , 测量 需要 交叉 检 
测 以 确定 误差 来 源 是 原始 数据 或 是 输入 计算 机 的 输入 错误 . 最 后 的 计算 包括 180 万 个 观测 值 , 每 个 值 的 重 
要 性 又 依赖 它 的 相对 精度 且 涉 及 一 个 方程 . 

通常 意义 下 , 北美 地 质 资料 对 应 的 线性 方程 组 没有 正常 解 , 只 具有 最 小 二 乘 解 . 它 用 经 度 和 纬度 表示 
参考 点 以 逼 近 180 万 个 实际 观测 点 . 通过 对 应 线性 方程 组 的 法 方程 解 出 最 小 二 乘 解 ， 实 际 计算 包含 
928 735 个 方程 、928 735 个 变量 ! 9 

由 于 得 到 的 法 方程 对 当时 的 计算 机 来 说 规模 实在 太 大 . 他 们 通过 Helmert 分 块 的 技巧 将 方程 组 分 成 
小 块 ， 将 系数 矩阵 递 推 分 割 成 越 来 越 小 的 块 ， 最 小 块 对 应 的 方程 组 在 北美 资料 中 覆盖 地 理 上 邻近 的 
500~2000 个 参考 点 ， 图 6-1 显示 美国 如 何 被 分 成 Helmert 块 ， 经 过 几 个 中 间 步 骤 ， 小 块 系统 的 解 最 后 产 


〇 有 关 Helmert 分 块 技巧 的 数学 讨论 和 整个 NAD 项 目的 详细 内 容 , 出 现在 North American Datum of 1983, Charles 


R.Schwarz(ed.), National Geodetic Survey, National Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA) Professional 


Paper NOS 2，1989. 
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生 整 体 928 735 个 变量 的 所 有 人 解 . 


图 6-1 美国 Helmert 分 块 的 邻接 边界 


直到 1983 年 才 完 成 北美 资料 数据 库 的 更 新 , 三 年 以 后 , 通过 更 深入 的 分 析 和 940 小 时 的 计算 机 计算 ， 
人 类 历史 上 曾经 完成 的 数目 最 大 的 最 小 二 乘法 问题 被 完全 解 出 . 

实验 数据 中 产生 的 线性 方程 组 hx =b 通常 无 解 ， 例 如 上 面 的 实例 . 通常 可 接受 的 替换 解 是 向 量 ， 
它 使 得 鱼 与 b 之 间 的 距离 尽 可 能 小 . 6.1 节 给 出 的 距离 定义 是 平方 和 , 期 望 解 t 被 称 为 Ax =b 的 最 小 二 乘 
解 . 6.1~6.3 节 给 出 正 交 性 和 正 交 投影 等 基本 概念 ， 这 些 概念 将 在 6.5 节 中 用 于 求解 站. 

在 线性 代数 的 数值 计算 中 ， 经 常用 到 和 矩阵 分 解 的 技巧 ，6.4 节 给 出 正 交 投影 的 另 一 个 应 用 . 本 章 剩余 
部 分 给 出 的 最 小 二 乘 问题 的 应 用 实例 ,包括 比 及 * 空间 更 一 般 的 向 量 空间 ， 但 对 所 有 问题 都 限制 在 实数 范 
围 内 . >>>>>>>》 


6.1 只 、 长度 和 正 交 性 


大 家 已 经 熟悉 了 二 维和 三 维 空间 中 的 长 度 、 距 离 和 垂直 等 几何 概念 , 本 节 类 似 引入 RR" 空间 
的 定义 , 这 些 概念 为 解决 实际 问题 ( 如 上 面 提 到 的 最 小 二 乘 问题 ) 提 供 了 有 力 的 几何 工具 . 而 RR" 
中 的 三 个 新 概念 都 建立 在 两 个 向 量 的 内 积 基础 之 上 . 


内 积 


如 果 xz 和 "是 及 "空间 中 的 向 量 ， 可 以 将 & 和 作为 mx1 和 抢 阵 . 回 量 和 矩阵 好 是 1xn 和 矩阵 且 和 矩 
阵 乘积 xzy 是 一 个 1x1 和 矩阵 ， 我 们 将 其 记 为 一 个 不 加 括号 的 实数 . 如 wery 称 为 w 和 vw 的 内 积 ， 并 
记 作 wu.v. 这 里 的 内 积 ， 曾 在 练习 2.1 提 到 过 ， 也 称 为 点 积 ， 如果 


| 要 
于 2 Va 
u=|. v= 
Un y 
那么 ww 和 v 的 内 积 定义 为 : 
Vi 
[uy Wy ££ Un 的 = WV + hv + 二 UV 
Vn 
2 3 
例 1 如 果 w=|-5|，v=| 2|, 计算 wv 和 vw. 
-1 -3 
解 
3 . 
uv=u v=[2 -5 -| 2|=(2)(3)+(-5)(2)+(-D(-3) = 一 1 
一 3 
2 
vu=v uu=[3 2 -3j|-S|=(3)(2)+(2)(-S)+(-3)(-D = 一 | 
_1 图 


从 例 1 中 的 计算 明显 看 出 ，w.v=v.u. 一 般 情形 下 ， 内 积 成 立交 换 律 . 下 面 关于 内 积 的 性 
质 ， 可 以 很 容易 用 2.1 节 中 的 矩阵 转 置 运算 来 验证 ( 见 本 节 末 习题 21 和 22 ) . 

定理 1 设 v,u 和 w 是 民 " 空间 中 的 向 量 ，cC 是 一 个 数 ， 那 么 

a. U'V= vu. 

b. (utrv):w=u:w+y:w. 

Cc. (cuU):Vv=c(u:v)=u:(cy). 
d 


.UU>>0, 并 且 w-u=0 成 立 的 充分 必要 条 件 是 w=0. 
性 质 (b) 和 (c) 可 以 合并 为 以 下 法 则 : 


(CI 十 十 Cop8p) WwW =c(U WwW)++ cp (Up wW) 
向 量 的 长 度 
如 果 v 是 属于 及 " 的 向 量 ， 其 分 量 为 v，,…, w ， 因 为 vv 是 非 负 数 ， 那 么 v.v 的 平方 根 有 意义 . 


定义 “向量 ， 的 长 度 ( 范 数 ) 是 非 负 数 且 | ， 定 义 为 
[r= Vr = Vy ty t+ 且 上 =v 
假 车 v 是 及 中 的 向 量 ， 上 -| ?| 如 果 我 们 将 ， 与 平面 上 的 点 (o, b) 相对 应 ,那么 膨 上 的 值 
和 平面 内 原点 到 点 + 的 线段 长 度 一 致 ， 这 个 结论 可 以 从 色 股 定理 和 图 6-2 中 的 三 角形 直接 得 到 . 
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类 似 长 方 体 的 对 角 线 计算 ， 三 维 空间 中 向 量 || 的 长 度 
和 通常 意义 下 的 长 度 概念 是 一 致 的 . 

对 任意 数 c， 向 量 cr 的 长 度 等 于 |cj 乘 "的 长 度 ， 即 

jev|=|c| fl 

( 为 验证 上 式 ， 计 算 |evll =(cv):(cy)=c' vy=e’ [i ， 
然后 作 开 方 运算 就 可 以 得 到 以 上 结论. ) 图 6-2 ”所 作为 长 度 的 几何 意义 

长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ， 如 果 把 一 个 非 零 向 量 
除 以 自身 的 长 度 ， 即 乘 就 可 以 得 到 一 个 单位 化 的 向 量 ， “= 这 种 把 向 量 v 化 成 单位 向 
量 w 的 过 程 ， 称 为 向 量 v 的 单位 化 ， 且 此 时 ww 和 vv 方向 一 致 . 

下 面 用 简约 形式 ( 即行 向 量 形式 ) 计算 几 个 例题 


例 2 若 "=(L-2,2,0) ， 找 出 和 v 方 向 一 致 的 单位 向 量 &. 
解 ” 首 先 计 算 向 量 v 的 长 度 


bb = = +(2) +(2) +(0) =9, b=V9=3 


对 " 乘 二 得 到 
| 


1 1/3 

1 1 1|-2| |-2/3 

ud 二 t= 二 一 
中 3 3 2 2/3 
0 0 
为 验证 必 [=1， 只 需 验证 lo| =1. 
?ou = +2) + +(0)7 = 上 +4+4+0= 

al = + + + =H++4+0=1  。 国 


例 3 设 W 是 RR" 的 子 空间 且 由 向 量 x = ($4,D) 生成 , 求 出 一 个 单 
位 向 量 z 且 z 构成 多 的 一 个 基 . 

解 ” 空 间 W 包含 所 有 x 数 倍 的 向 量 ,如 图 6-3a 所 示 . W 中 的 
任意 非 零 向 量 都 是 W 的 基 . 为 简化 计算 ， 重新 “ 标 度 ”x 以 消去 分 


数 ， 即 向 量 x 乘 3 得 到 ?=| ?| 现在 计算 | 上 =22+3?=13 ， 


ly 上 =v13. 把 向 量 y 单位 化 可 得 : 


2 
-而 和 V13 
V13[3|] | 3 
V13 图 6-3 ”把 一 个 向 量 单位 化 ， 


见 图 6-3b. 另外 一 个 单位 向 量 是 (-2/V13, -3/V13). 本 得 到 一 个 单位 向 量 
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及 "空间 中 的 距离 


接 下 来 描述 一 个 向 量 如 何 允 近 另 一 个 向 量 , 注意 , 如 果 a 和 4。 是 实数 , 在 数 轴 上 a 与 b 的 距 
离 是 la- 吕 ， 图 6-4 给 出 两 个 实例 . 用 类 似 及 中 两 个 数 间 的 距离 定义 下 " 空间 中 两 个 向 量 的 距离 . 


a b a b 
一 一 本 一 一 一 一 本 一 一 一 二 一 本 一 一 十 | 一 | 一直 一 一 下 一 一 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
6 个 单位 7 个 单位 | 
12-8}=|-6I=6 或 18-2|=I6l=6 [一 3) 一 4 卢 |--7|=7 或 14-(-3)i=|7l=7 


图 6-4 ”及 中 两 个 数 的 距离 


定义 ” 民 " 中 向 量 w 和 vr 的 距离 ， 记 作 dist(w,v)， 表 示 向 量 w--v 的 长 度 ， 即 
dist(u,»v) = lu =- 外 


对 下: 和民: 空间 ， 如 例 4、 例 $ 所 示 ， 上 距离 的 定义 和 欧 几 里 得 空间 中 两 点 的 距离 公式 一 致 . 

例 4 计算 向 量 w=(7, 1 和 v=(3, 2) 之 间 的 距离 . 

解 先 计 算 *-?=| |-| :|=| | 则 有 上 -中 =V42+(-D? =VI7 . 

向 量 w,，v 和 wy 如 图 6-5 所 示 , 向量 &-y 加 上 辐 量 的 结果 是 同 量 x. 注意 到 图 6-5 中 的 
平行 四 边 形 表明 ， 从 向 量 w 到 v 的 距离 与 向 量 u-v 到 0 的 距离 相等 . 


图 6-5 向 量 w 和 v 的 距离 等 于 wv 的 长 度 天 
例 5 如 果 w = (ui， HH ， Wu) 和 v= (， V2, Vs) 了 那么 
dist(u, 六 = 要- 中 = Vm) ur) = Vw) + v2) + vy) 十 


正 交 问 量 


本 章 以 下 内 容 阐述 这 样 的 事实 , 即 欧 几 里 得 空间 中 的 直线 垂直 
概念 可 以 推广 到 及 "空间 . 

考虑 及 或 恨 空间 中 ， 通 过 原点 且 由 向 量 w 和 向 量 v 确定 的 两 
条 直线 ， 两 条 直线 ( 见 图 6-6 ) 几何 上 垂直 当 目 仅 当 从 ww 到 v 的 距 
离 与 从 & 到 -vy 的 距离 相等 ， 这 等 同 于 要 求 它 们 距离 的 平方 要 相等 . 

现在 计算 


Ila—(—v)ll 
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[dist(u, —v)P =|u -Cw =|u+ vl 
=(Uu+v):(u+v) 
=U:(Ut+v)+v:(u+v) 定理 
二 UUt+U:V+V:U+V-:y 定理 
=|ull +lhv| +2u:r 定理 

同样 将 ~-" 换 成 "的 计算 如 下 : 
[dist(u,»v)]* = [2 + 人 -中 +2W.(—y) 
= + -2 
两 个 距离 平方 相等 的 充分 必要 条 件 是 : 2u:v=-2u:v 或 u.v=0. 


1(b) 
1 
1(a) (1) 


这 里 的 计算 表明 ， 当 向 量 w 和 向 量 v 看 作 几 何 点 时 ， 通 过 这 些 点 和 原点 的 两 条 直线 相互 垂 


直 的 充分 必要 条 件 是 wv =0. 


下 面 给 出 R" 空间 中 两 个 向 量 互相 垂直 的 一 般 定 义 ( 或 正 交 , 这 是 线性 代数 中 的 一 个 通用 术语 ). 


定义 ”如果 &:p=0， 则 两 个 向 量 & 和 " 称 为 (相互 ) 正 交 的 . 
由 0 .v=0 对 任意 v 都 成 立 ， 可 以 得 出 零 向 量 与 任意 向 量 正 交 . 


关于 疝 量 正 交 的 一 个 重要 性 质 由 下 面 的 定理 给 出 ,其 证 明 可 以 从 上 面 正 交 性 定义 和 (1) 中 


的 计算 立刻 推出 . 图 6-7 的 直角 三 角形 给 出 长 度 的 直观 描述 . 

定理 2 ( 毕 达 哥 拉 斯 ( 勾 股 ) 定理 ) 

两 个 向 量 wW 和 v 正 交 的 充分 必要 条 件 是 皮 +v| = ul + le 本: 
正 交 补 

为 了 提供 内 积 概念 的 相关 练习 , 我 们 引入 一 个 在 6.3 节 和 其 余 章 
节 都 需要 的 概念 . 如 果 向 量 z 与 R" 的 子 空间 W 中 的 任意 向 量 都 正 
交 , 则 称 z 正 交 于 W. 与 子 空 间 W 正 交 的 向 量 z 的 全 体 组 成 的 集合 称 
为 W 的 正 交 补 ， 并 记 作 W+ ( W:+ 读 作 Ww 正 交 补 ) . 


lyll 


llu+v|| 


图 6-7 


例 6 设 W 是 R’ 空间 中 通过 原点 O 的 平面 , 工 是 通过 原点 且 与 W 正 交 的 直线 . 如 果 z 和 w 
都 非 零 , z 在 直线 LL 上 且 w 在 空间 W 内 ,那么 从 0 到 z 的 线段 正 交 于 从 0 到 w 的 线段 , 即 z.w =0， 


见 图 6-8. 从 而 LL 上 的 每 个 向 量 与 W 中 的 任 一 向 量 都 正 交 . 事实 
上 , 工 包 含 所 有 与 空间 W 中 的 向 量 w 都 正 交 的 全 体 向 量 , 空间 Ww 
包含 与 L 中 向 量 z 都 正 交 的 全 体 向 量 ， 也 就 是 ; 
L=W+! 有 HW=L 2 
铬 W 是 RR" 的 子 空间 ,下面 两 个 关于 W: 的 性 质 , 会 在 以 后 的 
章节 用 到 , 证 明 放 在 习题 29 和 习题 30 中 ,习题 27~31 将 给 出 几 
个 复习 内 积 性 质 的 练习 . 


6-8 一 个 作为 正 交 补 空间 
的 平面 和 通过 原点 的 直线 


正 交 华 而 壳 小 二 和 袭 尖 333 


1. 向 量 x 属 于 Wt 的 充分 必要 条 件 是 向 量 x 与 生成 空间 W 的 任 一 向 量 都 正 交 . 


2. W" 是 R" 的 一 个 子 空间 . 


下 面 的 定理 和 习题 31 验证 了 4.6 节 关 于 子 空间 的 论断 ， 见 图 6-9 ( 参考 4.6 市 的 习题 28 ) . 


图 6-9 一 个 由 mxn 和 矩阵 4 确定 的 基本 子 空间 


定理 3 假设 A 是 mxn 给 阵 ， 那 么 A 的 行 向 量 空间 的 正 交 补 空间 是 4 的 零 空 间 ， 且 4 的 
列 向 量 空间 的 正 交 补 是 4 的 零 空 间 : 
(Row4)- =Nul4 且 (Col4) -=Nul4” 


证 计算 hx 的 行列 法 则 表明 ， 如 果 x 是 :Nul4 中 的 向 量 ， 那 么 向 量 x 与 4 的 每 一 行 (将 行 
作为 R" 空间 中 的 向 量 ) 正 交 . 由 于 4 的 行 生 成 行 空 间 ， 向 量 x 与 Row4 正 交 . 反之 ， 如 果 z 与 
Row A 正 交 , 那么 x 当然 与 4 的 每 一 行 正 交 , 因此 Ax =0, 从 而 证 明了 第 一 个 结论 . 如 果 将 4 换 
成 4" 并 利用 Row 4A" =Col4 ,可 以 用 第 一 个 结论 的 证 明 得 出 第 二 个 结论 . 潮 
RR’ 空间 和 RR 空间 的 角度 (可 选 内 容 ) 

如 果 xw 和 "是 下 ?或 及 :中 的 非 堆 向量, 那么 可 以 用 内 积 , 将 从 原点 到 点 ww 和 原点 到 点 v 的 两 
个 线段 之 间 的 夹 角 联系 起 来 ， 对 应 的 公式 是 : 

uv =|u| lycosd 【人 

为 了 验证 及 中 的 向 量 公式 ， 考 虑 图 6-10 所 示 的 三 角形 ， 其 边 长 分 别 是 ll, Pb 和 | 一， 
由 余弦 定理 可 知 : 

luv =|ul +hl =2lul leose 

可 以 重新 组 合 上 面 的 内 积 表达 式 : 

Jul leosd=3 [a + lol lw | 
=3 ut + + (um)? (us V2)?] 


= ZIVI + U2V, 
=U:V 
R 空间 的 情形 可 类 似 验 证 . 当 n>3 时 ,公式 (2) 可 用 于 定义 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 . 例如 ， 
在 统计 学 中 , (2 ) 式 中 对 向 量 x 和 "定义 的 cos? 的 值 就 是 统计 学 家 所 称 的 相关 系数 . 
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1. 计算 2 和 (428)a. 

a:a \a:¥a 
2. 计算 向 量 c 方 向 的 单位 向 量 uw. 
3. 证 明 向 量 d 和 向 量 c 正 交 . 


雾 6 个 


4. 利用 练习 题 2 和 3 的 结果 ， 解 释 为 什么 d 一 定 正 交 于 单位 向 量 xz 


习题 6.1 
在 习题 1~8 中 ， 利 用 下 列 向 量 计算 数值 : 


I. wu,vid 和 和 2. ww,x:w 和 2 
u:{u WwW-w 


3. 1 _w 4. -zx 
Ww u:{u 
5 #2) y 6 (£2) y 
Vy 区 
7. |iwl 8. |x| 
在 习题 9~12 中 ， 计 算 给 定向 量 方向 的 单位 向 量 . 
一 各 
-30 
9. | 10. 攻 
40 
_3 


13. 计算 向 量 x=| 23 | 与 向 量 ?=| -| 之 辣 的 中 元 


0 —4 
14. 计算 向 量 w=| -5 | 与 向 量 z=| -1 | 之 间 的 距离 . 
2 8 
在 习题 15~18 中 ， 确 定 哪 一 对 向 量 相互 正 交 . 
12 2 
15 “-| | 5-| 23 16. .| 3 |, v=| -3 
一 一 3 
一 3 
3 一 4 一 3 ] 
17， &= v= ! 18. y= Z= 3 
一 4 14 
0 6 0 一 7 


在 习题 19~20 中 ， 所 有 向 量 在 及" 中 ， 说 明 每 
个 命题 的 真 假 ， 并 验证 你 的 答案 . 
19. a. "三才 | 
b. 对 任意 数 c ，w.(cv)=c(u.v) 
c. 如 果 向 量 w 到 向 量 v 的 距离 等 于 向 量 w 到 向 
量 -y 的 距离 ， 那么 w 和 vv 是 正 交 的 ， 
d. 对 于 一 个 方 阵 4 ，Col 4 中 的 向 量 与 Nul4 
中 的 向 量 正 交 ， 
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Zl 


一 


2 


23. 


(LA 


24. 


2 


20， 


好 


28. 


e.， 如果 向 量 mw，…, v, 生成 子 空间 W ， 且 回 量 
x 与 每 一 个 wG=1…,p) 正 交 ， 那 么 向 量 x 
属于 W-. 

. WU:v—v:u=0. 

b. 对 任意 数 c，jev|=clb|. 

c. 如 果 x 与 子 空间 W 中 的 任 一 向 量 正 交 ， 那 
么 x 是 W:+ 中 的 向 量 . 

d. 如 果 |al +|b| =|u+v| ， 那么 w 和 vw 相互 
正六 

e. 对 任意 mxn 和 矩阵 A ，A 的 零 空 间 中 的 向 量 
与 4 的 行 空间 的 每 个 向 量 正 交 . 

利用 内 积 的 转 置 定 义 ， 验 证 定理 1 中 的 (b) 

和 (c)， 注 意 第 2 章 的 一 些 内 容 . 

假若 xz& = (zs) ,解释 为 什么 wwu>0, 什么 


条 件 下 wu:u=0? 
2 一 7 

假若 w=|-5| 和 v=|-4|， 计算 和 比较 wv ， 
一 ] 0 


lz ，b 和 |w+v| ， 但 不 能 使 用 勾 股 定理 . 
证 明 R" 空间 中 向 量 w 和 vw 的 平行 四 边 形 法 则 . 
let) + 局 = 中 =2)e + 2 
盆 设 v=| ?| 霄 述 与 » 正 交 的 向 量 | | 的 集合 
H . (提示 : 考虑 v=0,vzx0 两 种 情形 .) 
5 
:6 
4 
量 x 全 体 , 第 4 章 中 的 什么 定理 可 以 说 明 W 是 
RR’ 的 子 空间 ?用 几何 语言 描述 空间 W. 
假若 一 个 向 量 y 与 向 量 w 和 vw 都 正 交 , 说明 y 
与 向 量 w+v 正 交 . 
假若 y 与 向 量 w 和 v 都 正 交 ,证明 yy 与 
Span{u,v} 中 的 任 一 向 量 正 交 . (提示 : 
Span{u,v} 中 的 向 量 w 具有 形式 w=cu+cny . 
说 明 》 与 向 量 w 正 交 . ) 


假设 w= ，, 且 W 是 及 中 满足 w.x=0 的 向 


33) 


0 


29. 假若 W =Span{y1,…,v,} ， 证明: 如 果 x 和 每 个 


30. 


3 


Dh 


y) (1< jg<p ) 正 交 , 那么 x 与 W 中 任 一 向 

量 正 交 . 

假若 W 是 及" 的 子 空间 ， 且 Wl+ 是 所 有 与 W 正 

交 的 向 量 集合 ,利用 下 列 步骤 说 明 丸 -是 职 " 的 

子 空间 . 

a. 选取 W!: 中 的 z ， 且 w 表示 W 中 任意 元 素 ， 
那么 zwu=0. 取 任 意 数 c ， 然 后 证 明 cz 与 
向 量 w 正 交 ( 由 于 w 是 W 中 的 任意 向 量 ， 
这 说 明 cz 在 W+ 中 ). 

b. 选取 zl, 和 zs 在 W* 中 ， 且 ww 是 W 中 任意 元 
素 ， 验 证 向 量 z,+z 与 u 正 交 ， 则 可 从 
zi+2Zz 中 得 出 什么 结论 ? 为 什么 ? 

c. 最 后 证 明太 + 是 以" 的 子 空间 . 


. 证 明 : 如 果 x 是 属于 空间 W 和 WwW: 的 向 量 , 那 


么 x =0. 
32. [M] 构造 恨 * 的 任意 一 对 向 量 u 和 v， 假若 : 
05 05 0.5 0.5 
|05 05 -0.5 -05 
|0.5 -0.5 0.5 -0.5 
0.3 -0.5 -0.5 0.5 
a. 记 4 的 列 癌 量 为 a1…,a, ， 计 算 每 一 列 的 长 
度 和 4i:a;,， a1:ay, dla, dy:a3, qas, 


CC3 .24 ， 
. 计算 并 比较 zx 和 4uz，m 和 4y 的 长 度 . 
利用 方程 (2 ) 计算 向 量 w 和? 来 角 的 余弦 
值 ， 并 将 此 值 和 向 量 hx 和 Av 夹 角 的 余弦 
值 相 比 较 . 
. 对 任意 两 个 向 量 ， 重 复 步 骤 (b) 和 (c)， 从 
4 对 任意 向 量 的 作用 可 以 得 出 什么 猜想 ? 


TT 


a 


. 


了 36 雾 6 代 
33, [M] RR“ 中 分 量 是 整数 的 任意 向 量 x ，y 和 ， -6 3 -33 -13 

( 且 vz#0 )， 计算 下 列 各 量 : yA 6 = 3 I 和 

34. [M] 设 4=| 8 .6 ， 
. + y): 10x): 

(3) 避 E 2 ~ me 12 -10 41 23 

选取 新 的 任意 向 量 x 和 y, 重复 上 面 计算 ， 从 14 一 9 33 

映射 x 卢 T(x)= (£2) (对 vz#0 ) 可 得 出 什 矩阵 N 使 其 列 是 Nul4 的 一 组 基 ， 构造 矩阵 R 


么 猜想 ， 用 代数 证 明 你 的 猜想 . 
练习 题 答案 


-14/5 
1. a.b=7，a.a=5， 因 此 ， a =， | | 


2. 先 倍 习 ce ， 乘 3 na 
2 


4/ V29 


3, 4d 与 c 正 交 ， 因 为 : 


4. d 与 4 正 交 ， 因 为 向 量 u 具 有 形式 ke ， 且 对 任意 上 ， 
d-:u=d.(ke)=k(d.c)=k(0)=0 


6.2 正 交 集 


使 其 行 是 Row 4 的 一 组 基 ( 见 4.6 节 ) 用 六 和 
R 执行 矩阵 计算 来 说 明定 理 3 的 结论 . 


， 计 算 l 电 =29 和 人 |= V25 . 与 向 量 c 和 ?方向 一 致 的 单位 向 量 是 ， 


RR" 中 的 向 量 集合 {z，…z }) 称 为 正 交 向 量 集 ， 如 果 集 合 中 的 任意 两 个 不 同 向 量 都 正 交 ， 即 


当 iz# j 时 ，w:u;=0. 
例 1 证 明 {Ww,Uz,Ww} 是 一 个 正 交 集 ， 此 处 


3 | —1/2 
ul 一 | ] ， U2 三 2 ， 13 三 | 一 2 
1 1 7/2 


解 ” 考 察 三 种 可 能 的 不 同 向 量 对 ， Bh {2)}, {uw} 和 {m2, us} . 
zi 22 =3-D+12)+1()=0 
uu =3(-1/2)+1(-2)+1712) =0 
z2 Ws = 一 ](-1/2)+2(-2)+107712) =0 
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每 对 不 同 的 向 量 是 垂直 的 ， 所 以 {za, 忆 ,zs} 是 正 交 集 ， 如 图 6-11 中 的 三 条 线段 ， 它 们 之 间 
相互 垂直 . 


图 6-11 国 


定理 4 如 果 $={&…a] 是 由 取 " 空 间 中 非 零 向 量 构成 的 正 交 集 ， 那 么 8 是 线性 无 关 集 ， 
因此 构成 所 生成 的 子 空间 5 的 一 组 基 . 
证 ”如果 0=cw+…+cpus 对 任意 数 c1,…,c, 成 立 ， 那 么 
0=0-.u = (cu +cu t+ eo, ) 2 
= (CU) U1 + (CU2) 2 + :+ (Cou, ) :ui 
=C1(U 0) + ca(W2 a) + :+e, (WU, -Ui) 
= CI :ui) 
因为 ww 非 零 ， 且 w 与 &…,uj 正 交 ， 由 ww 非 零 得 到 c,=0. 类 似 可 得 c,,…,c, 为 零 ， 从 而 
得 到 $ 是 线性 无 关 集 . | 
定义 ”有 R" 中 子 空间 W 的 一 个 正 交 基 是 W 的 一 个 基 ， 且 是 正 交 集 . 
直面 的 定理 表明 正 交 基 比 其 他 基 优 越 ， 线 性 组 合 中 的 权 值 较 易 计算 ， 
定理 5 假设 {z 是 耻 " 中 子 空 间 W 的 正 交 基 ， 对 W 中 的 每 个 向 量 y » 线性 组 合 


?了 = cma+…+cpap 中 的 权 值 可 以 由 cj = 一 (j=1,…,p) 计算. 


Uj:u 


证 像 前 面 证 明 一 样 ， 正 交集 {w,…,u,} 表 明 
yuU=(CU 十 C222 十 … 十 Co8p) 2 = cu :i) 
由 于 wu 非 零 ， 从 上 面 方 程 中 可 以 解 出 系数 ， 若 计算 yw(j =1,2,…, p)， 可 求 出 系数 c，. 
图 
6 
1 
一 8 


例 2 例 1 中 的 集合 8 = fu,z,m} 是 下 :中 的 一 个 正 交 基 ， 将 向 量 =| 1| 表 示 成 5 中 向 量 


的 线性 组 合 . 


解 ” 计 算 
y:u=11 y:u; =—12 :13 三 一 33 
ui:uU=1] us-:U;=6 Us :Us = 33/2 
由 定理 5 得 
-2 +2 ?2+ Hu 
Ul ui UH? U3 :Us 
_11 —12 一 33 
6 32 
= Ui — 2U; — 2U3 图 


注意 到 ， 由 正 交 基 构 成 的 线性 表示 ，y 的 权 值 十 分 容易 计算 . 如 果 基 不 是 正 交 的 ， 则 必须 
类 似 第 1 章 解 线性 方程 组 才能 得 到 . 

下 面 我 们 构造 一 个 非常 重要 的 步骤 ， 涉 及 许多 包含 正 交 计算 的 问题 ， 而 且 它 会 对 定理 5 给 
出 一 个 几何 解释 . 
正 交 投影 

对 R" 中 给 出 的 非 零 向 量 w ， 考 虑 RR" 中 一 个 向 量 y 分 解 为 两 个 向 量 之 和 的 问题 ， 一 个 向 量 
是 向 量 & 的 数量 乘积 ， 另 一 个 癌 量 与 & 垂直 . 我 们 期 望 写成 

y= 了 +2z (1) 
其 中 3 了 =au ，Q 是 一 个 数 ，z 是 一 个 垂直 于 ww 的 问 量 ， 见 图 6-12. 对 给 定数 w ， 记 z=y-au， 
则 方程 (1) 可 以 满足 那么 了- 六 和 z 正 交 的 充分 必要 条 件 是 
O=(y—Qu) Wu= yu :U= yu —Q(u:u) 


也 就 是 满足 方程 ( 1 )， 且 z 与 x 正 交 的 充分 必要 条 件 是 w= 二 目 了 = 地- 向 量 乡 称 为 ?在 z 
上 的 正 交 投影 ， 回 量 z 称 为 垂直 zx 的 分 量 . 


Z= 了 - 少 y 


上 
= CU 型 


图 6-12 求 a 使 y- 了 正 交 于 


如 末 c 是 非 零 数 ， 且 在 $3 的 定义 中 用 cu 代替 ww， 那 么 y 在 cu 上 的 正 交 投影 和 yy 在 w 上 的 正 
交 投 影 完全 一 致 (习题 31 ), 因此 这 个 投影 可 由 & 向量 所 生成 的 子 空间 工 ( 经 过 & 和 原点 的 直线 ) 
所 确定 . 有 时 用 proj, y 来 表示 了 》， 并 称 之 为 y 在 w 上 的 正 交 投影 ， 即 


二 1 yu 
$ =proj, y =u (2) 


例 3 便 设 =| | 和 =| , 找 出 yy 在 uw 上 的 正 交 投影 , 然后 将 y 写成 两 个 正 交 向 量 之 和 ， 


正 欧 烂 和 在 小 二 更 法 339 


一 个 在 Span{w} ， 为 一 个 与 u 正 交 . 


解 ” 计 算 y.u=| | “|=40 
Me 
站-。 
2|1|12 
则 y 在 w 上 的 正 交 投影 是 : 
~_yu 40 ,|4| |8 
y= 720 2| -4| 
y 垂直 于 ww 的 分 量 是 : 


两 个 向 量 之 和 为 》， 即 
-| 
1 1 1 


$y (y-3$) 


》 
回 量 y 的 分 解 可 表示 为 图 6-13. 注意 : 如 果 上 面 的 计算 正确 ， 那 么 {y,y 下 是 正 交集 作 


. 、 |8|1-I 
5 0-D=|4 | ;|- 8+8=0 


为 检验 ， 计 算 


图 6-13 yy 在 通过 原点 的 直线 L 上 的 正 交 投影 图 


由 于 图 6-13 中 连接 y 与 了 的 线段 垂直 于 L， 由 了 的 构造 可 知 ， 标 记 为 的 点 是 y 距离 工 的 
最 近 点 . ( 这 可 用 几何 方法 证 明 ， 这 里 我 们 假设 及 ?中 成 立 ， 在 6.3 节 给 出 及 "情形 的 证 明 . ) 

例 4 计算 图 6-13 中 从 y 到 工 的 距离 . 

解 从 ?了 到 二 的 距离 ,是 从 ?到 正 交 投影 垂直 线段 的 长 度 ， 这 个 长 度 等 于 y- 乡 的 长 度 ， 从 


而 距离 为 
ly>=- 训 =VcD2+2: =V5 图 
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定理 5 的 几何 解释 

(2 ) 式 中 正 交 投 影 了 的 公式 和 定理 5 中 每 一 项 形式 一 致 ， 这 样 ， 定 理 5 将 回 量 分解 为 一 
维 子 空间 上 正 交 投影 之 和 ， 

对 于 W = 及 * = Span{ui,u;} ，wl 和 ws 相互 正 交 的 情形 ， 很 容易 看 到 分 解 式 ， 对 任意 RRR’ 中 的 
回 量 y 可 以 写成 : 


le (3 
Ul:Ui U2 22 


(3 ) 中 的 第 一 项 是 y 在 子 空间 Span{wu} 上 的 投影 (通过 原点 和 w 的 直线 ), 第 二 项 y 在 子 空 
则 Span{wu2} 上 的 投影 , (3 ) 式 将 y 表示 为 由 y, 和 y, 确 定 的 ( 正 交 ) 轴 上 的 投影 之 和 ， 见 图 6-14 . 


少 三 


图 6-14 一 个 向 量 分 解 为 两 个 投影 之 和 


定理 5 将 Span{wu,…,u,} 中 的 每 一 个 y 分 解 成 , p 个 相互 正 交 的 一 维 子 空间 上 的 投影 之 和 . 
一 个 力 分 解 为 力 的 分 量 


如 果 某 一 力 施加 到 一 个 物体 上 , 在 物理 上 可 能 出 现 图 6-14 的 分 解 ,通过 选取 合适 的 坐标 系 
统 ， 一 个 力 可 以 表示 为 R’ 或 R’ 中 向 量 》， 常 常 这 类 问题 包含 某 些 特别 感 兴趣 的 方向 ， 可 表示 
为 为 一 个 向 量 y. 例如 ， 一 个 在 水 平方 向 移动 的 物体 被 施加 外 力 后 ， 用 向 量 & 表示 移动 的 方向 ， 


见 图 6-15. 一 个 关键 问题 是 将 力 分 解 为 & 方 向 的 分 量 和 与 & 正 交 方 向 的 分 量 ， 具 体 计 算 类 似 于 
上 面 已 完成 的 例 3. 


图 6-15 
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单位 正 交 集 

集合 {a,…,u;} 是 一 个 单位 正 交 集 , 如 果 它 是 由 单位 癌 量 构成 的 正 交 集 . 如 果 克 是 一 个 由 单 
位 正 交集 合 组 成 的 子 空间 ， 那么 {ww,…,w,} 是 W 的 单位 正 交 基 , 原因 是 这 类 和 集合 自然 线性 无 关 ， 
见 定 理 4. 

最 简单 的 单位 正 交集 合 是 到 "中 的 标准 基 {e1,…,e,} ， 任 何 集合 {e1,…,e,} 的 非 空 子 集 也 是 单 
位 正 交 的 ， 下 面 是 一 个 更 复杂 的 例子 . 

例 5 证 明 {wi,w,w} 是 RR 的 一 个 单位 正 交 基 ， 其 中 . 


3/V11 -1/V6 -1/V66 
vi =| 1/VIl vy; =| 2/V6 v3 =| —4/V66 
1/V11 1/V6 7/V66 


解 ” 计 算 
mm .va =—3/V66+2/V66+1/V66 =0 
Viv =-3/V726 -4/V726+7/V726 =0 
.7 =1/V396 -8/V396+7/V396 =0 
从 而 {vi,v2,v;} 是 一 个 正 交 基 ， 另 外 
.Pi =9/11+1/11+1/11=1 
5 .7 =1/6+4/6+1/6=1 
.Da =1/66+16/66+49/66=1 
从 而 证 明 w,” 和 和 户 是 单位 向 量 ， 即 {v1,v;,v3} 是 一 个 单位 正 交集 . 由 于 集合 线性 无 关 ， 它 的 
三 个 癌 量 构成 RR’ 的 一 个 基 ， 见 图 6-16. 


图 6-16 图 


当 一 个 正 交集 中 的 向 量 被 “单位 化 ”具有 单位 长 度 后 ， 这 些 新 向 量 仍然 保持 正 交 性 ， 因 此 
新 的 集合 成 为 单位 正 交 基 ， 见 习题 32. 非常 容易 检查 图 6-16 中 的 向 量 ( 例 $ ) 是 图 6-11 中 向 量 
各 个 方向 的 单位 化 向 量 (习题 1 ) . 

各 列 形成 单位 正 交 基 的 矩阵 ， 在 应 用 和 矩阵 算法 的 计算 中 都 非常 重要 ， 它 们 的 主要 性 质 由 
下 面 定理 6 和 定理 7 给 出 . 
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定理 6 一 个 mxn 矩 阵 U 有 具有 单位 正 交 列 向 量 的 充分 必要 条 件 是 UTU =1. 
证 ”为 简化 运算 ,我们 假设 U 仅 有 三 列 ， 每 列 都 是 恨 " 中 的 向 量 ， 一般 情形 的 证 明 本 质 上 
完全 一 致 . 设 U=[u uww]， 并 且 计 算 : 


ul UU Wu uu 
UU=|Iuw |[lu wu, wl=|iwuiu uiu, uu (4) 
Us Bb WU Ul U3 
右边 矩阵 中 的 元 素 是 利用 转 置 T 表 示 的 内 积 ，U 的 列 向 量 是 正 交 的 充分 必要 条 件 是 
UU =UU=0 Wu=uu=0 wlu,=ulu,=0 (5) 
U 的 列 向 量 是 单位 长 度 的 充分 必要 条 件 是 ; 
UUu=l wu=l uu,=!l (6) 
定理 可 以 从 (4) ~(6) 立刻 得 出 . 图 
定理 7 假设 U 是 一 个 具有 单位 正 交 列 的 天 xn 甜 阵 ， 且 革 和 》 是 到 "的 向 量 ， 那 么 


a. ux)|=|xl. 

b. (Ux):(Uy)=x:y. 

Cc，(UX).(Uy)=0 的 充分 必要 条 件 是 x. y=0， 

性 质 (a) 和 (c) 表明， 线性 映射 xF Ux 保持 长 度 和 正 交 性 ， 这 个 性 质 对 很 多 计算 机 算法 
非常 重要 ， 定 理 7 的 具体 证 明 见 习题 25. 


1/V2 2/3 万 
例 6 若 U=|1/V2 -2/3 ix=| ?| 注意 U 具有 单位 正 交 列 ， 并 且 
0 1/3 
1/V2 2/3 
wv 1/V2 ?| 1/V2 _D 13 -| | 
2/3 -2/3 1/3| 。 13 
验证 上 x|=||x|. 
解 
1/V2 2/3 3 
“ol | 
x =|1/V2 -213 =| -1 
0 1/3 儿 3 ] 
lezl=v9+l+l=VH 人 中 =v2+9=Vil 国 


当 和 矩阵 是 方 阵 时 ， 定 理 6 和 定理 7 非常 有 用 . 一 个 正 交 和 矩阵 就 是 一 个 可 道 的 方 阵 U， 且 满足 


UV” =V ， 由 定理 6， 这样 的 矩阵 具有 单位 正 交 列 .8 很 容易 验证 ， 任 何 列 单位 正 交 的 方 阵 是 正 交 和 矩 
阵 , 恰巧 , 这 类 和 矩阵 同样 具有 单位 正 交 的 行 , 见习 题 27 和 习题 28. 正 交 矩阵 在 第 7 章 有 广泛 的 应 用 . 


， 一 个 更 好 的 术语 应 该 是 标准 正 交 和 矩阵 , 这 个 术语 可 以 在 一 些 统计 教材 中 找到 . 但 是 , 正 交 和 矩阵 是 线性 代数 中 的 标准 术语 . 


正 交 糙 开 不 小 二 秽 闫 343 


例 7 和 矩阵 
3/VIl -1V6 -1/V66 
U=|I1/Vil 2/V6 -4/V66 
LVIL UV6 7/V66 
是 单位 正 交 矩阵， 因为 它 是 方 阵 县 它 的 列 是 单位 正 交 的 ， 见 例 5， 事实 上 它 的 行 也 是 单位 正 交 


的 ， 加 
练习 题 
1 设 w -| -5 |， -| 相 说 明 {w,us} 是 RR? 的 单位 正 交 基 . 

2/V5 1/V5 


2. 设 y 和 上 是 例 3 和 图 3 中 的 记号 , 计算 y 在 L 上 的 正 交 投影 了》， 用 w=| | 符 换 例 3 中 的 


3. 设 U 和 x 是 例 6 中 的 记号 ， a | 验证 : Ux.Uy=x:y. 


习题 6.2 
在 习题 1~6 中 ， 判断 哪 一 个 向 量 的 集合 是 正 3 2 ] 5 
交 的 . 10 Ul 三 | 一 3 到: 二 2 | ， Us = ， =| 一 3 
-_] 0 | 4 1 


0 
1 
2 


5 1 一 
2 | ， 2. | -2 | ， ， | 一 2 
l 1 1 


2 -6 2 0 4 正 交 投影 . 
3. | -7| ，| -3 1， 4. |-$|，|0|，| -2 、 1] ，、 -1! 
四 3 1 四 6 12. 计算 向 量 | 1 | 在 通过 | -| 和 原点 的 直线 上 的 
-4 3 
1 3 
5 


1 计算 向 量 | | 在 通过 | -| 和 原点 的 直线 上 的 


J 人 
—_ i 


3 一 1 3 5 正 交 投影 . 

5 13. 若 =| “| 和 w=| “| ,将 y 写 成 两 个 正 交 
| -3 7 0|1”|1-3j” ;= =| 了 | 了 二 站 正 交 癌 量 
3 4| |0 3 8 -1 


之 和 ， 一 个 属于 Span{fal ， 另 一 个 与 & 正 交 . 


在 习题 7~10 中 ， 证 明 {t,t} 或 者 {ui,W2,W} 分 2 了 
14. 若 =|5| 和 az=| | 将 ?写成 两 个 正 交 向 量 


别 是 下- 和 RR 的 正 交 基 , 且 将 x 表示 为 这 些 & 的 线 


性 组 合 . 之 和 ， 一 个 属于 Span{w} ， 另 一 个 与 & 正 交 ， 
2 6 9 

7. “=-| 3 e-| 外 -| | 15. 若 3=| 1| 和 au=|o| 计算 向 量 y 与 通过 ww 和 

8 “| “=| | -| 3 原点 的 直线 之 间 的 距离 . 


) 8 16. 车 y=| 9 | 和 =| ， 计 算 向 量 y 与 通过 和 
一 四 原点 的 直线 之 间 的 距离 . 
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雾 6 但 


的 , 如 果 集 合 只 是 正 交 的 , 将 向 量 单位 化 产生 一 个 


在 习题 17~22 中 ,确定 哪 一 个 向 量 集合 是 正 交 


单位 正 交 和 集 . 


Lh 


Zl 


2 


1/3 0 
Wl ， 


1/3 


=1/2 0 
0 Le | Lis 
lf2 0 


3/V10 0 
-1/V20 | ，| -UV2 
=1/N/20 1/V2 


1 2 pk 
4/V18 |， 0 1/3 
1/V18 -1/\V2 | 1-2/3 


在 习题 23~24 中 ， 所 有 向 量 属于 R" ， 判 断 下 


1/V10 
3/V20 |， 
3/V20 


1/V18 


述 论 断 的 正 误 ， 验 证 每 一 个 结论 . 
23.a，R" 上 的 每 一 个 线性 无 关 集 并 非 都 是 正 交 集 . 


24. 


2 


b. 


\@) 


ST 


[= 


@, 


如 果 y 是 正 交 集中 非 零 向 量 的 线性 组 合 ， 屠 
么 线性 组 合 的 权 数 可 不 用 矩阵 的 行 变换 求 得 . 
. 如 果 非 零 向 量 构成 的 正 交集 中 的 向 量 被 音 
位 化 ， 那 么 ， 其 中 一 些 新 向 量 可 能 不 正 交 。 
. 一 个 具有 单位 正 交 列 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 

. 如 果 工 是 通过 原点 的 直线 ， 并 且 了 是 y 在 
L 上 的 正 交 投影 ， 那 么 | 刘表 示 y 到 工 的 
距离 . 


. R" 中 的 每 一 个 正 交集 并 非 都 是 线性 无 关 的 . 


: 如 果 集 合 8S ={u…,an} 具 有 性 质 ， 当 iz j 
时 ，w, .uj=0， 那 么 $ 是 单位 正 交 集 . 


.如果 mxn 矩阵 4 的 列 是 单位 正 交 ,那么 线性 


映射 x Ax 保持 长 度 . 


. 问 量 ?在 "上 的 正 交 投影 和 y 在 cp (cxz0) 


上 的 正 交 投 影 一 致 . 
一 个 正 交 矩阵 是 可 逆 的 . 


证 明定 理 7 (提示 : 对 (a )， 计 算 |cx| 或 首先 
证 明 (b)) ， 


26. 


27. 


iD 
Oo 
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33， 


34. 


奇 W 是 RR" 中 个 非 零 正 交 向 量 张 成 的 子 空 
间 ， 试 说 明 W = RR”. 

大 U 是 具有 单位 正 交 列 的 方 阵 ， 说 明 U 为 什 
么 可 逆 .( 注意 证 明 中 的 定理 .) 


. 右 U 是 nxn 正 交 和 矩 阵 ， 证 明 U 的 行 向 量 构 成 


R” 的 单位 正 交 基 . 


. 略 U 和 V 是 正 交 和 矩阵, 说 明 为 什么 UV 也 是 正 交 


矩阵 ( 即 说 明 为 什么 UV 可 逆 且 它 的 逆 为 (VVWT ). 


. 看 避 是 正 交 矩阵 且 和 矩阵 是 交换 尽 中 某 些 列 


得 到 的 矩阵， 说 明 为 什么 了 是 正 交 矩阵. 


. 证 明 : 向 量 y 在 RR* 中 通过 原点 的 直线 世上 的 正 


交 投 影 了 的 公式 ， 不 依赖 工 中 非 零 向 量 w 的 选 
择 , 为 验证 结论 , 可 假设 y 和 w 是 给 定 的 , 且 
用 公式 (2 ) 计算 , 将 公式 中 的 ww 用 cu 代替 ,其 
中 c 是 任意 非 零 值 ， 证 明 新 公式 给 出 同样 的 $ 了 . 
设 {v1,v,} 是 非 零 向 量 的 正 交集 , c, 和 c, 是 任意 
非 零 数 ， 证 明 {cwi,czwz} 也 是正 交 基 ， 由 于 集 
合 的 正 交 性 可 由 成 对 向 量 确定 , 这 说 明 如 果 正 
交集 中 的 向 量 被 单位 化 , 新 的 向 量 集合 仍然 是 
正 交 的 . 

设 R" 中 xxzx0 ， 设 L=Span{u}. 证 明 映射 
一 projzx 是 一 个 线性 变换 . 

设 R" 中 uz#0，L=Span{u}. 对 R" 上 的 y， 》 
在 L 上 的 反射 是 点 refl.y ， 定 义 为 refl,y= 
2 projcy-》， 观察 图 像 ， 其 表明 refl,y 是 
=projzy 与 -的 和 . 见 图 6-17. 证 明 映 射 
Hrefly 是 一 个 线性 变换 . 


X2 


\ L=Span{u)} 


图 6-17 


35$.[M] 证 明和 矩阵 4 的 列 正 交 性 可 由 适当 的 矩阵 运 36. [M] 假若 U 是 由 习题 35 中 矩阵 4 的 每 一 列 单 


算 来 完成 , 说 明 你 的 计算 过 程 , 其 中 矩阵 4 是 : 位 化 得 到 : 
6 a. 计算 VTU 和 UU?'， 它 们 的 不 同 在 哪里 ? 
ly b. 任意 产生 一 个 RR 中 的 向 量 y， 并 且 计 算 

6 3 一 p=UU'y 和 z=y-p， 解 释 为 什么 p 属于 

ed I Col A ， 验 证 z 和 pp 正 交 . 
2 -12 c. 验证 z 与 U 中 每 一 列 正 交 . 
拉克 d. 注意 y=p+z，p 属于 ColA， 解释 为 什么 
pr . z 属 于 (Col 4A)+( y 的 这 个 分 解 的 特点 将 在 

下 一 节 解 释 ) . 
练习 题 答案 


1. 向 量 相互 垂 交 ， 因 为 ww :wu,=-2/5+2/5=0. 
. 它们 是 单位 向 量 ， 因 为 
lal = CVVY5Y +(2/V5) =1/5+4/5=1 
ual = (2/V5)* + 0/V5) =4/5+1/5=1 
特别 地 ， 和 集合 {uw,zz} 线性 无 关 ， 由 于 集合 包含 两 个 向 量 ， 因 此 构成 RR 的 一 个 基 . 


| 7 el yu _202|_ ,12|_|8 
ee 
这 和 例 3 中 的 了 一 致 ， 正 交 投 影 似乎 不 依赖 于 直线 上 向 量 w 的 选取 ， 见 习题 31. 
/V2 2/3 
3. Uy=|1/V2 -2/3 |- 
o 413。 


[| 


1 
一 / 
2 


3 
一 | 


同样 ， 例 6 中 ， :| | 和 mw- 
1 


. 因此 ，Ux:Uy=3+7+2=12 且 x+y=-6+18=12. 


6.3 正 交 投影 


形 非 常 类 似 , 对 给 定向 量 y 和 RR" 中 子 空间 W , 存在 属于 W 的 
咎 量 了 满足 :( 1 ) W 中 有 惟一 向 量 了 ,使 得 y- 了 与 W 正 交 ， 
(2) 3 了 是 W 中 惟一 最 接近 y 的 向 量 ， 见 图 6-18. $ 的 这 两 个 
性 质 提供 了 本 章 介 绍 实例 中 提 到 的 求 线 性 方程 组 的 最 小 二 乘 
解 的 方法 ， 完 整 的 内 容 在 6.5 节 中 学 习 . 


R? 中 点 在 通过 原点 的 直线 上 的 正 交 投影 和 空间 有 R* 的 情 + 
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为 准备 第 一 个 定理 ， 我 们 注意 到 ， 当 y 表示 成 RR" 空间 中 基 w,…,u 的 线性 组 合 时 ，y 中 和 

的 各 项 可 分 为 两 部 分 ， 使 得 y 写成 
y=2rT%22 

此 处 ，z 是 其 中 一 些 w 的 线性 组 合 ，z, 是 其 余 w 的 线性 组 合 ， 当 {wu1…,u,} 是正 交 基 时 ， 这 个 
思路 特别 有 用 . 回忆 在 6.1 节 ，W:+ 表 示 所 有 与 W 正 交 的 向 量 集合 . 

例 1 假 寿 {uw,…,u;s} 是 Ri 中 的 正 交 基 , 且 

y=cuU+:*+csus 

考虑 子 空间 W =Span{wu,u;} ， 并 将 y 写成 W 中 向 量 zx 与 泵 + 中 向 量 z, 的 和 . 

解 ” 写 出 分 解 式 


y = ci 0 + C3U3 + Calts + Csus 
其 中 £2 
Zz1=CiUu1+Cc2U2 属 于 Span{u,u,} 
Zz2 = css 十 C4&4 十 CsUs 属于 Span{u;,us,us} 
为 证 明 z, 属 于 W*， 只 需 证 明 z, 与 以 {wi,w,} 为 基 的 空间 W 中 的 向 量 正 交 ( 见 6.1 节 )， 利 用 内 
积 的 性 质 计 算 
Z2° Ul = (C3U3 + Cal4 十 C515 ) :ul 
= CU3 :Ui + cals :Ui + csus :Ui 
=0 
上 式 中 利用 了 wi 与 ws, ws 和 ws 的 正 交 性 . 同样 的 计算 可 以 证 明 z,.w, =0 ,从 而 说 明 z, 属 于 W+， 国 
下 面 的 定理 表明 ， 在 没有 及" 中 的 正 交 基 时 ， 对 例 1 中 的 分 解 y= z +z, ， 同 样 可 以 计算 只 
需 中 有 一 个 正 交 基 即 可 . 


定理 8 ( 正 交 分 解 定理 ) 
若 W 是 及 "的 一 个 子 空间 ， 那 么 及" 中 每 一 个 向 量 可 以 惟一 表示 


y=$+2z (1) 
此 处 了 属于 W 且 z 属 于 Wr"， 实际 上 ， 如 果 {U1,…,U,} 是 W 的 任意 正 交 基 ， 那么 
| A hd (2) 
WW ye 


且 Zz= 一 少 . 


其 中 (1) 式 中 的 了 $ 称 为 y 在 W 上 的 正 交 投影 ， 常 记 作 projwy . 见 图 6-19， 当 W 是 一 维 子 
空间 时 ，3 的 公式 和 6.2 节 中 的 公式 一 致 . 


内 


本 光一 尖 y 


6-19 y 在 W 上 的 正 交 投 影 
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证 着 {u,…,w,} 是 W 的 正 交 基 ， 且 了 $ 用 (2) 式 定义 . 由 于 了》 是 基 w,…,w, 的 线性 组 合 ， 
所 以 9$ 属 于 W. 假若 z=y-》 ’ 由 于 妈 正 交 于 ww,…,u， 9 从 (2 ) 式 可 以 得 出 


< “下 
Ca 


j: ‘U0.—-0=y:W -yu =0 


1° Ul 
从 而 z 与 ww 正 交 . 类 似 地 ，z 与 空间 多 的 每 个 基 向 量 wj 正 交 ， 因 此 z 与 W 中 任何 向 量 正 交 ， 即 
z 属于 W-. 

为 证 明 分 解 (1 ) 是 惟一 的 ， 若 了 也 可 以 写成 y 了 = 六 +z ， 其 中 负 属 于 多 且 z 属于 W:， 那 
么 了 +z= 久 +z (由 于 两 边 的 相同 )， 从 而 得 出 


9 一 =z 一 Zz 
这 个 等 式 表明 向 量 v = 了 -六 属于 W ,又 属于 W+ (由 于 zi 和 z 属 于 W! 且 W+ 是 子 空间 ). 因此 
vy =0 ,从 而 说 明 v =0, 即 证 明了 $= 让 且 z=z. 国 


分 解 式 (1 ) 的 惟一 性 表明 ， 正 交 投 影 了 仅 依 赖 于 W ， 并 不 依赖 于 (2 ) 中 使 用 的 特殊 基 . 

2 —2 1 
11 和 = 
1 


5 2 

| 3 

号 成 属于 W 的 向 量 与 正 交 于 W 的 向 量 之 和 . 
解 y 在 W 上 的 正 交 投影 是 


例 2 假设 = 


,= 


. 注意 到 {ww,wu,} 是 W =Span{wu,wu,} 的 正 交 基 , 将 y 


了 = 二 Lm + 2 
Ul:Ul us, :HU 
2 一 2 2 一 2 —2/5 
_9 3 -9 15 
-30| >|+5 30| ?I+30| 1 
一 1 —] ] 1 /4 


1] 「-2/15] [7/5 
y-$=|2|-| 2 |=| 0 
3| | 5| |14/5 


定理 8 保证 y-5 了 属于 Wt， 为 检验 计算 ， 一 个 好 的 方法 是 验证 y~ 了 了 正 交 于 wi 和， 因而 
正 交 于 W ，y 的 期 望 分 解 式 是 


1| |-2/5] 「 775 
y=|2|=| 2 |+| 0 二 
3 1/5| |14/5 


正 交 投影 的 几何 解释 


当 W 是 一 维 子 空间 时 ， 公 式 ( 2 ) 的 projwy 仅 包 含 一 项 ， 这 样 ， 当 dimW >1, (2) 式 中 的 
每 一 项 都 是 自己 , 即 向 量 ”在 由 多 的 一 个 基 & 所 生成 的 子 空间 上 正 交 投影 . 图 6-20 表示 当 W 是 


C2 我 们 可 以 假设 W 不 是 零 子 空间 ,否则 W: =R",， (1) 即 为 y=0+y .下 一 节 将 说 明 及 " 中 的 任意 非 零 子 空间 都 有 正 
交 基 . 
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Rs: 中 由 ww 和 ww 所 生成 子 空间 的 情形 ， 先 和 总 分 别 表示 yy 在 由 ww 和 ww 所 生成 直线 上 的 投影 ， 问 
量 y 的 W 上 正 交 投影 了 是 y 在 两 个 相互 正 交 的 一 维 子 空间 分 别 投影 之 和 ,图 6-20 中 的 向 量 $ 对 
应 6.2 节 图 6-14 中 的 向 量 y ， 其 原因 是 现在 $$ 属于 W. 


图 6-20 ”向量 y 的 正 交 投 影 等 于 它 在 相互 正 交 的 一 维 子 空 间 上 的 投影 之 和 


正 交 投影 的 性 质 
如 果 {4,…,uj} 是 W 的 正 交 基 , 且 假 若 y 正 好 属于 W , 那么 projwy 的 公式 和 6.2 节 中 定理 5 
里 yy 的 表达 式 完 全 一 致 ， 这 种 情形 下 ，projwy =y. 
如 果 y 属 于 W=Span{w,…,uy}， 那 么 projwy=y 
这 个 结论 可 以 从 下 列 定 理 得 出 . 


定理 9 (最 佳 和 逼近 和 定理 ) 

假设 W 是 了 腿 "空间 中 的 一 个 子 空间 ，y 是 及 "中 的 任意 向 量 ， 了 是 y 在 W 上 的 正 交 投影 ， 屠 
么 了 是 W 中 最 接近 ?的 点 ， 也 就 是 指 

ly- 中 <y-| (3) 

对 所 有 属于 W 又 上 剧 于 的 vy 成 立 . 

定理 9 中 的 向 量 3 称 为 W 中 元 素 对 y 的 最 佳 通 近 , 在 后 面 章 节 中 , 我 们 会 研究 这 样 的 问题 ， 
对 给 定 的 元 素 ”， 可 以 被 某 个 给 定子 空间 中 的 元 素 代 替 或 “逼近 ”"， 用 几 ?=? 表 示 的 从 ?了 到 ”的 
距离 ， 可 以 认为 是 用 y 代替 y 的 “误差 "， 定 理 9 说明 误 差 在 v =》 了》 处 取得 最 小 值 . 

方程 (3 ) 同时 给 出 一 个 结论 , 重新 证 明了 3 了 的 计算 不 依赖 于 特定 正 交 基 . 如 果 W 的 一 个 不 
同 的 正 交 基 被 用 于 构造 y 的 正 交 投 影 ， 那 么 这 个 投影 就 是 向 量 y 在 W 中 的 最 近 点 ， 记 为 了 . 


证 取 W 中 的 v 且 不 同 于 了 $》， 见 图 6-21， 则 v- 了 是 W 中 的 向 量 ， 由 正 交 分 解 定 理 ，y 一 了 
正 交 于 W ， 特 别 地 ，y-- 了 》 正 交 于 v- 了 》， 由 于 
y—v=(y—)) +($—r) 
由 人 勾 股 定理 可 知 
下 = 上 y=- 站 + 胸 于 
( 见 图 6-21 中 右边 的 直角 三 角形 . ) 因为 -v0， 可 知 胸 -vw 中 >0 ， 则 不 等 式 (3 ) 立刻 推出 . 
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1/5 请 


例 4 RR" 中 的 一 个 点 y 到 一 个 子 空间 W 的 距离 , 定义 为 从 y 到 空间 W 中 最 近 点 的 距离 , 求 


正 欧 烽 和 i 丰 小 二 瑞 涛 
,2 。 过 和 

图 6-21 yy 在 W 上 的 正 交 投影 是 W 中 离 ?最近 的 点 bs 

pp 一 2 ] 
例 3 如 有 果 w=| 5|,w=| 1|,y=|2| 和 W =Span{wu,us} ,类 似 例 2，W 中 离 y 最 接近 的 点 是 

一 ] ] 3 

-2/5 
Pe 1 十 了 &2 一 2 


出 y 到 W =Span{ui,wu;} 的 距离 ， 其 中 
一 ] 


解 ” 由 最 佳 双 近 定理 ， 从 y 到 W 的 距离 是 jy- 刘 ， 且 了 = projvry ， 由 于 {wi,wu} 是 W 的 正 交 


基 ， 我 们 得 到 . 
] 一 ] 
ol 二 | 
ya 6 U,; 2 7 2 8 
1 一 ] 4 
一 ] 一 ] 0 
y-3=| -5 |-| -8|=|3 
10 4 6 
|y— 刘 =3?+6? = 45 
二 


从 y 到 W 的 距离 是 V45 = 3V5 . 
本 他 最 后 的 定理 说 明 ， 关 于 projwy 的 公式 (2 )， 当 W 的 基 是 单位 正 交 集 时 如 何 被 简化 . 
定理 10 如果 {wu,…,u,} 是 及 "中 子 空间 W 的 正 交 基 ， 那 么 

PIOJwy = (UU + (yu U2 + + (yu, Wu, (4) 
(3 


如 果 U = [wu U, *: u, |]， 则 
projwy=UU 'y， 对 所 有 yER 民 "成 立 


证 公式 (4) 可 由 (2) 式 立刻 推出 ,同样 ,( 4) 式 说 明 projwy 是 U 中 列 的 线性 组 合 ， 且 
yu, ， 同 样 可 写成 wy，w2y, …, uy 这 表明 它们 可 以 记 为 


对 应 权 值 分 别 为 yu, yu, ,… 


UVTy ,从 而 证 明了 (5 ) 式 . 图 
若 U 是 nxp 列 单位 正 交 的 矩阵 ，W 是 U 的 列 空间 ， 那 么 
UT™Ux =1,x=x， 对 所 有 属于 民 ? 的 x 成 立 定理 6 
UU'y = projwy ， 对 所 有 属于 RR 的 yy 成立 定理 10 


如 果 U 是 nxn 方 阵 ， 且 列 单位 正 交 ， 那 么 U 是 正 交 矩阵 ，W 的 列 空间 是 全 部 R" 空间 ， 且 
UU'y=y=y， 对 所 有 ye€E 民 "成 立 . 

尽管 公式 (4 ) 在 理论 上 十 分 重要 ,实际 上 , 它 常 包含 数字 的 平方 根 运 算 ( 在 w 的 元 素 中 )， 
用 手工 运算 时 我 们 推荐 公式 (2 ). 


x=| ,|. 将 x 写成 两 个 向 量 之 和 ， 一 个 属于 
0 


练习 题 
-7 -1 -9 
邻 双 = ] , W, = 1 》 三 1 4 HW =Span{u,u,)} 9 利用 u: 和 x, 正 交 计算 projwy . 
4 一 2 6 
习题 6.3 
在 习题 1 和 习题 2 中 ,我们 假设 {u1，…,wu} 是 -1 1 -1 
了 4 中 的 正 交 基 . 3. y=| 4|, w=|li, u,= ] 
0 3 1 5 3 0 0 
1 |5 | 0 | -3 6 3 -4 
| Wl —4 ”2 1 ”3 1 ”4 一 】 ， 4. 三 3 » 如 | 二 4 ， ;二 3 
一 ] ] 一 4 ] 一 2 0 0 
3 
由 二 和 


一 
2 
6 


6. y= ， = 
Span{tw,t2,W3} ， 男 一 个 属于 Span{u4s}. 了 ul 


1 1 
在 习题 7~10 中 ,， 若 W 是 由 xz 组 成 的 子 空间 ， 


2 | 1 ] 
2. 的 二 ] W, = ] WU; 一 2|， WU 一 ， 将 y 写 成 W 中 的 问 量 与 正 交 于 W 的 向 量 之 和 . 
1 ] _1 _7 ] 5 
4 7. y= ,UU=| 3|, w=|l1 
< 5 -2 4 
"=| 3| 将 v 写成 两 个 向 量 之 和 ， 一 个 属于 _] 1 _1 
3 8 :| 中 四 四 ， 
3 1 -2 
Span{ui} ， 另 一 个 属于 Spanfaaz,za,zs} . 
4 _ _ 
在 习题 3-6 中 ， 验 证 {uu2] 是 一 个 正 交集 ， , ， 1 
并 找 出 y 在 由 正 交 向 量 w 和 w, 所 生成 的 子 空间 上 ?=| 3| =|0| = w=| 1 
1 


的 正 交 投影 ， J 
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1 


晤 Hi = + Wu; 二 
0 


6 -I 1 -1l 
在 习题 11 和 习题 12 中 ， 在 vy 和 vy, 所 生成 的 
子 空间 W 中 ， 找 出 距离 y 最近 的 点 . 


3 
4 
10. y= 5 


3 3 1 
I ] 一 | 
11. ?=| 4 ， "=| _ ， V2 = 1 
1 ] 一 ] 
3 1 —4 
一 ] 一 2 ] 
12. y= | |， yi = _ |， V2 = 0 
13 2 3 
在 习题 13 和 习题 14 中 ,在 形 如 cw + cy 的 
问 量 中 找 出 最 接近 z 的 向 量 . 
3 2 1 
13. z= -7 ，Vl 二 | V2 = ! 
2 —3 0 
3 一 1 
2 2 4 
14. z= 4 ， Vi 三 | y; = 
0 一 ] 4 
一 | 一 3 2 
9 一 3 一 3 
15. 假设 y= 中 I =|-5|，z=| 2|， 找 出 向 
5 ] ] 


量 y 与 RR 中 和 ww， 所 生成 平面 的 距离 . 
16. 否 y，v; 和 vv; 如 习题 12 中 所 示 , 找 出 y 到 RR 
中 vv 和 vw 所 生成 子 空间 的 距离 . 


4 2/3 -2/3 
17. 设 y= . ul 三 1/3 . i 二 2/3 3 日 
1 21/3 i/3 
W = Span{wu,u,}. 


a, 若 U=[u， wj] ,计算 UU 和 UUY. 
b. 计算 projyy 和 (UU)y. 


， 7 1VI0 
18. =| |. | 和 wspmtm 


a. 若 U 是 2x1 和 矩阵 ， 其 列 向 量 为 u, ， 计 算 


UU 和 UU. 
b. 计算 projvy 和 (UU )y. 
0 


1 3 
1 ;= 
—2 ] 


-1 
2 
正 交 , 但 ww 和 ww 或 w, 不 正 交 ， 可 以 证 明 
不 属于 uw 和 ww 所 生成 的 子 空间 ， 利 用 这 个 事 
实 ， 构 造 恨 ’ 的 非 零 向 量 v 与 wu 和 ws 正 交 . 
0 
1 
0 
验证 zz 不 属于 uw 和 w, 所 生成 的 子 空间 W , 利用 
这 个 结论 构造 恨 ; 的 非 零 向 量 v 与 & 和 ww 正 交 . 
在 习题 21~22 中 ， 所 有 向 量 和 子 空间 均 属于 
有" ， 判 断 下 列 结论 的 正 误 ， 验 证 每 个 结论 . 
21. a 如 果 z 与 uw 和 w, 正 交 ,， 月 W = Span {wu,u,} ， 
那么 xz 一定 属 于 殉 上 . 

b. 对 任 一 向 量 y 和 任 一 子 空间 W ， 向 量 
yy 一 projwy》 正 交 于 W. 

c. 9 在 子 空间 W 的 正 交 投影 了 的 计算 , 有 时 可 
能 依赖 于 W 正 交 基 的 选取 . 

d. 如 果 y 属 于 子 空间 W ， 那 么 y 在 W 的 正 交 
投影 是 y 本 身 . 

e. 如 果 nxp 和 矩阵 U 的 列 是 单位 正 交 的 ， 那 么 
UU'y 是 y 在 U 的 列 空间 上 的 正 交 投影 . 

22. a 如果 W 是 恨 "的 子 空间 , 且 v 属 于 W 和 有 +， 
那么 yy 一定 是 零 向 量 . 

b. 在 正 交 分 解 定 理 中 ,公式 (2 ) 中 了 的 每 一 
项 在 子 空间 W 上 的 正 交 投影 是 它 本 身 . 

5 如 有 果 y=zi+z2， 其 中 zi 属于 子 空间 W 且 z 
属于 子 空间 W*+, 那么 z 一 定 是 y 在 W 上 的 
正 区 投影 . 

d. 子 空间 W 中 的 元 素 对 向 量 y 的 最 佳 表 近 是 
问 量 y -projwy . 

e. 如 果 一 个 nxp 和 矩阵 U 有 单位 正 交 列 ， 那 么 
UU'x=x ， 对 所 有 Ye 了 下" 成立 . 

23. 若 4 是 mxn 逢 阵 , 证 明 恨 "中 任 一 向 量 x 可 以 

表示 写成 x=p+u, 此 处 ，p 属于 Row 4 日 z 


0 


] . 假设 可 = 和 和 w= ,注意 & 和 


‘DO 


20. 设 w 和 ws 如 习题 19 所 示 ， 且 =|1|， 可 以 


心 
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属于 Nul4 .同样 可 以 证 明 : 如 果 方 程 Ax =b 是 c. 证 明 dim W+dim W1!+=n. 
相 容 的 ,那么 存在 惟一 向 量 p 属于 Row A 和, 使 25. [M] 车 U 是 6.2 节 中 习题 36 题 的 8x4 和 矩阵 ， 
得 4p =b. 在 ColU 中 找 出 最 接近 y=(,1,1,1,1,1,1,1) 的 点 ， 
24. 假 者 W 是 RR" 的 一 个 子 空间 且 {wi…,w,} 古 W 写 出 你 解决 该 问题 所 使 用 的 键 击 内 容 或 命令 . 
的 一 个 正 交 基 ，{y.,…,vs} 是 W- 的 正 交 基 . 26，[M] 假 设 U 是 习题 25 中 的 矩阵 ， 求 出 从 
a. 说 明 为 什么 fw，…wpwm…z9} 是 正 交 集 . 8 = (1111-1-1-1-D 到 Colz 的 距离 . 
b. 说 明 为 什么 ( a ) 中 的 集合 可 以 生成 R”. 
练习 题 答案 
计算 
projwy = 之 二 4 之 2 NE 


在 这 种 情形 下 ，y 恰 好 是 和 ww, 的 线性 组 合 ， 从 而 y 属 于 W ， 即 W 中 最 接近 ”的 点 是 本身. 
6.4 格拉 姆 - 施 密 特 方法 
格拉 姆 - 施 密 特 方法 是 对 及 " 中 任何 非 零 子 空间 ， 构 造 正 交 基 或 标准 正 交 基 的 简单 算法 ， 本 
节 前 面 两 个 例题 顺便 给 出 计算 步骤 . 
3 
61s 六 5 二 
0 
造 W =Span{xi,x;} 的 一 个 正 交 基 . 
解 子 空间 W 如 图 6-22 所 示 ， 沿 着 Xl1， x 和 xz 在 xi 上 的 


投影 p, 与 x 正 交 的 x, 的 分 量 是 x, -PP ， 它 属于 即 ， 其 原因 是 
它 由 xX， 和 | 的 倍数 相 加 得 到 ， 取 m = Xl， 可 得 


1 
例 1 假设 W = Span{xi,x,}， 其 中 x = 2|. 构 
区 


1 31. 10 
pa =x2 p= x -Ex = -总 6|= ?1=X1 
2 0 2 图 6-22 正 交 基 {v1,v,} 的 构造 


那么 {v1,v,} 是 空间 W 的 非 零 向 量 构成 的 正 交 和 集 , 由 于 dimW =2, 可知 {v1,v,} 构 成 W 的 一 个 基 . 转 
下 面 的 例子 详细 说 明 格 拉 姆 - 施 密 特 方法 ， 请 仔细 学 习 
] 0 0 
例 2 设 n =- 和 .i | . 那么 {xi,x2,x;} 显然 线性 无 关 ， 昌 构成 及 :中 子 空间 


1 ] 1 
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W 的 一 个 基 ， 试 构造 W 的 一 个 正 交 基 . 
解 ” 步 又 1. 取 v=xi 和 W=Span{xi}= Span{v1}. 
步骤 2. 取 v, 是 x, 减 去 它 在 子 空间 WW 上 的 投影 所 得 到 的 向 量 ， 即 


V2 = X2 — projw Ya， 


0] fi] f-3/4 
1| 3 | UV4 
|11 4 | 14 
| rh | a 


像 例 1 一样 ，v, 是 x, 正 交 于 x 的 分 量 ， 征 {v1,v,} 是 由 x 和 x, 所 生成 空间 W 的 一 个 正 交 基 . 
步骤 2 (可 选 的 ) .如果 合适 ， 度量 v, 可 简化 后 面 的 计算 . 由 于 v, 具 有 分 数 分 量 ， 很 方便 
用 因子 4 重新 度量 向 量 v, ， 用 下 面 两 个 正 交 基 人 代替 {v1,v,}. 
1 一 3 


1 ] 
步骤 3. 取 v 是 x; 减 去 它 在 子 空间 W, 上 的 投影 所 产生 的 向 量 , 先 利用 正 交 基 {v1,vw} 计算 zs 在 


W, 上 的 投影 . 
x3 在 vi 上 2z3 在 wz 上 
的 投影 的 投影 


poh i a dE 
6 V2*V2 
| 一 3 0 
_2 1 i 1 M Zl3 
4|1| 12| 1 Zl3 
1 ] /3 
那么 vy 是 x 在 W, 上 正 交 分 量 ， 具 体 为 : 
0 0 0 
凡 总 汪 0 中 2 本 -2/3 
1 22/3 3 
1 py 1/3 y3 x3 


从 图 6-23 可 以 看 到 构造 的 图 解 ， 观 察 可 得 v; 属 于 W ， 原 ' 
因 是 x3 和 projw,x; 都 属于 W .从 而 {vi,vi,v3} 是 W 中 非 零 向 量 
构成 的 正 交集 ( 因而 是 线性 无 关 集 )， 由 于 W 是 三 维 空间 , 它 
的 基 又 包含 三 个 向 量 , 所 以 由 4.5 节 的 基 定 理 可 知 , {vviv3}  。 
是 W 的 正 交 基 . 国 图 6-23 从 x 和 WW 构 造 出 v， 
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直面 定理 的 证 明 表 示 这 种 方法 确实 有 效 ， 重 新 度量 的 步骤 没有 涉及 ， 原 因 是 度量 只 对 手工 
计算 作 简 化 . 


定理 11 (格拉 姆 - 施 密 特 方法 ) 
对 民 " 中 子 空间 的 一 个 基 {x1,…,X,}， 定 义 


Vi 三 Xi 
2 
V2 三 一 2 -yl 
VV) 
X3 3 
3 
bi*Vi V2 :V2 
y = TX, bi xz PP， Xp Vp 
=x, ep “一 … 一 
?yi V2 :Vy, Vp 1 Vp 
那么 {y1,…,V,} 是 W 的 一 个 正 交 基 ， 此 外 
Span{vi,…,vi}=Span{xi,…,xXr}， 其 中 lg<k<p (1) 


证 对 1<kg<p, 取 W, =Span{xi…,Xi} .让 v=xi, 则 有 Span{v1} =Span{x;}. 假 帮 对 k<p， 

我 们 已 经 构造 v、…,v: ， 使 得 {fy,、…,vi} 是 Wi 的 一 个 正 交 基 ， 定 义 
pi = Kiri — PrOjw, Tin (2) 

注意 向 量 projw x 属于 W， 因而 属于 Wi 义 由 于 x 属于 Ww， 从 而 推出 py, 也 属于 Wn ( 因 
为 W 是 子 空 间 ， 且 减法 封闭 ) .更 进一步 ， 由 于 xi 不 属于 Wi =Span{x1,…,Xi} 可 得 yp, 0. 
因而 fy)…,yin) 是 (+) 维 空间 Wi, 中 非 零 向 量 形成 的 正 交 集 ， 由 4.5 节 的 基 定 理 可 知 ， 这 个 集 
合 是 Ws 的 正 交 基 , 从 而 Wi, = Span{y1,…,Vin} ， 当 k+1= p 时 成 立 , 归纳 证 明 过 程 结束 . 图 

定理 11 说 明 任 何 R" 中 的 非 零 子 空 间 W 有 一 个 正 交集 ， 因 为 普通 的 基 {x,…,x,} 总 是 存在 
的 (由 4.5 节 中 定理 11), 而 格拉 姆 - 施 密 特 方法 仅 依赖 于 在 有 正 交 基 的 子 空间 W 上 的 正 交 投影 
的 存在 性 . 
标准 正 交 基 


一 个 标准 正 交 基 很 容易 从 一 个 正 交 基 {v1,…,v,} 得 到 : 只 需 单位 化 (度量 ) 所 有 v. 当 问 题 
用 手 计 算 时 ， 它 比 一 开始 找到 vi 就 将 其 单位 化 更 容易 因为 可 避免 不 必要 的 平方 根 运 算 ) . 
例 3 在 例 1， 我 们 构造 正 交 集 


3 0 
Vi=|i6|, v,=|0 
人 
一 个 正 交 基 是 
3 1/V5 
-| 2 
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0 
u, = -上 ，， 一 | 0 | | 
pl 
矩阵 的 CR 分 解 


如 果 六 xz 矩阵 4 的 列 xz,…,x, 线 性 无 关 ， 那 么 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 ( 包含 单位 化 ) 于 
xi,…,X, 等 同 于 按 下 面 定 理 描 述 的 方法 分 解 4， 这 种 分 解 方法 广泛 应 用 在 各 种 计算 机 算法 中 ， 
如 解 方 程 ( 6.5 节 讨 论 ) 和 求 特征 值 (5.2 节 的 习题 提 到 ) . 


定理 12 ( OR 分 解 ) 
如 果 mxn 纶 阵 A 的 列 线性 无 关 ， 那 么 4 可 以 分 解 为 4=G@R， 其 中 @ 是 一 个 大 xp 矩阵 ， 其 


列 形成 ColA 的 一 个 标准 正 交 基 ， 尺 是 一 个 mxP 上 三 角 可 逆 矩 阵 且 在 对 角 线 上 的 元 素 为 正 数 . 


证 4 的 列 向 量 形 成 Col4 的 一 个 基 {x1,…,x,} ， 构 造 W=Colh 的 一 个 标准 正 交 基 
{wj,…,u,]， 且 具有 定理 11 中 的 性 质 ( 1 )， 这 个 基 的 构造 可 由 格拉 姆 - 施 密 特 方法 或 其 他 方法 完 
成 ， 取 

Q=[u ze … u,] 
对 k= 了 …,n ，xi 属 于 Span{x1,…,xXt}=Span{t,…,W]} .所 以 存在 常数 ni,…,ra ， 使 得 
X 二 站 十 十 Fi +O Wt + + Ou, 
我 们 可 以 假设 六 >0 ( 如果 <0， 对 nm 和 wi 都 乘 -1)， 这 表明 x; 是 8 中 列 的 线性 组 合 ， 且 系 
数 是 下 面向 量 的 分 量 : 


即 x =Or， 其 中 =1…,n,， 取 R=[rn…r,j. 那么 
A=[xi…x,]= [Qn :…Qr,]= QR 
R 可 逆 的 结论 ， 可 从 下 面 Col 4 线性 无 关 的 事实 立刻 得 到 ( 习题 19 ), 显然 R 是 上 三 角形 和 捧 
阵 , 它 的 非 负 对 角 元 素 必 为 正 值 . 图 
1} 0 0 


例 4 求 4= 的 一 个 CR 分 解 . 


1 1 
1 1 
1 11 

解 4 的 列 向 量 为 例 2 中 的 x,x2,x3，ColA=Span{xi,x2,xX3} 的 一 个 正 交 基 在 例 2 中 得 


到 : 
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重新 度量 vy;, 取 v= 3y,， 那么 将 yi,v,,v; 三 个 向 量 单位 化 得 到 ww,w,,u ， 月 用 这 些 向 量 组 成 0 的 
列 . 
1/2 -3/VI2 0 

_|12 UV2 -2/V6 

1/2 LIVI2 UVW6 

1/2 LUV2 LV6 

由 Q 的 构造 可 知 ，@ 的 前 k 列 是 Span{x1,…,xi} 的 一 个 标准 正 交 基 , 从 定理 12 的 证 明 可 知 ， 对 

茶 些 RR 有 A4=QR. 为 找到 R ， 注 意 到 8'QO=1 以 及 0 的 列 是 单位 正 交 向 量 ， 所 以 
QTA=OT™(OR)=IR=R. 


且 
1/2 2 1/2 1/21I100 
R=|-3/V2 LVI2 LV 1/V2 
0 -2/V6 1/V6 1/V6 | ] 1 
2 3/2 | 
=|0 3/VI2 2/VI2 
0 0 2/w6 国 
数值 计算 的 注解 
1. 当 格 拉 姆 - 施 密 特 方 法 用 计算 机 实现 时 ， 在 uu 的 计算 中 ， 每 个 向 量 由 四 会 五 入 
引起 的 误差 逐渐 增 大 ， 对 较 大 但 不 相等 的 j 和 kk ， 标 量 来 法 uTu 也 许 不 充分 接近 零 ， 
通过 重新 安排 计算 的 阶 ， 这 类 正 交 性 的 损失 可 以 大 量 减少 . 然而 ， QR 分 解 常 指 这 类 标 
准 化 的 格拉 姆 - 施 密 特 方法 ， 因 为 它 会 产生 更 精确 的 标准 正 交 天， 即使 分 解 需要 双 倍 
的 算术 计算 . : 
2. 为 了 得 到 一 个 矩阵 4 的 OR 分 解 , 计算 机 程序 常常 对 A 左 来 一 系列 正 交 矩阵 使 
结 采 变 成 一 个 上 三 角形 矩阵 ， 这 个 构造 过 程 类 似 于 A 左 乘 一 系列 初等 矩阵 ， 最 后 得 到 
A 的 LU 分 解 . 
练习 题 


1 
设 W=Span{xi,x;} ， 此 处 x | ， 构 造 W 的 一 个 标准 正 交 基 . 


-2/3 


1/3 
和 x,=| 1/3 


中 参见 Fundamentals of Matrix Computations, David §. Watkins (New York: John Wiley & Sons, 1991), pp. 167-180. 
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习题 6.4 


在 习题 1~6 中 ， 给 出 的 集合 是 子 空间 W 的 一 
个 基 ， 利 用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 构造 W 的 正 交 基 . 


3 8 0 3 
l. | 0|, 5 2. |4|, 6 
-1||1-6 2|1-7 


] 5 
] 7 3 | | -5 
-4||-7 一 ] 9 
5. 6. ， 
0| | -4 21| -9 
] 1 -1 3 


7. 求 习 题 3 中 向 量 所 生成 子 空间 的 一 个 标准 正 交 
基 . 

8. 求 习 题 4 中 向 量 所 生成 子 空 间 的 一 个 标准 正 交 
基 . 

在 习题 9~12 中 , 求 每 个 矩阵 列 空间 的 正 交 基 . 


3 -5 1 -1 6 6 
1 1 1 3 -8 3 

” -1 5 -2 1 1 -2 6 
3 -7 8 1 -4 -3 

] 2 5 i] 3 5 

-| 1 -4 -1 -3 1 

11. |-1 4 -3 12 0 2 3 
1 -4 7 1 5 2 

1 2 1 1 5 8 


在 习题 13~14 中 ,和 矩阵 0 的 列 是 格拉 姆 - 施 密 
特 方法 应 用 于 矩阵 4 的 列 而 得 到 的 , 求 上 三 角形 矩 
阵 R，、 使 得 A=QOR， 并 检查 你 的 结果 . 


5 9 5/6 -1/6 
! 7 1/ 
13 A D-| 16 5/6 
-3 -5 -3/6 1/6 
1 5 1/6 3/6 
-2 -2/7 5/7 
5/7 2/7 
14. A= QO = / 
-2 217 -4/7 
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15. 求 习题 11 中 和 矩阵 的 QR 分 解 . 
16. 求 习 题 12 中 和 矩阵 的 QR 分 解 . 
习题 17~18 中 的 所 有 向 量 和 子 空间 都 属于 
及 " ， 判 断 每 一 个 结论 是 正确 还 是 错误 ， 验 证 你 的 
结论 . 
17. a. 如 果 {vy1,v2,v3} 是 W 的 正 交 基 ,那么 用 因子 c 
去 乘 岂 可 得 一 个 新 的 正 交 基 {y1,v2,cv3}. 

b. 格拉 姆 - 施 密 特 方法 将 一 个 线性 无 关 的 集合 
{x1,…,Xp] 转化 为 一 个 正 交 集 {v1,…,v,},， 且 
具有 对 每 一 个 上 , 向量 y,…,vi 生成 的 子 空间 
与 向 量 x1,…,xi 生成 的 子 空间 一 致 . 

c. 如 果 A4=QR， 这 里 Q 具 有 单位 正 交 列 ， 那 
么 R=0'4. 

18. a. 如 果 W =Span{xi,x2,X3) ， 且 {x1,xX2,X3} 线 性 
无 关 , 如 果 fy,v2,v3} 是 W 的 一 个 正 交 集 , 那 
么 {yp1,v2,V3) 是 W 的 一 个 基 . 

b. 如 果 x 不 属于 子 空间 W ,那么 x 一 projwx 不 
是 零 问 量 . 

c. 在 一 个 QR 分 解 中 , 例如 4=CR ，Q 的 列 构 
成 4 的 列子 空间 的 标准 正 交 基 . 

19. 假设 A=OR, 此 处 OQ 是 mxn 算 阵 ，R 是 nxn 

矩阵. 证 明 ; 如 果 4 的 列 线性 无 关 , 那么 一 

定 可 道 ( 提示 : 研究 方程 Rx =0 且 利用 4=CR 

的 事实 ) . 

20. 假设 4=CR , 此 处 尺 是 一 个 可 逆 和 矩阵 ,证明 4 
和 @ 具 有 相同 的 列 空间 . ( 提示 :对 给 定 属于 
列 4 的 y, 存在 x 使 得 y=Qx. 此 外 ,对 给 定 
y》 属 于 Col @ ， 存 在 x 使 得 y= Ax.) 

如 定理 12 中 4 = QR ， 说明 如 何 找 到 一 个 正 交 
mxm( 方 ) 和 矩阵 @ 和 一 个 可 道上 xz 上 三 角形 
和 矩阵 RR， 使 得 

wy 
0 


当 rank 4=n 时 ,MATLAB 中 的 gr 命令 给 出 一 
个 完全 QR 分 解 . 


21. 


[om 


也 0 费 6 里 
一 ”  ，，，，，，，，，， 放 06 


22. 设 本 ap 是 到 "上 上 子 空间 多 的 一 个 正 交 基 ， 一 个 OR 分 解 . 
7 :了 "一 开 " 定义 为 T(x)= projwx ,证 明代 是 一 26. [M] 对 矩阵 算法 ,格拉 姆 - 施 密 特 方法 比 单位 正 
个 线性 变换 ， 交 向 量 更 有 效 ， 从 定理 11 中 的 x,….,x; 开始 ， 
23, 设 A=QR 是 mxn 和 矩阵 A (含有 线性 无 关 列 ) 取 4=[z … x,]， 若 nxk 和 矩阵 OQ 的 列 ， 构 成 
的 一 个 QR 分 解 . 把 4 化 分 成 [4 本], 这 里 4 算 阵 4 前 k 列 所 生成 的 子 空间 W 的 一 个 标准 正 
有 p 列 . 说 明 如 何 获得 4 的 一 个 OR 分解 ， 并 交 基 ， 那 么 对 于 了 R" 中 的 向 量 x ，OOrr 是 x 在 
解释 为 什么 这 样 的 分 解 具有 如 此 性 质 . Wi 上 的 正 交 投 影 ( 6.3 节 定 理 10 ) . 如 果 x* 是 
24. [MI] 像 例 2 那样 利用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 ,构造 4 的 下 一 列 ， 定 理 11 中 方程 (2 ) 的 证 明 变 成 
下 面 矩 阵 4 的 列 空间 的 正 交 基 . Vi = Kin 一 CO) 
-0 B33 7 -1 (上 面 的 括号 可 以 减少 算术 运算 .) 取 ww = 
“ 1 -5 3 yn /yl, 下 一 个 步骤 中 的 新 QO 是 [QO uw,]， 


16 -16 -2 4 利用 这 个 步骤 , 计算 习题 24 中 矩阵 的 OR 分 
2 1 -5 _7 解 ， 写 出 你 所 用 的 键盘 输入 或 命令 . 

25. [M] 利 用 本 节 中 方法 给 出 习题 24 中 和 矩阵 4 的 

练习 题 答案 


] 
和 
] 1°Y! 


化 , 设 
| 1 1/V3 
m= = 1|- 1/V3 
by ol 


用 vy; =3v; 代替 第 2 个 向 量 ， 


1 1/V6 
十 {一 
?0 -2| |v 


这 样 {a,w} 就 是 W 的 标准 正 交 基 . 
6.5 最 小 二 乘 问题 


本 章 前 言 中 的 例子 ， 描 述 一 个 解 不 存在 的 巨型 方程 组 Ax = ， 实 际 应 用 中 常 出 现 这 类 不 相 
容 间 题 ， 尽 管 不 会 出 现 如 何 巨大 的 系数 矩阵 ， 当 方程 组 的 解 不 存在 但 又 需要 求解 时 ， 最 好 的 方 
法 是 寻找 x ， 使 得 hr 尽 可 能 接近 万 

光度 4r 作 为 6 的 一 个 近似 ， 从 5 到 Ax 的 距离 越 小 ， 怕 -4z| 近似 程度 越 好 ， 一 般 的 最 小 一 
生生 题 就 是 找 出 使 他 一 4z| 尽 量 小 的 * ， 术 语 “ 最 小 二 乘 ”来 源 于 这 样 的 事实 ，lp ~- hx| 是 平方 
和 的 平方 根 
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定义 ”如 果 mxn 答 阵 A 和 向 量 b 属 于 R"，Ax=b 的 最 小 二 乘 解 是 R" 中 的 芭 ， 使 得 
lp-Az|<lp Ax| 
对 所 有 xe 及" 成 立 . 
最 小 二 乘 问题 最 重要 的 特征 是 无 论 怎 么 选取 x ， 向 量 Ax 必然 属于 列 空 间 Col A . 就 是 我 们 
寻求 x ,使 得 Ax 是 Col4 中 最 接近 b 的 向 量 ,， 见 图 6-24 ( 当然 ,如果 b 恰 好 在 Col 4 中 , 那么 b 
就 等 于 Ax 且 这 样 的 x 也 是 一 个 “最 小 二 乘 解 ”) . 


图 6-24 对 x, 4b 与 At 的 距离 小 于 与 其 他 Ax 的 距离 
一 般 最 小 二 乘 问题 的 解 
对 上 面 给 定 的 4 和 2 ， 应 用 6.3 节 的 最 佳 逼 近 定 理 于 Col4 空 间 ， 取 
pb 一 projcoa b 
由 于 b 属 于 A 的 列 空 间 ， 方程 hx =b 是 相 容 的 且 存 在 一 个 属于 RR" 的 诗 使 得 
At =b [和 
由 于 b 是 Col 4 中 最 接近 b 的 点 ,一 个 向 量 语 是 Ax =b 的 一 个 最 小 二 乘 解 的 充分 必要 条 件 是 


满足 ( 1 ) . 这 个 属于 R" 的 主 是 一 系列 由 列 A 构造 的 b 的 权 值 ， 见 图 6-25 ( 如 果 方 程 (1) 有 
自由 变量 ， 则 方程 (1) 会 有 多 个 解 ) . 


图 6-25 RR" 中 的 最 小 二 乘 解 记 


车 主 满 足 4= ,由 6.3 节 的 正 交 分 解 定理 ,投影 5 具有 性 质 (5-) 与 Col 4A 正 交 , 即 (5 一 Af) 
正 交 于 4 的 每 一 列 ， 如 果 必 是 4 的 任意 列 , 那么 a,.(b 一 At)=0 且 a, (5 一 At)=0， 由 于 每 一 个 
a; 是 A' 的 行 ， 
A'(b—-At)=0 2 
(方程 (2) 也 可 由 6.1 节 中 的 定理 3 推出 . ) 故 有 
A'b—-A'At=0 


360 
A'At=A'h 
此 计算 表明 hx =z 的 每 个 最 小 二 乘 解 满 足 方 程 
A'Ax=A'D (3) 


矩阵 方程 (3 ) 表示 的 线性 方程 组 常 称 为 Ax =5b 的 法 方程 ，( 3 ) 的 解 通 常用 表示 . 

定理 13 方程 hx =b 的 最 小 二 来 解 集 和 法 方程 ATAx = 4 巧 的 非 空 解 集 一 致 . 

证 ”我们 已 经 说 明 最 小 二 乘 解 集合 是 非 空 的 ， 且 这 个 主 满 足 法 方程 .相反 地 ,假若 计 满 足 
4 At=A'b, 那么 计 满 足 上 面 方程 (2), 从 而 说 明 5 一 A 与 7 的 行 正 交 , 即 与 4 的 列 向 量 正 交 . 
内 为 4 的 列 生成 Col4 ,向 量 b- 既 与 所 有 Colh 的 向 量 正 交 ， 因 此 方程 b= 4X+ (5b-4t) 是 将 上。 
分 解 成 Col 4 中 的 一 个 向 量 与 正 交 于 Col 4 的 一 个 向 量 之 和 . 根据 正 交 分 解 的 惟一 性 ， 必须 
是 将 b 投影 到 Col 4 的 正 交 投影 . 所 以 ，4 = 成 立 , 有 日 t 是 一 个 最 小 二 乘 解 . 省 

例 1 求 不 相 容 方程 hx =8 的 最 小 二 乘 解 ， 其 中 


4 0 2 
4=|0 2|, b=| 0 
] 1 11 


解 ” 利 用 (3) 计算 


那么 方程 474xr = A" 变 成 
17 1][x, 19 
1 
行 变换 可 用 于 解 此 方程 组 ， 但 由 于 A474 是 2x2 可 道 和 矩阵 ， 很 快 计算 得 到 
T 4\、-1 ] 5 一 ] 
44 -| 央 
那么 可 解 4'Ax = A'h 如 下 . 
t=(A'A)'AD 


_1f5 -pe fs41 fi 
84|-1 17| [11| 84|168| |2 
在 许多 计算 中 ，A4"4 是 可 逆 的 ， 但 并 不 总 是 这 样 ， 下 面 例子 中 的 矩阵 出 现 于 统计 学 中 的 方 
差分 析 问 题 . 


例 2 求 4xz = 的 最 小 二 乘 解 ， 其 中 


正 区 料 庆 不 小 二 非法 36] 


一 


1 1 0 0 一 3 
1 1 0 0 一 ] 
Asc|! 0 1 0 b= 0 
10 1 0 2 
1 0 0 1 S 
1 00 1 l 
1 1 0 0 
1 1 1 i 1 1|Il] 1 0 0 6 2 2 2 
LIoooololo-za2oo 
00 1 10 0i|ll1 0 1 0 2 .0 2 0 
0000 1 1|1|I10 0 1 2 00 2 
1 0 0 1 
一 了 
l] 1 1 1 1 41=-1 4 
ALL10000 ol- 
0 0 1 10 0 2 2 
00 .00 1 1 9 6 
] 
矩阵 方程 44xr=428 的 增 广 矩 阵 是 
6 2 2 2 4 1 0 0 1 3 
2 .20 0 -4 0 1 0 -1 -5 
2020 2||001 -1 -2 
200 2 6 0 .00 0 0 
通 解 是 ， =3-xs，x=-5+X3， 加 =-2+X%4， 是 自由 变量 . 
所 以 ，Ax =4 的 最 小 二 乘 通 解 具有 下 面 形式 
3 一 
、 | =-$ ] 
区 = _ + Xa | 图 
0 ] 


下 面 的 定理 给 出 判断 准则 ,在 什么 条 件 下 ,方程 Ax =b 的 最 小 二 乘 解 是 惟一 的 . ( 当然 , 正 
交 投 影 b 总 是 惟一 的 .) 
定理 14 矩阵 4I4 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 : A 和 的 列 是 线性 无 关 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 方 
程 Ax =b 有 惟一 最 小 二 来 解 计 且 它 有 下 面 的 表示 
t=(A'A)'A'™D (4) 
定理 14 证 明 的 主要 部 分 在 习题 19~21 中 给 出 , 证 明 的 同时 也 复习 了 第 4 章 的 概念 . 用 公式 
(4) 计算 zt 的 方法 主要 具有 理论 意义 ， 当 4h'h 是 2x2 可 逆 和 矩阵 时 也 可 用 手工 计算 . 
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才 6 芷 
当 最 小 二 乘 解 这 用 于 产生 户 的 近似 逼近 多 时 ， 从 b 到 At 的 距离 称 为 这 个 近似 的 最 小 二 乘 
误差 . 
例 3 如 例 1 给 出 A 和 b， 确定 Ax=b 最 小 二 乘 解 的 最 小 二 乘 误差 . 
解 ” 从 例 1 可 知 
2 4 0| ri [4 
b=|0| 和 4s=|0 2 让- 4 
11 1 1 3 
因此 
2] [4] [-2 
b—At=|0|-|4|=|-4 
| 洛 
[5—At|=V(-2)* +(-4)* +8° = V84 


最 小 二 乘 误差 是 V84 ,对 任意 属于 R? 的 x， 从 5b 到 向 量 Ax 的 最 小 距离 是 V84 ， 见 图 6-26， 
注意 最 小 二 乘 解 这 自己 并 没有 在 图 中 出 现 . 


浊 
最 小 二 乘 解 的 另 一 个 计算 


下 面 的 例子 表明 ， 当 4 的 列 向 量 不 正 交 时 ， 如 何 找到 4x = 的 最 小 二 乘 解 ， 这 类 和 矩阵 常 出 
现在 下 节 要 讨论 的 线性 回归 问题 中 . 


例 4 找 出 Ax =2 的 最 小 二 乘 解 ， 其 中 


1 -6 一 ] 
1 -2 

A= s 5= . 
| 1 
| 6 


解 ” 由 于 A 的 列 a, 和 列 a, 相 互 正 交 ，4b 在 Colh 的 正 交 投影 如 下 . 


正 允 妈 而 爱人 淮 -二 苑 法 了 0 了 
po- ba A qa, = Ba +4 和 0 (5) 
他 1 dl 人 2 .0 90 
2 一 3 一 ] 
2 一 | 
二 十 二 
2 1/2 $5/2 
2 71/2 11/2 
既然 5 已 知 ， 我 们 可 以 解 多 =b. 这 个 很 容易 ， 因 为 我 们 已 经 知道 5 用 4 的 列 线性 表示 时 
的 权 值 .从 (5 ) 立刻 得 到 : 
、 | 8/4 | 2 国 
三 一 
45/90 1/2 


某 些 时 候 ， 最 小 二 乘 解 问题 的 法 方程 可 能 是 病态 的 ， 也 就 是 474 中 元 素 在 计算 中 出 现 较 小 
的 误差 ， 可 导致 解 过 出 现 较 大 的 误差 . 如 果 4 的 列 线性 无 关 ， 最 小 二 乘 解 常常 可 通过 4 的 OR 
分 解 更 可 靠 地 求 出 ( 见 6.4 节 的 描述 ) .“ 


定理 15 ”给 定 一 个 让 xi 矩阵 4， 且 具有 线性 无 关 的 列 ， 取 4=CR 是 4 类 似 定理 12 的 OR 
分 解 ， 那 么 对 每 一 个 属于 了 到" 的 五 ， 和 矩阵 Ax =b 有 惟一 的 最 小 二 夹 解 ， 其 解 为 


这 二 R OLD ( 6 ) 


证 取 计 =R QO'b， 那 么 Af = ORt= QRR"O™h =00%. 
由 定理 12，Q 的 列 形成 Col 4 的 正 交 基 ， 因 此 ， 由 定理 10，20 巧 是 5 在 Col4 上 的 正 交 投 


影 b ,那么 鱼 =5b 说 明 主 是 hx =b 的 最 小 二 乘 解 . 主 的 惟一 性 可 从 定理 14 得 出 . 图 
数值 计算 的 注解 ”由 于 定理 15 中 的 尺 是 上 三 角形 答 阵 ， 计 可 从 方程 
Rx =0'b (7) 


计算 得 到 . 求解 方程 (7) 时 ， 通 过 回 代 过 程 或 行 变 换 比 利用 (6) 计算 R-' 更 快 


例 5 求 出 Ax = 的 最 小 二 乘 解 ， 其 中 
1 3 5 
1 1 0 
A= ,b= 
1 1 2 
1 3 3 一 3 
解 ” 利 用 6.4 节 可 得 4 的 OR 分 解 . 
1/2 1/2 1/2 
2 4 5 
1/2 -1/2 -1/2 
A=OR= 0 2 3 
1/2 -1/2 1/2 
0 0 2 
1/2 1/2 -1/2 


3 在 G.Golub and C. Van Loan, Matrix Computations,3rd ed.(Baltimore: Johns Hopkins Press,1996 ), pp. 230-231 中 给 出 


QR 分 解 方法 和 标准 法 方程 方法 的 比较 . 


了 64 雾 6 闫 


那么 


1/2 1/2 1/2 1/2 6 
0 =|1/2 -1/2 -1/2 1/2 7|=|- 
2 -12 UV2 -对 | 3 4 


满足 Rx = 0 的 最 小 二 乘 解 是 + ， 也 就 是 


2 4 5| [x 6 
0 2 3||x,|=|-6 
0 0 2 3 4 
10 
这 个 方程 很 容易 解 出 ， 目 这 =| -6|. 图 
2 
练习 题 
1 -3 -3 5 
1. 令 4=|1 5 1 和 8=|-3|， 求 4x=5 的 一 个 最 小 二 乘 解 ， 并 且 计 算 最 小 二 乘 解 的 误差 . 
1 7 2 -5 
2， 当 4b 与 4 的 列 正 交 时 ， 对 hx =b 最 小 二 乘 问题 的 解 ， 你 可 得 出 什么 结论 ? 
习题 6.5 
在 习题 1~4 中 , 求 Ax =。 的 最 小 二 乘 问题 的 1 1 0 | 
解 ，(a) 通过 构造 法 方程 求 * ,，(b) 直接 解 主 . 5 4-| 1 1 0 ,|3 
着 _] 2 4 1 0 1| 8 
I. A=| 2 -3|, b=|1 ! 0 1 “ 
-| 3 2 1] 1 0 7 
) | 5 1 1 0 2 
2. 中 | 6. A=| 1 0 ,| 
) 3 | 1 0 1 6 
， 3 1 0 1 5 
| 1 0 1 4 
3. 4=| 0 3 5=| 7. 计算 习题 3 中 最 小 二 乘 问题 相关 的 最 小 二 乘 误 
2 5 2 者 ， 
1 3 5 8. 计算 习题 4 中 最 小 二 乘 间 题 相关 的 最 小 二 乘 误 
4. A=il -1|, b=|1 差 . 
] | 0 在 习题 9~12 中 , 求 (a) 5 在 Col4 的 正 交 投 
在 习题 5~6 中 ， 求 方程 hr =b 的 所 有 最 小 二 影 ,(b) 最 小 一 到 问题 4x =6b 的 解 ， 


乘 解 


正人 芭 糙 关上 堪 小 二 颓 法 


1] 5 4 
-| 3 1|, b=|-2 
-2 4 _3 
1 2 3 
10. A=|-1 | 1 
- 2 5 
4 0 1 9 
1 -5 1 0 
6 1 | 
1 -1 -5 0 
1 1 0 2 
1 0 -1 5 
0 1 | 
-1 1 -1 6 
3 4 
13 sa 3 | 中 和 
3 4 


是 否 为 Ax =b 的 最 小 二 


| 了 | 计算 hu 和 Av ， 并 与 bp 相 比 较 ，u 
乘 解 ? ( 不 用 计算 最 


小 一 乘 问题 的 解 ， 回 答 这 个 问题 . ) 


2 1 5 4 
14. 邻 4=|1-3 -4 b=|4 | 和 
3 2 4 


的 最 小 - 


-| | 计算 Au 和 Av ,并 与 bp 相 比较 , 是 


否 有 可 能 至 少 有 一 个 & 或， 是 hx =b 的 最 小 
二 乘 解 ? (不 用 计算 最 小 二 乘 问题 的 解 ， 回 
答 这 个 问题 . ) 
在 习题 15~16 中 ， 利 用 分 解 4=OR 求 Ax =6 
二 乘 问 题 的 解 . 
2/3 -1/3 3 。 
2/3 23| | b=|3 
0 1 
1 1| 11/3 -2/3 l 
1 -1] [1/2 -1/2 -1 
L 4| |U2 1/2I[2 3 | 6 
1 -1| |1/2 -12|0 5 | 5 
1 4| |1/2 1/2 7 
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在 习题 17~18 中 ，A4 是 mxn 矩阵 日 b 属 于 
及 ” ,判断 下 列 命题 正确 或 错误 ,验证 每 一 个 答案 ， 


17. a. 


全 


人 


Om 


18. a. 


人 


Lm 


e. 法 方程 计算 最 小 
. 如 果 4 有 一 


py 


19. 设 4 是 一 


. 方程 hr =b 的 最 小 


. 方程 hx =b 的 最 小 二 


. 如 果 半 是 hx =b 的 一 个 最 小 


一 般 最 小 二 乘 问题 是 求 出 x 使 得 hx 尽 可 能 
接近 4. 

方程 4x=b 的 最 小 二 乘 解 是 适合 方程 
At=b 的 向 量 语 ,此 处 5 是 5 在 ColA4 上 的 
正 交 投 影 . 

二 乘 解 是 向 量 ， 对 所 


有 属于 下" 的 xx 满足 


方程 A'Ax = 4% 的 任意 解 是 方程 hx =4 的 
最 小 二 乘 解 . 


.如果 4 的 列 线性 无 关 ， 那 么 方程 Ax =b 只 


有 一 个 最 小 二 乘 解 ， 

如 果 上 属于 4 的 列 空间 , 那么 方程 hx =b 的 
每 个 解 都 是 最 小 二 乘 解 . 

方程 hx =b 的 最 小 二 乘 解 ,是 属于 4 的 列 空 
间 中 最 接近 4 的 点 . 

乘 解 是 一 系列 的 分 量 ， 
当 它 们 作用 在 4 的 列 , 产生 5 在 ColA 上 的 
正 交 投影 . 

二 乘 解 ,那么 
和 = (44)4 巧 . 

二 乘 解 的 方法 总 是 可 靠 的 . 
个 OR 分解, 如 4=CR , 那么 求 
4r = 最 小 二 乘 解 的 最 好 方法 是 计算 
t=R'0P. 

个 mxn 和 矩阵, 利用 下 面 的 步骤 说 明 ， 


x 属于 RR" 且 满足 4x =0 的 充分 必要 条 件 是 
4 4r=0. 这 将 证 明 Nul 4 = Nul A7h. 
a. 证 明 : 如 果 Ax =0， 那 么 ATAx =0. 


b. 假若 474r =0， 解 释 为 什么 


20. 设 A 是 一 


x A'Ax=0 有 8 
利用 此 式 说 明 hx =0. 
个 mxn 矩阵 和 且 474 是 可 道 的 ， 证 明 
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费 6 售 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


2 


中 


4 的 列 向 量 线性 无 关 , ( 注意 : 不 能 假设 4 可 
逆 ， 且 更 不 一 定 是 方 阵 . ) 

设 A 是 mxn 和 矩阵 且 列 向 量 线 性 无 关 ( 注意 : 4 
不 一 定 是 方 阵 ) . 

a. 利用 习题 19 证 明 4:4 是 可 道 和 矩阵 . 

b. 解释 为 什么 A 具有 至 少 与 行 一 样 多 的 列 . 
c. 确定 4 的 秩 . 

利用 习题 19 证 明 rank 474 =rank 4. ( 提示: 
A 4 有 多 少 列 ? 如 何 与 474 的 秩 联系 起 来 ? 
假设 4 是 mxn 和 矩阵 且 有 线性 无 关 的 列 ，b 属 
于 R" ,利用 法 方程 给 一 个 计算 5 的 公式 , 是 
5 在 Col4 上 的 投影 . ( 提示: 首先 找到 站 ， 这 
个 公式 不 需要 Col 4 的 正 交 基 . ) 

当 4 的 列 是 单位 正 交 时 , 找 出 方程 hx =6 最 小 
二 乘 解 的 一 个 公式 . 

列 出 下 列 方程 组 的 所 有 最 小 二 乘 解 . 

X+y=2 
xX+y=4 

[M] 4.8 节 的 例 3 显示 一 个 低 通 线性 滤波 器 , 将 信 
号 {y,} 过 滤 为 {y,,,}. 并 将 高 频 信号 {w, } 过 滤 为 
零 信 号 ， 其 中 y, = cos(xk/4) 和 wi = Cos(3TK /4) ， 
下 面 计算 将 设计 一 个 滤波 器 近似 满足 此 特性 . 
滤波 器 方程 为 

Goykz 十 Gytl+ay 三 zz ， 对 所 有 大 成 立 (8) 
因为 信号 是 周期 的 , 且 周 期 为 8, 对 方程 ( 8 ) 
只 需 研 究 上 =0…,7 即 可 . 滤波 器 的 作用 是 
将 上 面 描述 的 两 个 信和 号 转化 为 两 组 8 个 方 


Me 


练习 题 答案 
1. 首先 计算 


] 
Ab=|-3 5 7 
-3 1 2 


1 


| 


5 
一 3 
一 9 


程 组 . 
Ver2 Petl Dk V+l 
k=0 0 0.7 l 0.7 
k=]1 一 0.7 0 0.7 0 
一 ] -0.7 0 —0.7 
do 
-0.7 -1 一 0.7 一 | 
i 一 
0 -07 -1 || "| 1-07 
A 
0.7 0 -0.7 0 
] 0.7 0 0.7 
天 二 了 0.7 1 0.7 ] 
WE Wein Wi 
KK=0| 0 -0.7 1 0 
kK=1l| 07 0 -0.7 0 
—1 0.7 0 0 
do 
0.7 -1 0.7 0 
a 二 
0 0.7 -1 0 
a 
-07 0 0.7|-’*- |0 
] 一 0.7 0 0 
kK=7|1-0.7 ] 一 0.7 0 
与 出 一 个 方程 hr =b ， 其 中 4 是 一 个 16x3 气 


阵 , 由 上 面 两 个 系数 矩阵 组 成 ,5b 属于 及 *， 由 
土 面 两 个 方程 右边 的 向 量 组 成 . 计算 hx =5b 的 
最 小 二 来 解 确 定 的 a,a,a，( 上 面 数据 中 的 0.7 
是 V272 的 一 个 近似 值 ， 用 以 说 明 典 型 的 实际 
问题 中 如 何 进行 计算 .如 果 用 0.707 代替 ， 所 得 
过 滤 系 数 与 精确 的 算术 计算 结果 V2/4 ，1/2， 
V214 相 比 至 少 有 7 位 相同 的 十 进 制 位 数 ) . 


1 -3 -3 3 9 0 
] 11=|9 83 28 
] 2 0 28 14 
] 


js 
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下 -- 步 ， 行 化 简 标准 方程 hrhx = 4'6 对 应 的 增 广 矩阵 ， 
3 .9 0 -3| |11 3 0 -1 1] 0 -3/2 2 
9 83 28 -65|~|0 56 28 -56|~...~|I0 1 1/2 -l 
0 28 14 -28 0 28 14 -28 0 0 0 0 
1l 
一 般 最 小 二 乘 解 是 羡 =2+ 蚊 ， 加 =-1- 了 二， 为 是 自由 变量 
取 xx =0， 可 得 一 个 特殊 解 ， 


为 得 到 最 小 二 乘 误差 ， 计 算 

1 -3 -3] 2 
1 5 1|-1|=|-3 
1 7 小 -5 


结果 出 现 b=b， 所 以 己 - 到 =0， 由 于 5b 恰好 属于 Col4 ， 最 小 二 乘 误差 为 零 . 


2. 如 果 6 与 4 的 列 正 交 ， 那么 5 在 4 的 列 空间 4 的 投影 是 0， 在 这 种 情形 下 ，Ax =b 的 最 小 二 乘 解 4 满 
足 4=0. 


4 
b=At= 


6.6 ”线性 模型 中 的 应 用 


科学 和 工程 中 的 一 项 任务 就 是 分 析 或 理解 一 些 数量 变化 之 间 的 联系 ， 本 节 描 述 各 种 情形 下 ， 
数据 被 用 作 构 造 或 验证 一 个 公式 ， 该 公式 可 预测 一 个 变量 作为 其 他 变量 值 的 函数 . 在 每 种 情形 
和 下， 问题 会 等 同 于 求解 一 个 最 小 二 乘 问题 . 

为 了 更 容易 应 用 所 讨论 的 实际 问题 ， 如 读者 以 后 学 习 遇 到 的 专业 知识 ， 我 们 选取 科学 和 工 
程 数 据 最 常见 的 统计 分 析 记号 . 将 hr = 写成 XB =，， 且 称 丈 为 设计 和 矩阵， B 为 参数 向 量 ，y 
为 观测 向 量 . 


最 小 二 乘 直 线 


变量 x 和 yy 之 间 最 简单 的 关系 是 线性 方程 . y=Bo+Bix.” 实验 中 数据 常常 给 出 点 列 、 
(xX1, y1),, (Xn, y) ， 而 它们 的 图 形 近 似 接 近 于 直线 ， 我 们 希望 确定 参数 bp, 和 B! ， 使 得 直线 尽 可 

假若 Bo 和 PB, 固定 ， 考 虑 图 6-27 的 直线 y= po + Bix . 对 应 每 一 个 数据 点 (xj,y;) ， 有 一 个 在 
直线 上 点 列 (xj, Bo+ Bix,) 具有 同样 的 x 坐标 . 我 们 称 y; 为 y 的 观测 值 ， 而 Bo+ Bixj 为 yy 的 预测 
值 ( 由 直线 确定 )， 观 测 y 值 和 预测 y 值 的 差 称 为 余 差 . z 


吕 这 个 记号 在 最 小 二 乘 直线 中 代替 y= mix +. 
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1 (7 切 ) 
(x;, Bot Pix)) 


图 6-27 实验 数据 的 直线 拟 合 
有 几 种 方法 来 度量 直线 如 何 “ 接 近 ” 数 据 ， 最 常见 的 选择 是 余 差 平方 之 和 ( 主要 原因 是 数 
学 计算 简单 ), 最 小 二 乘 直线 y= pbo + Bix 是 余 差 平方 之 和 最 小 , 这 条 直线 也 称 为 y 对 x 的 回归 直 
线 ， 因 为 假设 数据 中 的 任何 误差 只 出 现在 y 坐标 ， 直 线 的 系数 B。, Bi 被 称 为 (线性 ) 回归 系数 
如 果 数 据点 在 直线 上 ， 参 数 B。 和 满足 方程 


预测 的 观测 的 
》 值 》 值 
Bo + Bix = Yi 
BothBix, = y, 
Bo + Bix, 一 yn 
我 们 可 将 这 个 方程 写成 
1 Xl Yl 
加 l > bo 了 2 
XB=》， 其 中 X-|; 人 |, B=| 人 | y=? (1) 


1 x yn 

当然 ， 如 果 数 据点 不 在 直线 上 ， 就 没有 参数 8。, 有 ,使 得 Xp 中 的 预测 了 值 与 了 中 的 观测 了 值 相 
等 ,而 XB=y 没 有 解 . 这 就 是 Ax = 的 最 小 二 乘 解 问题 ， 只 是 记 法 不 同 ! 

癌 量 XB 与 y 距离 的 平方 精确 表达 为 余 差 的 平方 之 和 ， 于 是 ， 使 平方 和 最 小 的 B 同样 使 得 
XB 与 y 之 间 的 距离 最 小 ， 计 算 XpB =y 的 最 小 二 乘 问题 等 价 于 找 出 B ， 它 确定 图 6-27 中 的 最 
小 二 乘 直 线 . 

例 1 求 方程 y= po+ Bix 的 最 小 二 乘 直线 , 最 佳 拟 合 数据 点 为 (2,1), (5,2), (7,3), (8,3). 

解 ” 利 用 数据 的 x 坐标， 构造 ( 1) 中 的 矩阵 了 和 y 坐标 构造 向 量 ，; 

] 2 ] 


x_|15| ， |? 
17| |3 
1 8 3 


对 XB=y 的 最 小 二 乘 解 ， 得 到 法 方程 ( 用 新 记号 ) 


”如 果 测 量 的 余 差 是 x, 而 不 是 y. 在 描 点 和 计算 回归 直线 之 前 只 需 交换 数据 (xj, y)) 的 坐标 , 如 果 两 个 坐标 都 有 误差 ， 
你 必须 选择 直线 ,使 得 数据 点 到 直线 的 正 交 ( 垂直 ) 距离 平方 和 最 小 ， 见 7.5 节 的 练习 题 . 
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也 就 是 说 ， 计 算 


标准 方程 是 


.lal 
[| | 加 -证 了 由 aol -Ls 


这 样 ， 最 小 二 乘 直线 的 方程 为 ?= 了 + 一 x， 见 图 6-2 


因此 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 


图 6-28 ”最 小 二 乘 直 线 y= + 国 

在 计算 最 小 二 乘 直线 之 前 ， 常 见 的 练习 是 计算 原来 * 值 的 平均 z ， 并 形成 一 个 新 坐标 
x =x-T. 新 的 x 坐标 被 称 为 平均 偏差 形式 . 在 这 种 情形 下 ， 设 计 和 矩阵 的 两 列 是 正 交 的 ， 像 6.5 
节 的 例 4， 标 准 方程 的 解 是 简化 的 ， 见 习题 17 和 习题 18. 
一 般 线性 模型 

在 一 些 应 用 中 ， 必 须 将 数据 点 拟 合 为 非 直线 形式 ， 在 下 面 的 例子 中 ， 和 矩阵 方程 仍然 是 
XB =y， 但 不 同 问 题 的 X 会 从 一 个 问题 变 到 下 一 个 ， 统计 学 家 常 引 入 余 差 向 量 e ， 定 义 为 
E=y-XB8 ， 并且 记 作 

y=XB+e 

任何 具有 这 种 形式 的 方程 称 为 线性 模型 . 一 旦 XX 和 y 被 确定 ， 为 使 长 度 达 到 最 小 化 ， 相 当 于 

找 出 XB = y 的 最 小 二 乘 解 ， 在 每 种 情形 下 ， 最 小 二 乘 问题 解 有 是 下 面 标准 方程 的 解 . 
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XIXB=X 
其 他 曲线 的 最 小 二 乘 拟 合 
当 “ 分 散 画 出 ”的 数据 点 (xi,y1)…,(x,y,) 不 接近 任何 直线 时 ,一 个 合适 的 假定 是 x 和 y 具 
有 其 他 函数 关系 . 
下 面 三 个 例子 说 明 ， 如 何 将 数据 拟 合 为 如 下 一 般 形式 的 曲线 . 
y= Pofo(x)+ Bfi(x)+:…+ Bi fi (x) (2) 
此 处 fh…, fi 是 已 知 肾 数 ，p。,…, Bi 是 待定 参数 . 下 面 将 看 到 ， 方程 (2 ) 描述 一 个 线性 模型 ， 
因为 它 是 未 知 参数 的 线性 模型 . 
对 特殊 的 x 值 ,，( 2 ) 式 给 出 y 的 预测 或 “ 拟 合 ” 值 ， 观 测 值 与 预测 值 之 间 的 差 为 余 差 ， 参 
数 Bo,…, Bi 的 确定 需 满足 余 差 平方 之 和 最 小 . 
例 2 知 数 据点 (xi,y1)…,(x,, ys) 明显 位 于 某 条 抛物 线 之 上 ， 而 不 是 一 条 直线 上 . 例如 ， 如 
果 x 轴 表示 某 公 司 的 产量 水 平 ， 而 y 轴 表 示 生 产 水 平 为 每 天 x 单位 时 的 平均 费用 ， 那 么 一 个 典 
型 的 成 本 曲线 看 起 来 像 开 口 向 上 的 抛物 线 ( 见 图 6-29 )， 在 生态 系统 中 ， 一 个 开口 向 下 的 抛物 
线 党 用 于 对 一 种 植物 中 营养 成 分 的 净 初 始 产量 的 建 模 ， 它 是 树叶 表面 面积 的 函数 ( 见 图 6-30 ) . 
者 我 们 用 下 列 形式 的 方程 逼近 数据 
y= Bo+Bxt+ Bx’ (3) 
方程 (3 ) 给 出 描述 数据 的 “最 小 二 乘 拟 合 ”对 应 的 线性 模型 . 


宪 

科 

PY Se 
上 @ 人 

eb 

导 

了 时 


i 


图 6-29 平均 成 本 曲线 图 6-30 ”营养 成 分 的 产量 


解 ”理想 的 关系 用 方程 (3 ) 描述 ,假若 实际 的 参数 值 为 5，B8，p8, ， 那 么 第 一 个 数据 点 
(Xi,71) 适 合 下 列 形式 的 方程 
y= Bot+Bxt+pBx+e 
此 处 el 是 观测 值 六 和 预测 值 y 值 Bo + Bix + Bsx? 的 余 差 ， 对 每 一 个 点 集 ， 我 们 可 写 出 类 似 
的 方程 . 
y=PBo+t+Br+Bx +e 
y2 = Bot+ Bix + Bx? +e, 


y» = Bo+ Bix, + Bx 十 Er 
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可 将 上 述 方程 组 简单 描述 为 y=XB+e 的 形式 , 通过 检查 方程 的 前 面 几 行 和 观察 数据 形状 ， 
我 们 可 以 求 出 X. 


YI | 于 Bo 
人 x 
>》 2 | _ ， 有 + 
y 1 x x 户 E 
y = XX B+e 加 


例 3 如果 数据 点 具有 如 图 6-31 的 模式 ， 那 么 一 个 合适 的 模型 是 下 面 形 式 的 方程 
y= Bo+Bxt+Bax’ + Bx 
这 类 数据 可 能 来 自 公司 的 总 成 本 ， 描 述 的 是 一 个 关于 产量 水 平 的 函数 ， 求 线性 模型 并 用 最 
小 二 乘 拟 合 这 类 数据 (zy)……(xyyn)， 


图 6-31 沿 立 方 曲线 的 数据 点 
解 ” 类 似 例 2 的 分 析 ， 我 们 得 到 


观测 向 量 设计 和 矩阵 参数 向 量 余 差 向 量 
yi 1 为 旭 如 Bo El 
1 ?2 E 
y= )? | xX =| 2 ™ 2 | 有 _ hb g = 2 
, pb, 
yn 1 Xn x Bb En 国 


多 重 回 归 
假若 一 个 实验 包含 两 个 独立 变量 ( 例如 ww 和 v) 和 一 个 函数 变量 (例如 y). 一 个 简单 的 通 
过 w 和 v 来 预测 y 的 方程 有 如 下 形式 
y= Pot+ But Bav (4) 
更 一 般 的 预测 方程 具有 下 面 的 形式 
y= Bo+ButpBvt Bau’ + Bauv+ Bsv’ (5) 
这 个 方程 常用 于 地 质 学 ， 例 如 ， 模 拟 地 面 侵蚀 、 冰 川 、 土 壤 酸 碱 性 以 及 其 他 数据 这 种 情 
形 的 最 小 二 乘 拟 合 称 为 趋势 曲面 . 
方程 (4) 和 (5) 都 可 以 推出 一 个 线性 模型 ， 因 为 它们 是 未 知 参数 的 线性 关系 (尽管 上 和 


9722 


v 是 乘法 ) . 一 般 地 ， 一 个 线性 模型 是 指 y 可 由 下 面 方程 来 预测 
y= Bofo(u,v)+ Bfi(u,v)+:…+ Br fr (u,v) 
此 处 ， 有 …, fi 是 某 类 已 知 函 数 ，pBo,…, Bi 是 未 知 权 值 . 
例 4 在 地 理学 中 ， 局 部 地 形 模型 由 数据 (wy,y1)…,(Ui,v,,y,) 来 构造 ， 此 处 wj,v;, yj 分别 
是 地 形 的 纬度 ， 经 度 和 高 度 ， 描 述 基于 方程 (4 ) 的 线性 模型 且 给 出 这 些 数 据 的 最 小 二 乘 拟 合 
该 解 称 为 最 小 二 来 平面 . 见 图 6-32. 
解 ” 我 们 希望 数据 满足 下 列 方程 : 
y=pBotBut+Bv +ai 
y2 = bBo+ Bius + Bov, +e, 


图 6-32 ”最 小 二 乘 平面 


yn = Bot+Biu,+ Bov,+e, 


这 个 方程 组 的 矩阵 形式 是 y =XB+e ， 此 处 


观测 值 设计 和 矩阵 参数 向 量 余 差 向 量 
EC 
》1 U VI pb, 
uU Vv 
p= ”有 =| 9 ， B=|P|, e= 有 
. A 


yn “LL wu ov, én 于 

例 4 表明 ， 多 重 回归 的 线性 模型 和 前 面 例题 中 的 简单 回归 模型 具有 同样 的 抽象 形式 ， 线 性 
代数 为 我 们 理解 所 有 线性 模型 内 在 的 一 般 原理 提供 了 帮助 ， 定 义 只 要 X 适 当 ,， 关于 B 的 标准 方 
程 就 具有 相同 的 矩阵 形式 ,不 管 包含 多 少 变量 . 这 样 ， 对 XT"X 可 道 的 任何 线性 模型 ， 最 小 二 乘 
中 的 户 总 可 由 (XT"X)"'XTy 计 算得 到 . 
进一步 阅读 
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练习 题 
某 产品 的 月 销售 额 受 季节 波动 影响 ， 近 似 销 售 数据 曲线 具有 以 下 形式 : 
y= Bo+ Bxt+ Bsin(2nx/12) 
这 里 x 是 按 月 统计 的 时 间 ，po+ Bix 给 出 基本 销售 趋势 ， 其 中 的 正弦 项 反映 季节 对 销售 的 影响 ,给 出 上 面 
最 小 二 乘 拟 合 方程 中 ， 线 性 模型 的 设计 矩阵 和 参数 向 量 ， 假 设 数据 是 (rm Wr). 
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习题 6.6 


在 习题 1~4 中 ,， 求 出 最 小 二 乘 直 线 方程 


y= P+ Bx ， 其 为 给 定 下 数据 点 的 最 佳 拟 合 . 


6 


1. (0,1),(1,1), (2,2),(3,2) 
2, (1,0),(2,1),(4,2),(5,3) 
3， 
4 
5 


(1,0),(0,1),(1,2),(2,4) 


(2,3),(3,2),(5,1),(6,0) 


假设 X 是 用 最 小 二 乘 直线 拟 合 数 据 (%,y) ， 
Oo) 对 应 得 到 的 设计 和 矩阵, 利用 6.5 节 的 定 
理 证 明 ， 标 准 方程 具有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 
是 : 数据 中 至 少 有 两 个 数据 点 具有 不 同 的 x 坐标 . 
若 X 是 例 2 中 最 小 二 乘 拟 合 抛物 数据 点 (x,y)， 
…, (x;y4) 对 应 的 一 个 设计 矩阵 , 车 x,x,%% 是 不 
同 的 数据 ， 解 释 在 最 小 二 乘 意 义 下 ， 为 什么 只 
有 一 个 最 佳 抛物 拟 合 数据 ( 见习 题 5 ) . 


. 一 个 实验 产生 的 数据 为 ( 1,1.8) 2,2.7 )( 3,3.4)， 


( 4,3.8 ) 和 (5,3.9 )， 描 述 用 下 列 函 数 形式 生成 
的 最 小 二 乘 拟 合 模型 

y=Bx+pBx 
这 种 函数 会 出 现在 这 样 的 情形 下 ， 即 当 销 售 的 
总 量 影响 产品 的 价格 设 定时 ， 销 售 x 单位 产品 
的 收益 计算 中 . 
a. 给 出 设计 矩阵、 观测 向 量 和 未 知 参数 向 量 . 
b. [M] 找 出 数据 对 应 的 最 小 二 乘 曲 线 . 


. 一 个 简单 描述 某 公 司 花 费 变量 的 模型 曲线 ， 作 为 


销售 水 平 x 时 的 函数 ， 有 如 下 形式 

y= Bxt+ Bax + Bx 

由 于 不 包含 固定 花费 ， 所 以 没有 常数 项 . 

a. 对 于 数据 (za,y)……(xo,y) ,给 出 线性 模型 的 
最 小 二 乘 拟 合 方程 对 应 的 设计 符 阵 和 参数 
向 量 . 

b. [MI] 求 出 最 小 二 乘 曲线 拟 合 数据 : ( 4,1.58 ) ， 
( 6,2.08 ) ,(8,2.5) ，( 10,2.8 ) ，( 12,3.1 )， 
(14,3.4 )，( 16,3.8 )，( 18,4.32 )， 有 数 千 个 
数据 ,如 果 可 能 , 画图 说 明 数 据点 和 立方 近 
似 的 图 形 . 


1 


Hk 


9. 某 一 实验 得 到 的 数据 为 (1,7.9 ) , (2,5.4) 和 
( 3,-0.9 ), 描述 由 下 列 形式 的 函数 拟 合 这 些 数据 


产生 的 最 小 二 乘 模型 ， 


y= Acosx+ Bsinx 


. 若 放 射 性 物质 A 和 B 分 别 具 有 衰变 常数 0.02 


和 0.07， 如 果 一 个 含 两 种 物质 的 混合 物 ， 在 时 
刻 1=0 时 ,包含 A 物质 Ms 克 和 B 物质 Ms 殉 ， 
那么 在 时 刻 :， 混 合 物 中 总 量 y 的 模型 是 : 

y =Mae™ + Mpe™” (6) 
若 初 始 含 量 WM。 和 Ms 未知， 但 在 几 个 时 刻 ， 科 
学 家 可 以 测 得 并 记录 到 下 列 时 刻 和 含量 的 数据 
(£1,y:): (10,21.34), (11,20.68),(12,20.05), 
(14, 18.87 ) 和 (15, 18.30 ) . 
a， 描述 可 以 估计 M 和 Ms 的 线性 模型 . 
b. [M] 找 出 基于 方程 (6 ) 的 最 小 二 乘 曲线 . 


. [MI] 根 据 开 普 勒 第 一 定律 ,一 个 在 星 ( 见 图 6-33 ) 


应 该 有 椭圆 、 抛 物 线 和 双 曲 轨道 〈 当 行 星 的 引 
力 可 以 忽略 时 ) . 对 合适 的 极 坐 标 ， 一 个 彗星 
的 位 置 (~,6) 适 合 下 面 形式 的 方程 : 
r= B+e(r.cosd) 

此 处 是 常数 ，e 是 轨道 的 离心 率 , 当 0<e<1 
时 对 应 椭圆 ，e =1 时 对 应 抛物 线 ，e >1 时 对 应 
双 曲 线 ， 若 新 观 调 出 现 的 彗星 有 下 列 数据 ， 确 
定 轨道 的 类 型 并 预测 当 8=4.6( 弧度 ) 时 奉 星 
的 位 置 .” 


Vv |0.88 1.10 
r 3.00 2.30 


1.42 
1.65 


1.77 2.14 
1.25 1.01 


”用 最 小 二 乘 解 拟 合 数 据 的 基本 思想 来 自 k. F. Gauss 
( 同时 还 有 A. Legendre 的 独立 工作 )， 最 早 是 在 
1801 年 ， 他 用 这 种 方法 确定 星 状 的 谷 神 星 的 轨 
迹 ， 当 谷 神 星 被 发 现 40 天 后 ， 它 消失 在 太阳 后 
面 , Gauss 预测 10 个 月 之 后 它 会 重新 出 现 且 他 给 
出 谷 神 星 的 具体 位 置 , 精确 的 预测 震惊 了 欧洲 的 
科学 界 . 
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图 6-33 ”上 一 次 出 现 于 1986 年 的 哈雷 在 
星 ， 它 将 再 次 出 现 于 2061 年 
12. [M] 健 康 儿 童 的 心脏 收缩 压 p ( 毫米 水 银 柱 ) 和 
体重 w ( 镑 ) 之 间 的 近似 关系 满足 方程 
Bo+Blnw=p 
利用 下 面 实验 数据 估计 健康 儿童 体重 为 100 镑 
时 的 心脏 收缩 压 . 


3.78 4.11 4.41 4.73 4.88 


一 一 
Uy 


. [M] 为 测量 飞机 起 飞 表 演 ， 飞 机 的 水 平 位 置 从 
t=0 到 +=12 每 秒 测量 一 次 , 具体 位 置 ( 英尺 ) 
是 : 0, 8.8, 29.9, 62.0, 104.7, 159.1, 222.0, 294.5， 
380.4, 471.1, 571.7, 686.8, 809.2. 

a. 求 出 这 些 数据 的 最 小 二 乘 立 方 曲线 
y= PBo+Bt+ Bt + Bt’. 
b. 利用 (a ) 的 结果 估计 当 +=4.5 秒 时 飞机 的 
水 平 速度 . 
14. 令 = 一 (+ 和 y= t+ yy) ， 证 


明 : 数据 (x,y)…,(x,,y,) 的 最 小 二 乘 直 线 必 须 通 
过 (x,y) ， 也 就 是 证 明 x 和 y 适合 线性 方程 
y = fo+ 有 x. (提示 : 从 向 量 方程 y =X 有 +e 导 
出 这 个 方程 , 将 X 的 第 一 列表 示 为 1 , 利用 余 差 向 
量 e 与 X 的 列 空间 正 交 的 事实 得 到 它 正 交 于 1 . ) 
给 定数 据 的 最 小 二 乘 问题 ，(x, y1),…,(x,, y,)， 
下 列 缩写 符号 很 有 用 : 

Dx- Ee 

2 = uy DD = Dy 


最 小 二 乘 直线 y= 记 + 房 x 的 标准 方程 可 以 写成 
"hot PYx= C7) 
BY x+ Box= > 
15. 对 应 标准 方程 (7 )， 导 出 本 节 给 定 的 矩阵 形式 . 
16. 利用 和 矩阵 的 逆 求 解 方程 组 (7 )， 然 后 确定 许多 
统计 课本 中 出 现 的 计算 i。 和 的 公式 . 
17. a. 用 新 x 坐标 的 平均 偏差 形式 , 重 写 例 1 中 的 
数据 , 设 X 是 对 应 的 设计 和 矩阵 ,说明 为 什么 
X 的 列 是 正 交 的 . 
b. 写 出 (a) 部 分 中 数据 的 标准 方程 ,并 求解 得 到 
最 小 二 乘 直 线 y=Bo+Bx ， 此 处 
X =X 一 .5 ， 
18. 若 数据 (x,y)…,(X,yr) 的 x 坐标 是 平均 偏差 
形式 ， 所 以 > ,x=0，, 证 明 如 果 X 是 这 种 情形 
下 最 小 二 乘 直 线 的 设计 和 矩阵， 那么 XIX 是 正 
交 和 矩阵 . 
习题 19 ~ 20 包含 具有 2 列 或 更 多 列 的 设计 拢 
阵 ， 记 是 y=XB 的 最 小 二 乘 解 ， 考 虑 下 列 数 
(i) | 有 | 一 一 “回归 项 ”的 平方 和 ， 记 该 数 
为 SS(R). 
(站) | = X 有 | 一 一 误差 项 的 平方 和 ， 记 该 数 为 
SS(E). 
(十 ) | 中 一 一 坐标 y 平 方 之 和 的 “总 和 ”， 记 
该 数 为 SS(7T): 
每 一 本 讨论 回归 和 线性 模型 y>=XpB+e 的 统 
计 课 本 都 引入 这 些 数 ， 尽 管 术 语 和 记号 会 有 变化 ， 
为 简单 起 见 ,假设 > 的 平均 值 是 零 ,在 这 种 情形 下 ， 
5SS(T) 与 被 称 为 y 值 集合 的 方差 成 正比 . 
19. 验证 方程 SS(T) = SS(R)+ SS(E)( 提示: 利用 一 
个 定理 并 解释 为 什么 定理 的 假设 成 立 ). 这 个 方程 
在 统计 学 中 的 回归 理论 和 方差 分 析 中 非常 重要 . 
20. 证 明 : |z 有 | =B"x"y . (提示: 重 写 方程 左 
边 并 且 利 用 户 满 足 标 准 方 程 的 事实 . ) 关于 
SS(R) 的 这 个 公式 被 用 在 统计 学 上 ， 从 这 个 结 
论 和 习题 19 可 得 最 小 二 乘 误 差 的 标准 公式 : 
SS(E)=y'y-PB'xX'y 
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练习 题 答案 
我 们 必须 构造 X 和 BB ， 使 得 XB 的 第 上行 是 对 应 数据 (x,y) 的 预测 y 值 ， 记 为 : 
Bo+ Bx + B, sin(2nx /12) 
1 x sin(2nx /12) bo 
长 三 : : : 9 B= 有 
1 x Sin(2nx, /12) Bb, 
多 图 6-34. 


图 6-34 具有 季节 性 波动 的 销售 趋势 
6.7 ”内 积 空 间 


长 度 ， 距 离 和 正 交 性 的 概念 在 向 量 空间 中 有 非常 重要 的 应 用 ， 对 R" 空间 ， 这 些 概念 基于 
6.1 市 定理 1 中 列 出 的 内 积 性 质 . 对 其 他 空间 , 我们 需要 类 似 的 内 积 和 同样 的 性 质 , 定理 1 中 的 
结论 成 为 下 面 定 义 中 的 公理 . 

定义 ”向 量 空间 V 上 的 内 积 是 一 个 函数 ,对 每 一 对 属于 V 的 向 量 以 和 yy, 存在 一 个 实数 (u,v) 
满足 下 面 公 理 ， 对 任意 属于 V 的 wv,w 和 所 有 数 c: 

l. (wm,v) = (v,0). 

2. (Ut+v,W) = (UW + Ww). 

3. (cu,v) =c(u,v). 

4. (wu,4) 之 0， 且 (WU,W) =0 的 充分 必要 条 件 是 w=0. 

一 个 赋予 上 面 内 积 的 向 量 空间 称 为 内 积 空间 . 

具有 标准 内 积 的 向 量 空 间 恨 "是 一 个 内 积 空 间 ， 而 且 本 章 几 乎 所 有 R” 空间 上 的 讨论 都 在 内 
积 空间 上 . 本 节 和 6.8 节 的 例子 给 出 许多 基础 应 用 实例 ， 涉 及 工程 、 物 理 、 数学 和 统计 等 课程 . 

例 1 给 定 两 个 正 整数 (例如 4 和 5) 及 有 R': 中 向 量 w=(w,us) 和 v=(v,v,)， 规 定 

(U,V) = 4uivi + uv, (1) 

说 明 (1 ) 定义 了 一 个 内 积 . 

解 ” 当 然 ， 公 理 1 满足 ， 因 为 

(U,V) = 4uivi + Su2v2 = 4vil + Sy2u, = (v,u) 


如 果 Ww = (Wi, w,) 4 那么 
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(Ut+v, WwW) = 440 + vw 十 (2 + Vv )w, 
= 4uwi 十 UV2 + 4viw + Sv2wW, 
=(u,w)+(y,w) 
这 就 验证 了 公理 2， 对 公理 3， 我 们 有 
《CuU,v) = 4(cui)vi + 5(cus )vy 
=c(4uvi + Susv2) = cu,v) 
对 公理 4， 注 意 (w,&) =4ui +5u2 >0 且 4w+5u?=0， 当 且 仅 当 w =u,=0 时 成 立即 n=0，, 此 
外 ，(0,0) =0 ,所 以 (1) 定 义 了 RR* 上 的 内 积 . 图 
类 似 (1) 可 在 到 "上 定义 内 积 ， 他 们 自然 和 “ 带 权 值 的 最 小 二 乘 ” 问 题 联系 起 来 . 此 时 ， 
权 值 可 赋 给 内 积 中 和 式 的 各 个 分 量 ， 且 这 种 方式 对 较 重要 的 分 量 给 予 更 可 靠 的 权 值 . 
从 现在 起 ， 当 内 积 空间 包含 多 项 式 或 其 他 函数 时 ， 我 们 可 用 悉 熟 的 方式 写 出 函数 ， 而 不 用 
黑体 表示 向 量 , 然而 ， 必 须要 记 住 ， 当 它 作 为 向 量 空间 一 个 元 素 时 每 个 函数 表示 的 是 一 个 向 量 . 
例 2 设 1,…,t, 是 不 同 的 实数 ， 对 属于 了 P, 中 的 p 和 gqg ， 定 义 
(p,q) = p(to)q(to) + p(ti)g(t) + + p(t, )q(t,) (2) 
很 容易 验证 内 积 公 理 的 1~3， 对 公理 4， 注意 
(p,p)=Lp(to)F +Lp()F ++[p()) >0 
也 有 《0,0) =0.( 我 们 仍 用 黑体 0 表示 零 多 项 式 ， 它 是 也 中 的 零 向 量 . ) 如 果 (p,p)=0，, 那么 p 一 
定 在 n+t1 个 点 0,…,t 处 为 零 ， 这 时 p 只 能 是 零 多 项 式 ， 因 为 p 的 次数 小 于 n+1， 从 而 (2) 定 
义 了 P, 上 的 一 个 内 积 . 国 


例 3 设 V 属于 PPB, 有 目 V 具有 例 2 中 的 内 积 ,其 中 1。=0,1 = 和 =1. 设 p(D =1272 和 dg =2r-1 
计算 (P,4》 和 (94,9)》. 
解 
《P.9) = p(0)g(0)+ |} jE | 5 } PU)4(D 
=(0)(-D+(3)(0)+(2)(D = 12 


(qq) =[Lag(0)] +|a [3 ] +[g(0D) 


=(-D +(0) +(D =2 
长 度 、 距 离 和 正 交 性 
设 V 是 一 个 内 积 空间 ， 其 内 积 记 作 (u,v) ， 像 RR" 空间 一 样 ， 我 们 定义 一 个 向 量 的 长 度 或 范 


数 是 数 

b= Ve,») 
即 || =(wy》( 这 个 定义 有 意义 ,因为 (v,v) >0，, 但 这 个 意义 并 不 是 说 (vy,y) 是 一 个 “平方 之 和 ”， 
因为 不 必 是 及 "中 的 元 素 ) . 
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_ 个 单位 向 量 是 长 度 为 1 的 向 量 ， 向 量 u 和 v 之 间 的 距离 是 |u-vj， 向 量 w 和 向 量 v 正 交 ， 


如 果 (u,v) =0 成 立 . 
例 4 若 孔 具有 例 3 中 的 形式 (2) 的 内 积 ， 计 算 向 量 pC?)=12t? 和 g(t) =2-1 的 长 度 . 


解 
|pl =(p,p) =[p(O)T +|p(3] +[p(D] =0+[37 +[12] =153 


pl= V153 
在 例 3 中 , 我 们 知道 (9,q) =2 , 因此 人 |= v2. 加 


格拉 姆 - 施 密 特 方法 

内 积 空间 中 有 限 维 子 空间 的 正 交 基 的 存在 性 ， 可 由 格拉 姆 - 施 密 特 方法 确定 ， 像 恨 "空间 一 
样 . 应 用 中 经 常 出 现 的 一 些 正 交 基 可 用 这 个 方法 构造 . 

一 个 向 量 在 一 个 具有 正 交 基 的 子 空间 W 上 的 正 交 投影 ， 可 像 平常 一 样 构造 . 投影 不 依靠 正 
交 基 的 选取 ， 并 且 它 们 有 正 交 分 解 定理 和 最 佳 起 近 定 理 所 描 述 的 性 质 . 

例 5 者 Y 是 具有 例 2 中 内 积 的 P, 包含 多 项 式 在 -2, -1, 0, 1 和 2 处 的 值 , 且 了 作为 V 
的 一 个 子 空间 ， 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 于 多 项 式 1，t 和 1 ,构造 也 的 一 个 正 交 基 . 

解 ”内 积 仅 依赖 于 多 项 式 在 -2，-1，0,，1 和 2 的 值 ， 所 以 我 们 列 出 每 个 多 项 式 作 为 有 R; 空 
间 的 值 ， 写 在 多 项 式 的 下 面 :“ 


多 项 式 : | f 1? 
1 一 2 4 
1 一 1 1 
向 量 值 : | 1 0 0 
1 1 1 
1 2 4 


V 中 两 个 多 项 式 的 内 积 等 于 它们 对 应 向 量 在 及 :空间 的 标准 内 积 . 注意 1 与 常数 函数 1 正 交 ， 所 
以 取 po(?)=1 和 pi(1)=t， 对 p,， 利用 恨 ' 中 的 向 量 ， 计 算 纪 在 Span{fpo,m 上 的 投影 . 
(1°,po)=(°,D=4+1+0+1+4=10 
(po, po) =5 
(1°,p)=(,1) =-8+(-1)+0+1+8=0 
在 Span{1,} 上 的 正 交 投 影 是 二 po+0: pi， 这 样 
PpP2(t)=1° -2polt)=1° -2 
V 的 子 空间 了 PB, 的 一 个 正 交 基 是 : 


所” 驰 中 的 每 个 多 项 式 被 其 在 5 个 上 值 -2，-1，0，1 和 2 上 的 取 值 惟一 确定 ， 事实 上 ，p 和 它 的 向 量 值 的 对 应 关系 是 
一 种 同 构 关 系 亦 即 是 保持 线性 组 合 关系 的 一 对 一 映 上 到 RR 的 映射 . 
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多 项 式 : Po Pp: pb: 
] 一 2 2 
1 一 一 ] 
向 量 值 : | ] 0 一 2 (3 ) 
1 一 | 
1 2 2 | 


内 积 空间 的 最 佳 通 近 

应 用 数学 中 最 常见 的 问题 ， 包 括 元 素 是 函数 的 向 量 空间 ， 主 要 是 在 Y 的 特定 子 空间 多 中 ， 
选取 函数 g 来 通 近 V 中 的 函数 六 . 对 /的 “逼近 ”程度 依赖 | -gj 定义 的 方式 , 我 们 仅 考虑 了 和 
8 的 距离 用 内 积 定义 的 情形 , 在 此 情形 下 ，f 由 W 中 函数 的 最 佳 逼 近 是 指 f 在 子 空间 W 上 的 正 
交 投 影 . 

例 6 设 V 是 P, 具 有 例 5 中 定义 的 内 积 ，po,p, 和 p, 是 例 5 中 的 子 空 间 了 Pp 的 正 交 基 , 求 出 
P 中 的 多 项 式 对 p(D) =5->+' 的 最 佳 志 过 . 


解 po,pl 和 ps 对 应 1 为 -2，-1，0，1 和 2 的 值 以 及 : 中 向 量 的 形式 在 上 面 (3 ) 中 已 经 给 
出 ，p 的 相应 值 是 -3，9/2，5, 9/2 和 -3， 我 们 计算 ， 
(p, po) =8, (p, pu =0, (p, Pp2) = —31 
《Po, po) =5, 《P2,P2)= 14 
所 以 ， 了 柜 中 的 多 项 式 对 V 中 pb 的 最 佳 通 近 是 
(p, po) + (p, Pp1) + (p, p2) p, 
(po, po) (pi, Pp1) (p2, D2) 


P=Projr,p = 


8 8 31 ， 
= 一 Po 二 一 一 PP = 一 ~ 一 (三 一 2 
Po Pa 5 14( ) 


当 多 项 式 之 间 的 距离 仅 用 :为 -2，-1，0，1 和 2 时 的 值 来 度量 时 ,这 是 也 的 所 有 和 多项式 中 离 
最 接近 的 多 项 式 ， 见 图 6-35. 


图 6-35 | 


正 允 此 而 爱人 淮 二 邢 法 379 


例 5 和 例 6 中 的 多 项 式 po, pl 和 p, 属 于 一 类 多 项 式 ， 在 统计 学 上 称 为 正 交 多 项 式 . 正 交 性 
是 指 例 2 中 描述 的 内 积 类 型 . 
两 个 不 等 式 

给 定 内 积 空间 中 的 向 量 ” 和 给 定 的 有 限 维 子 空间 W . 我 
们 将 勾 股 定理 应 用 到 v 相对 W 的 正 交 分 解 中 ， 可 以 得 到 : 

[rl =|projwr) + —projwrll 

见 图 6-36, 特别 地 ,这 表明 v 到 W 上 投影 的 范 数 , 不 超过 自 
己 的 范 数 ， 这 个 简单 事实 可 推出 下 面 重要 的 不 等 式 . 

定理 16 ( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) 

空间 V 中 任意 向 量 & 和 wm， 有 


w 
图 6-36 直角 三 角形 的 斜 边 是 最 长 边 


Ku,»w)| < lal ll (4) 


证 如 果 w=0, 方程 (4) 的 两 边 都 是 零 ， 且 这 种 情形 下 (4 ) 式 成 立 ( 见 练习 题 1 ) . 如 
果 wz0， 若 W 是 wu 生 成 的 子 空 间 ， 注意 |cul=|c| 贞 | 对 任何 数 c 都 成 立 . 因此 


| | wa _ ww| _ [we 
|projvy| (my el op |al 四 
由 于 |projv| < bbl ， 我 人 得到 < 即 给 出 (4 ) 式 ， 而 
u 


柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 在 很 多 数学 分 支 都 很 有 用 , 习题 中 有 几 个 简单 应 用 . 这 里 我 们 主要 利用 
它 证 明 田 一 个 包含 向 量 范 数 的 基本 不 等 式 . 见 图 6-37. 


y uty 


llut+vll 


Il 


0 llull u 
6-37 三 角形 边 的 长 度 


定理 17 (三 角 不 等 式 ) 
对 属于 V 的 所 有 向 量 u,v， 有 
Ju+vl< lull+l| 


O 见 Statistics and Experimental Design in Engineering and the Physical Sciences, Norman L. Johnson and Fred C. Leone 


( New York: John Wiley & Sons, 1964 ) , pp. 424-436. pp. 430-431 的 表格 列 出 的 “ 正 交 多 项 式 ”， 是 指 多 项 式 在 -2， 
-1，0，1，2 处 的 值 . 
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证 | + 中 =(& TPRE+P) = (U,U) + 2(U,v) + (y,v) 
< +2Ku wl+ lol 
<|ej +2|alle+ 和 -不 
= (+ 入 
两 边 开 方 后 , 立刻 得 到 三 角 不 等 式 . 图 
Cla,b] 上 的 一 个 内 积 〈 需 要 微 积分 知识 ) 


也 许 应 用 最 广泛 的 内 积 空间 是 区 间 a<t<b 上 所 有 连续 函数 构成 的 向 量 空间 Cla,b] ， 且 具 
有 下 面 定 义 的 内 积 . 

首先 考虑 多 项 式 p ， 及 大 于 或 等 于 p 的 阶 数 n 的 任何 整数 ， 则 有 p 属 于 也 , ， 我 们 可 以 利用 
例 2 中 的 内 积 计 算 “ 长 度 ”, 注意 p 包 含 [a,b] 中 +D) 个 点 . 然而 , 这 种 p 的 长 度 仅 保 留 这 (n+1) 
个 点 的 特性 ， 一 般 地 ， 对 p 属 于 PP, 的 所 有 nn， 我 们 可 以 利用 更 大 的 数 n， 更 多 的 求 值 点 计算 对 
应 的 内 积 . 见 图 6-38. 


图 6-38 ”利用 [a,b] 内 不 同 数目 的 求 值 点 计算 |p| 


我 们 用 (n+DD) 个 长 度 为 At =(b-a)/(n+1) 的 子 区 间 分 割 [a,b] ， 并 且 使 1…,t, 是 这 些 子 区 间 
中 的 任意 点 . 


一 和 | At |er- 一 


a 加 1 th b 


如 果 n 很 大 ， 由 如 ,…,t, 确定 的 关于 了 PP, 的 内 积 将 趋向 较 大 的 数 (p,p) ， 所 以 需要 重新 度量 ， 
并 将 内 积 除 以 (n+1) ， 注 意 到 1n+1)=Art/(b-a) ， 定 义 : 
1 ee 1 [< 
(p,q) = Da )q(t;) = pb pa 


现在 ， 让 无 限制 增加 ， 由 于 多 项 式 p,g 是 连续 肾 数 ， 括 号 内 的 表达 式 是 一 个 黎 曼 和 且 趋 
向 一 个 定 积 分 ， 考 虑 p(t)q() 在 [a,bj] 上 的 平均 值 ; 


——): pea 


这 个 数值 对 任意 阶 多 项 式 都 有 定义 (事实 上 是 对 所 有 连续 函数 ), 是 它 具 有 像 下 面 例题 所 说 
的 全 部 内 积 性 质 ， 前 面 的 因子 1/b-q 不 是 必需 的 ， 为 简化 下 面 的 计算 常 省 略 . 
例 7 对 Cla,b] 中 的 f,s ， 取 


(8)= f(De (Dd (5) 
这 证 明 (5 ) 定义 了 Cla,b] 上 的 内 积 . 
解 ” 内 积 公 理 1~3 可 由 积分 的 基本 性 质 得 出 ， 对 公理 4， 注意 到 
(f,f)=| [Lf WP >0 
函数 [f(1) 了 在 [a,b] 上 连续 且 非 负 ， 如 果 [f(1) 了 的 定 积分 为 零 ， 那么 由 高 等 微 积分 的 定理 可 知 ， 
[f(D 了 在 [a,b] 上 必须 恒 等 于 零 ， 从 而 是 一 个 零 函数 ，(f,f) =0 意 味 着 了 是 [a,b] 上 的 零 函 数 ， 
也 就 是 (5 ) 定 义 了 一 个 [a,b] 上 的 内 积 . 图 
例 8 设 V 表示 内 积 用 例 7 定 义 的 内 积 空间 C[0,1], W 是 多 项 式 p,(1)=1, p(t)=2t-1 和 ps(?)=127° 
所 生成 的 子 空间 ， 利 用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 ， 求 W 的 一 个 正 交 基 . 
解 ” 取 gq =p,， 并 日 计算 
(p29) =] Crz-DOd = 人 -0 =0 
这 样 p, 已 经 与 qj 正 交 ， 所 以 可 取 9 = ps;. 对 p; 在 W, =Span{qi,9;} 的 投影 ， 我 们 计算 
(pg = 12e° -14 = 4 =4 


1 
(q,9) =| 1.1dr=1| =1 
(p,q92) = | 12 (21 -Ddr=| (24 _1212ydr =2 


_f _1 3lt 1 
(q2,92) = C21-D) dt = 7(21-)) | -5 


那么 
. (p3,q1) (p3,q2) 4 2 
rojw, Pp; = -一 9 + 一 一 一 04 =—4+—— 4 =49 +0609:， 
Po Ps (gugq) 4 (ga,q2) 4 14 1/34 4 4 
qs = ps —Projw, p3 = p; —44q; —69g; 
作为 一 个 函数 ,9g(D =121 -4-6(21-D =125 -121+2, 子 空间 W 的 正 交 基 是 {gq,q;,gq;】. | 
练习 题 
利用 内 积 公理 验证 下 列 论 断 . 
1. (vy,0) =(0,v)=0 
2. (u,v +w)= (u,v) + (u,w) 
习题 6.7 
1. 在 恨 ?空间 中 取 例 1 定义 的 内 积 ，x=(,1)， (建议: 研究 x,y)| .) 
y= OD) 习题 3~8 中 的 多 项 式 属于 PP 且 计 算 内 积 时 : 


a. 计算 |xl, | 和 ,> 
b. 描述 所 有 与 y 正 交 的 向 量 (zi,z,). 
2. 在 了 腿 * 空间 中 取 例 1 定义 的 内 积 ， 说 明 柯 西 - 施 


瓦 茨 不 等 式 ， 对 xx=(3,-2) 和 y=(-2,D) 成 立 . 


取 值 为 -1，0 和 1. ( 见 例 2. ) 

3. 计算 (p,q) ， 此 处 p(t)=4+1,g(1) =5-417. 
4. 计算 (p,qg) ， 此 处 p(1)=3t--f?,g(1)=3+21?. 
5. 计算 上 i 和 上， 其 中 p ,q 如 习题 3. 
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6. 计算 上 中 和 上 | ， 其 中 p ,q 如 习题 4. 

7. 计算 gq 在 p 所 生成 子 空间 上 的 正 交 投影 ， 其 中 
p ,9 如 习题 3. 

8. 计算 g 在 p 所 生成 子 空间 上 的 正 交 投影 ， 其 中 
p ,9 如 习题 4. 

9. 设 中 计算 内 积 时 ! 取 值 为 -3，-1，1 和 3， 取 
po(t)=1, pi(t)=t 和 ps(1)=7°. 


a. 计算 p, 在 po 和 p, 生 成 的 子 空间 上 的 正 交 投影 . 


b. 求 一 个 与 mm 和 都 正 交 的 多 项 式 4 ,使 得 
{po,P1,9) 是 Span{ po, Pi, Pp2) 的 一 个 正 交 基 ， 
重新 度量 多 项 式 49 ， 使 得 它 在 (-3,-1,1,3) 处 
的 向 量 值 是 (1,-1,-1,1). 

10. 看 也 具 有 习题 9 中 定义 的 内 积 ， 且 多 项 式 
po,P1,9 也 如 习题 9 定义 ， 求 Span{ po,p1,9} 中 
的 多 项 式 对 p(t) = 上 的 最 佳 逼 近 . 

11. 大 po, Pi 和 p, 是 例 5 中 给 出 的 正 交 多 项 式 , 且 计 
算 P, 的 内 积 时 1 取 值 为 -2,-1,0,1 和 2. 求 在 
Span{ po, pi, Pp2} 上 的 正 交 投影 . 

12. 求 一 个 多 项 式 p; ,使 得 {po,pi,p2,p3} (见习 题 
11 ) 是 P, 中 子 空间 叫 的 正 交 基 ， 重 新 度量 多 
项 式 p3， 使 得 它 的 向 量 值 是 (-12,0,-2.0 . 

13. 设 4 是 任何 nxn 可 逆 和 矩阵 ， 说 明 对 恨 " 中 ww 和 
Vy ， 公 式 (wp) = (Aw):(Av)=(AU) (4 定义 了 
一 个 R" 上 的 内 积 . 

14. 若 了 是 从 向 量 空 间 V 到 RR" 的 一 对 一 线性 变 
换 ， 证明 对 V 中 的 ww 和 vv， 公式 
(u,v)=T(4):TGY) 定 义 了 V 上 的 一 个 内 积 . 
利用 本 节 内 积 公 理 和 其 他 结果 去 验证 习题 

15~18 的 命题 . 

15. 验证 (4,cv) = clu,v) 对 所 有 数 c 都 成 立 . 

16， 如 果 {wu,v} 是 V 中 的 单位 正 交集 ， 那 么 
lv. 


练习 题 答案 


1 1 
17. (u,v)= zh 十 中 -zh 一 中 . 


eto tle rl =2)al + 2 


Pe 
oo 


po 
‘DD 


. 给 定 a>0 和 b>0， | 
Vb 


利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 比 较 几 何平 均值 
Vab 和 算术 平均 值 (e+ 及 /2. 


. 设 4 -| 和 ， -| ， 利 用 柯 西 _- 施 瓦 蒋 不 等 式 


ko 
心 


[3 


还 明 | 3 ] < a 十 已 


2 
习题 21~24 的 空间 指 的 是 V = CL0,1] ,- 其 内 积 

如 例 7 所 示 用 一 个 积分 给 出 . 

21. 计算 (f,g)， 此 处 Fd) =1-352 ，g(D)=t-2. 

22. 计算 (Ff,g)， 此 处 f(1)=51-3，g(1)=f3-f， 

23. 计算 习题 21 中 了 的 | 上. 

24. 计算 习题 22 中 8 的 |s|. 

25. 设 Y 是 具有 例 7 中 定义 的 内 积 ， 空 间 C[-1H ， 
求 由 多 项 式 1,* 和 + 所 生成 的 子 空间 的 正 交 
基 . 这 个 基 中 的 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 . 

26. 设 V 是 具有 例 7 中 定义 的 内 积 ,空间 C[-2,2] , 求 
由 多 项 式 1，!t 和 +? 所 生成 的 子 空间 的 一 个 正 交 基 . 

27. [MI] 设 P, 具有 例 5 中 定义 的 内 积 ， 且 po, pi,p， 
是 该 例 中 的 正 交 多 项 式 ， 利 用 和 矩阵 程序 ， 将 格 
拉 姆 - 施 密 特 方 法 用 于 集合 {po, pi, pz,1 ,1'} , 构 
造 P, 的 一 个 正 交 基 . 

28.，[M] 设 V 是 具有 例 7 中 定义 的 内 积 ， 空 间 
C[0,2x] ， 利 用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 构造 由 
{1,cost,cos *t,cos 1} 所 生成 的 子 空间 的 一 个 正 
交 基 , 利用 矩阵 程序 或 计算 程序 来 计算 相应 的 


1. 由 公理 1，4y, 从 = (0,v) ， 那 么 (0,v) = 《0v,v) = 0lv,v) ， 由 公理 3， 得 到 (0,v) =0. 
2. 由 公理 1 和 2， 青 由 公理 1, 得 (wv+w)= 信 ++w,W)=(V,ID + (Wu) =(《W,V) + (uw)y. 
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6.8 内 积 空 间 的 应 用 


本 节 的 例题 说 明 6.7 节 定 义 的 内 积 空 间 ， 如 何 应 用 在 实际 问题 中 ， 第 一 个 例子 是 本 音 介 绍 
中 的 例子 ， 它 是 调整 北美 地 质数 据 问 题 中 ， 出 现 的 巨型 最 小 二 乘 问题 
加 权 最 小 二 乘法 
讽 问 量 y 的 n 次 观测 值 为 y,…,y, , 且 假 设 我 们 希望 ,用 属于 有 R" 的 特定 子 空间 中 一 个 向 量 》 
遇 近 y (在 6.5 节 ，3 被 写成 4x ， 所 以 了 属于 4 的 列 空间 ) . 记 了 的 分 量 为 为,…,》 ， 那 么 误 
差 的 平方 和 或 SS(E) ， 用 诱 通 近 ? 后， 得 到 
SS(E)=(y. —$) ++(y, — SD,) (1) 
利用 R" 的 标准 长 度 的 写法 ， 上 式 可 简 记 为 风 - 间 . 
现在 ,假设 测量 时 y 的 各 个 分 量 的 可 靠 性 不 同 (这 是 北美 地 质 资料 的 一 个 特点 ， 因 为 测量 
的 数据 是 140 年 前 的 ， 作 为 另 一 个 例子 ，y 的 分 量 的 计算 来 自 各 种 样本 的 测量 和 不 同样 本 的 大 
小 )， 那 么 可 靠 性 就 变 成 ( 1 ) 式 中 平方 误差 的 适当 权 值 ， 较 可 靠 的 测量 应 赋予 更 重要 的 作用 .2 
如 果 权 值 记 为 w?,……w: ， 那 么 加 权 的 误差 平方 和 是 
加 权 SS(E)= wi(y— 9) + + wy, 一 六 (2) 
这 是 (y-》3) 长 度 的 平方 ， 此 处 的 长 度 类 似 6.7 节 例 1 中 定义 的 内 积 ， 记 为 
(x,y) = W y 十 
有 了 时， 可 以 非常 方便 地 将 这 种 加 权 最 小 二 乘 问题 变换 为 等 价 的 普通 最 小 二 乘 问题 ， 设 W 是 
对 角 线 上 是 非 负数 w,…,w, 的 对 角 和 矩阵 ， 可 得 : 


Wi 0 “se 0 | Wi Y) 

0 WwW … w 
Wy =| . 2 9 _ 2 

0 Wh Yn Wn yn 


W3》 有 类似 的 表达 式 ， 观 察 到 ( 2 ) 式 的 第 j 项 可 写成 

wi(y;—$)) = (wyj— wd,) 
可 见 (2 ) 式 中 加 权 的 SS(E) 就 是 R" 中 Wy- 苞 普通 长 度 的 平方 ， 它 可 以 写成 -Ww 站 . 

现在 假设 向 量 乡 的 逼近 是 由 矩阵 4 的 列 构成 的 ， 我们 寻找 一 个 主 ， 使 得 4t = 了》 尽 可 能 接近 
》. 然而 ， 逼 近 的 度量 是 含 权 的 误差 ， 
jy -3 = -wa 和 
这 样 计 是 方程 
WAx = Wy 


C， 有 统计 学 知识 的 读者 注意 : 假若 y; 的 测量 误差 是 独立 随机 变量 ， 且 均 值 为 零 ， 方差 分别 为 o?,…,o? ，( 2 ) 中 适当 
的 权 值 是 1/g0? ， 较 大 的 方差 误差 ， 对 应 较 小 的 权 值 . 
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的 普通 最 小 二 乘 解 ， 此 最 小 二 乘 问题 的 标准 方程 是 : 
(WA)' WAx = (WA) Wy 
例 1 求 最 小 二 乘 直线 y= Bo+ Bix， 最 佳 拟 合 数据 为 (-2,3),(-1,5),(0,5),(1,4),(2,3) ， 假 设 后 
面 两 组 数据 中 ，y 值 测量 的 误差 比 其 余数 据 的 误差 大 ， 这 些 数据 的 权 值 只 有 其 余数 据 权 值 的 
解 ” 如 6.6 节 所 示 ， 写 出 矩阵 4 对 应 的 X， 向 量 x 对 应 B ， 我 们 得 到 : 


1 -2 3 
1 -1 5 
X=|1 0 p-|8| y=|5 
1 1 P 4 
1 2 3 
对 权 和 矩阵 ， 选 取 W 的 对 角 线 值 为 2，2，2,，1 和 1. 对 XX 的 行 和 yy 分别 左 乘 W ， 得 到 : 
2 -4 6 
2 -2 10 
WX=|2 0|l, Ws:=|10 
1 1 4 
1 2 3 


对 于 标准 方程 ， 计 算 
-9 25 
14 -9B| TT 59 
| -9 | p | 3 
标准 方程 的 解 ( 精确 到 2 位 有 效 数字 ) 是 B。= 4.3 和 B=0.20 ， 期 望 的 直线 是 y= 4.3+0.20x. 
相反 ， 这 些 数据 的 普通 最 小 二 乘 直 线 是 y= 4.0-0.10x. 两 条 直线 都 显示 在 图 6-39 中 . 


14 -9 59 
oorw =| | 和 oem-| 3 
并 且 求 解 


y=4.3+0.2x 


6-39 ” 带 权 值 和 普通 的 最 小 二 乘 直线 图 
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数据 趋势 分 析 


在 特定 函数 f 仅 知 道 在 点 46,…,t 处 的 值 (也许 是 近似 值 )， 如 果 数 据 f(10)…, f(t,) 有 一 个 
线性 趋势 ， 那 么 我 们 期 望 用 形 如 po + Bit 的 函数 得 到 f 的 近似 值 ， 如 果 有 一 个 “二 次 趋势 "， 那 
么 我 们 会 尝试 用 形 如 Bo+ Bit+ Bzt? 的 函数 . 这 就 是 不 同 的 观点 下 ， 在 6.6 节 已 讨论 过 的 函数 . 

在 某 些 统计 问题 中 ， 将 线性 趋势 从 二 次 趋势 ( 也 许 三 次 或 高 阶 趋势 ) 中 分 离 出 来 非常 重要 . 
例如 ， 工 程 师 正 在 分 析 新 车 的 性 能 ， 而 f(1) 表示 +t 时刻 汽车 和 一 些 参照 点 的 距离 ， 如 果 汽 车 以 
常 速 连续 行驶 ， 那 么 f(t) 的 图 像 应 该 是 直线 且 斜 率 表示 速度 ， 如 果 突 然 躁 下 油门 ， Fn 的 图 像 
将 改变 为 包含 二 次 项 和 三 次 项 (由 于 加 速 的 原因 ) . 又 例如 ， 当 分 析 一 辆 汽车 超过 另 一 辆 汽车 
的 能 力 时 ， 工 程 师 就 会 希望 将 二 次 或 三 次 项 从 一 次 项 中 分 离 出 来 . 

如 果 一 个 函数 由 形 如 y= fo+ Bit+ PBzrt? 的 函数 来 逼近 ， 系 数 8 也 许 不 能 给 出 期 望 的 二 次 趋 
向 数据 ， 原 因 是 在 统计 学 意义 下 ， 它 和 其 他 有 相关 ， 为 进行 所 谓 数据 的 趋势 分 析 ， 类 似 6.7 节 
的 例 2， 我 们 引入 空间 P, 上 的 内 积 ， 对 属于 PP, 的 p,qg ， 定 义 : 

(p,q9) = p(to)q(t0)+*…+ p(t, )g(t,) 

实际 上 ， 统 计 学 家 很 少 需要 考虑 阶 数 高 于 三 次 或 四 次 的 趋势 . 所以， 假设 Po, Pi, P2, DP; 表示 
P, 的 子 空间 也 的 正 交 基 , 它 可 以 将 多 项 式 1,1,1? 和 已 通 过 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 得 到 .利用 
第 2 章 习 题 11 的 补充 材料 ， 存 在 一 个 属于 卫 , 的 多 项 式 。， 它 在 fo0,…,f; 处 的 值 与 未 知 函数 了 处 
的 值 一 致 . 车 8 是 g 在 马上 的 正 交 投 影 (相对 于 给 定 的 内 积 )， 则 

8 =copot+cipi+c2p, + C3p3 
那么 8 称 为 数据 的 立方 趋势 函数 ，c。,…,c; 称 为 数据 的 趋势 系数 . 其 中 系数 c 表示 线性 趋势 ， c, 
表示 二 次 趋势 ，c, 表 示 立 方 趋势 . 结果 是 如 果 数 据 具 有 某 些 性 质 ， 这 些 系 数 相互 独立 

由 于 po,…, pp 是正 交 的 , (注意 c=(g,p)/(p,p).). 趋势 系数 可 逐次 计算 且 相 互 独立 ， 如 果 我 
们 仅 需 要 二 次 趋势 ， 我 们 可 以 忽略 p 和 cs. 例如 ， 如 果 我 们 需要 确定 四 次 趋势 ， 我 们 仅 需 要 计 
算 (g,ps)/(ps,ps) ， 找 到 一 个 与 巴 正 交 且 属 于 ps 的 多 项 式 p， (通过 格拉 姆 - 施 密 特 方法 ) . 

例 2 最 简单 旦 最 重要 的 趋势 分 析 是 点 0,…,1, 被 调整 后 ， 它们 均匀 分 布 且 总 和 为 零 ， 用 二 
次 函数 拟 合 数据 (-2,3),(-15),(0,5),(L4)，(2,3) 

解 ”对 6.7 节 中 例 5 的 正 交 多 项 式 的 ! 坐 标 重新 度量 ， 我 们 可 得 


多 项 式 : po 已 Pp: 数据 : 8 
l 一 2 2 3 

一 | 一 ] 5S 

向 量 值 : | 上 | ， 0| ，| -2 |， 5 
1 1 一 ] 4 

1 21. 2 3 


计算 仅 包 含 这 些 向 量 ,没有 涉及 特别 的 正 交 多 项 式 公式 , 在 多 项 式 空间 PP 中 ,数据 的 最 佳 拟 全 
是 下 面 给 出 的 最 佳 投影 


386 锚 6 莫 


» = 8sPo) + KBP pa) 
(Po,po) pup?) (pz,P2) 


20 1 7 
一 -0F Ta 
且 
P(t)=4-0.1:—0.5(7° ~—2) ( 3) 


由 于 p; 的 系数 不 是 足够 小 ,一 个 合理 的 结果 是 趋势 至 少 是 二 次 . 这 个 结论 可 从 图 6-40 得 到 验证 . 


图 6-40 用 二 次 趋势 函数 逼近 国 
侍 里 叶 级 数 〈 需要 微 积分 知识 ) 


连续 函数 常用 正弦 和 余弦 函数 的 线性 组 合 来 通 近 , 例如 , 一 个 连续 函数 可 以 表示 一 个 声波 ， 
某 类 电信 号 或 力学 振动 系统 的 运动 等 . 

为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 0<t < 2x 上 的 函数 ， 结 果 是 任何 CL0,2x] 上 的 函数 可 以 由 下 列 形式 
的 函数 任意 通 近 


a . . 
7 + Cosf 寺 和 … 十 ov Cosnt+ br sint+..+b, sinnt (4) 


如 果 上 自然 数 半 足够 大 . (4) 中 的 函数 称 为 三 角 多 项 式 ， 如 果 a, 和 b, 不 同时 为 零 ， 多 项 式 称 为 是 
n 阶 的 ， 三 角 多 项 式 和 CL[L0,2xj 上 的 其 他 了 晴 数 之 间 的 联系 依赖 下 列 事 实 . 对 任何 n>1， 集合 
{1,cost, cos 21,...,cosnt, sint, sin 21,..., sin nt) (5) 
对 下 面 定 义 的 内 积 是 正 交 的 : 
(f,8)=], fed (6) 
这 个 正 交 性 可 从 下 面 的 例题 和 习题 5 和 习题 6 得 到 验证 . 
例 3 空间 CL0,2xj 具 有 形 如 (6 ) 的 内 积 , 并 且 m 和 n 是 不 相等 的 正 整数 . 证 明 cosmt 和 cosnt 
正 交 . 
解 ” 我 们 利用 三 角 恒 等 式 ， 如 果 mzxn， 有 
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27 
(cos mt, cos nt) = | cos mt cos ntdr 


= -| [cos(mr +nf)+cos(mt ~nt)] dt 
F400 
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= ne | 
2 m+n m—n 0 

= 0 国 

说 W 是 CL0,2zj 中 的 子 空间 且 由 (5 ) 中 的 函数 所 生成 , 对 C[0,2x] 中 的 函数 f,W 中 关于 了 的 

最 佳 通 近 称 为 的 n 阶 傅 里 时 通 近 . 由 于 (5) 中 的 函数 是 正 交 的 ， 给 出 的 最 佳 逼 近 是 友 上 的 
止 交 投影 ， 在 这 种 情形 下 ,( 4 ) 式 中 的 系数 称 为 了 的 傅 里 叶 系 数 . 标准 的 正 交 投影 公式 表明 
_ (f ,cos kt) p = 《三 Sin kt) 

(cos kt, cos kt) (sin Kt, sin kr 


习题 7 要 求 你 证 明 (cos kt,cos kt) =T 和 (sin kt,sin kt) =， 那么 
ax -二 [Deos ktdt, b, -=| “Fnsin ktdt (7) 
T° 区" 0 


(常数 ) 也 数 1 的 系数 的 正 交 投影 是 : 
D1 pr ll pa . -~ 
UD = 二] f (1) :1dr 加 f(t) cos(0O Dar 7 
此 处 a 是 (7) 式 中 上 =0 的 情形 ， 这 就 解释 了 (4) 中 的 常数 项 为 什么 写成 w /2. 
例 4 求 顶 数 FoD =z 在 区 间 [0,2rj 上 的 天 阶 傅 里 叶 通 近 . 


解 ”我 们 计算 


类 之 ] 


当 上 >0 时 ， 利 用 分 部 积分 


1 ear 1 1 
Qk = 一 ft Cos ktdi = 一 —coskt+ sinkt =0 
nT*? tlk 大 , 
2 
以 -二 | sin Kitdr -站 起 mn kt — cos 中 = _2 
mT" Tlk k k 


0 


这 样 ，f(1)=t 的 n 阶 傅 里 叶 台 近 是 
2sint sin21—Ssin3 —.— Zsinn | | 
n 


图 6-41 表示 f 的 3 阶 和 4 阶 傅 里 叶 双 近 . 
次 数 f 与 傅 里 叶 通 近 之 差 的 范 数 称 为 逼近 的 均 方 误差 ，( 术语 “ 均 ” 是 相对 于 积分 定义 的 范 数 
而 言 的 . ) 可 以 证 明 ， 当 健 里 叶 级 数 的 阶 数 增加 时 ， 均 方 误差 趋 于 零 ， 由 于 这 个 原因 ， 它 常常 写成 


f(t)= + by (a COS mt + b,, sin mrt) 
这 个 f(1) 的 表达 式 称 为 上 在 [0.2 如 上 的 傅 里 时 级 数 例如 ， 项 acosmt 是 了 在 由 cosmt 生 成 的 一 


维 子 空间 的 投影 . 
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天 27 
a) 3 阶 逼 近 b) 4 阶 带 近 
图 6-41 项 数 f(1)=t 的 全 里 叶 通 近 
练习 题 


1]. 设 g(1)=1, gq;(1)=1 和 9,(D=3 -4 ， 验 证 {91,92,q3} 是 CL-2,2] 上 的 正 交 集 ， 内 积 具 有 6.7 节 例 7 的 形式 . 


2. 求 下 列 电 数 的 1 阶 和 3 阶 健 里 叶 台 近 ， 


f(1)=3—2sint+5Ssin2t—6cos2t 


习题 6.8 


1. 求 最 小 二 乘 直线 y= p+ Bx ， 最 佳 拟 合 数据 
(2,0),( 一 1,0),(0,2),(1,4) 和 (2,4) ， 知 第 一 个 和 最 
后 一 个 数据 具有 较 小 的 可 靠 性 ， 权 值 取 中 间 三 
个 数据 的 一 半 . 

2. 假若 加 权 最 小 二 乘 问题 中 ，25 个 数据 里 有 5 个 
数据 具有 的 y 度量 且 比 其 他 数据 的 可 靠 性 小 ， 
这 些 数据 的 权 值 被 赋予 其 他 20 个 数据 权 值 的 一 
半 . 其 中 一 个 方法 是 20 个 数据 的 权 值 为 1， 其 
余 5 个 数据 的 权 值 为 了 ; 另 一 个 方法 是 20 个 数 
据 权 值 为 2， 其 余 5 个 数据 的 权 值 为 1. 这 两 种 
方法 结果 一 致 蚂 ” 试 解释 之 . 


3. 用 二 次 趋势 函数 拟 合 例 2 中 的 数据 ， 三 次 正 交 


多 项 式 是 mm(O = 二 一 


4. 为 给 出 6 个 等 分 数据 点 的 趋势 分 析 ， 可 以 用 
1= -9,-3,-1153 和 5 的 点 观测 值 的 正 交 多 项 式 . 
a. 证 明 前 三 个 正 交 多 项 式 是 

3 ， 35 
Pet PD pAN= SI 六 
( 多 项 式 六 已 被 重新 度量 ， 使 得 它 在 观测 点 
处 的 值 是 小 整数 . ) 


b. 利用 二 次 趋势 函数 拟 合 数据 (-5,1),(-3,1)， 


(~1,4),(1,4),(3,6),(5,8) . 
在 习题 5~14 中 ， 空 间 C10,2x] 具 有 (6) 式 的 


内 积 . 


10. 


. 证 明 : 当 mzn 时 ，sinmt 和 sinnt 正 交 . 

. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 m 和 n,sinmt 和 cosnt 正 交 . 
. 证 明 : 对 大 > 0,|cos 友 | =x, |sin x = 区. 

. 求 函数 FoD =t-1 的 3 阶 傅 里 时 通 近 . 

. 求 函数 FOOD =2r-! 的 3 阶 傅 里 叶 通 近 . 


1 Ogt<T 
1 TA<t<2n 


求 方 波 本 数 0)=| 的 3 阶 傅 里 


叶 通 近 ， 


. 求 sin 1 的 3 阶 伍 里 叶 通 近 ， 不 要 使 用 任何 积 


分 运算 . 


. 求 cos +t 的 3 阶 健 里 叶 副 近 ， 不 要 使 用 任何 积 


分 运算 . 


. 解释 为 什么 两 个 函数 和 的 健 里 叶 系 数 是 两 个 


晒 数 傅 里 叶 系 数 之 和 . 


. 假若 CL0,2zr] 中 一 些 函 数 了, 前 面 几 个 健 里 叶 系 


数 是 do, dl, Gd2 和 bi,b,,b; . 下 面 哪 一 个 三 角 多 项 
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式 更 接近 ff ?解释 你 的 答案 . 0.5, 0.4, 0.3, 0.2 和 0.1， 求 一 个 立方 曲线 ， 使 


g(t) = +aicost + a cos2t + bsint 得 拟 合 数据 具有 最 小 的 加 权 最 小 二 乘 误 差 ， 
且 利用 结论 估计 飞机 在 1=4.5 秒 的 速度 . 
h(D) = + acost + ascos2r + bsint + basin 2 16. [M] 对 习题 10 中 属于 空间 C[0,2x] 的 方 波 函 
15. [MI] 对 6.6 节 习 题 13 中 的 数据 ， 涉 及 一 个 飞机 数 , 设 及 和 所 分 别 表示 其 4 阶 和 5 阶 傅 里 叶 逼 
的 起 飞 表演 . 假若 随 着 飞机 速度 的 增加 ,测量 的 近 . 分 别 画 出 及 和 所在 区 间 [0,2x] 上 的 图 形 和 
误差 可 能 变 得 更 大 ， 且 W 是 加 权 对 角 和 矩阵 且 对 户 在 区 间 [-2x,2x] 上 的 图 形 . 
角 线 的 值 是 1,1,1, 0.9, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6, 
练习 题 答案 
1. 计算 


2 
=0 


一 2 


2 _1 » 
(qq) =| ,di ==1 


(qq) = ,1 G37-4dt=(r -4)| =0 


2 
-2 
《 》= 0312 — 4)dt = 3 “一 217 =0 
12,03 =|， ( 一 if = 下 一 


2. 了 的 3 阶 傅 里 叶 逼 近 是 Cc[0,2m] 中 的 最 佳 逼 近 ， 它 是 由 1, cost,cos21,cos31,sint, sin2f 和 sin31 生成 子 空 
间 中 的 向 量 郴 数 . 显然 f 属 于 这 个 子 空间 ， 所 以 f 是 自己 的 最 佳 逼近 . 
f(t)=3~2sint+5sin2t— 6cos2t 
对 1 阶 副 近 ， 子 空间 W =Span{1,cost,sint} 中 最 接近 f 的 函数 是 3-2sint ， F 0 公式 中 的 另外 两 项 与 W 
中 的 函数 正 交 ， 所 以 ,它们 没有 增加 健 里 叶 系 数 中 1 阶 允 近 的 积分 计算 . 


见 图 6-42. 
也 
y=3—2sint 
图 6-42 ”0 的 1 阶 和 3 阶 逼 近 
第 6 章 补充 习题 
1. 下 列 命题 是 针对 属于 R*” (或 恨 ”) 的 具有 标准 a， 每 个 向 量 的 长 度 是 一 个 正 数 . 


内 积 的 向 量 ， 确 定 每 个 命题 的 真 假 . b. 一 个 向 量 vy 与 它 的 负 向 量 ~v 具有 同样 长 度 . 


人 
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c, WU 和 vv 之 间 的 距离 是 屋 一 串 . 

d. 如 果 r 是 任意 数 ， 那 么 | 上 w=rjb|. 

e. 如 有 果 两 个 向 量 正 交 ， 则 它们 线性 无 关 ， 

f. 如 果 x 与 w 和 vw 都 正 交 , 那么 x 一 定 与 uv 正 
交 . 

g 如 打 且 + 中 =| + 有 上， 那么 w 和 vw 正 交 

. 如果 局 = 中 = 人 六 + 三 ,那么 和 和正 交 . 

.在 & 上 的 正 交 投 影 是 一 个 数 和 y 的 乘积 . 

j. 如 果 向 量 y 与 它 在 W 上 的 正 交 投影 一 致 ， 那 

么 y 属 于 W. 

RR" 中 所 有 正 交 于 一 个 固定 向 量 的 集合 是 RR” 

的 一 个 子 空间 . 

. 如果 W 是 民 " 的 子 空间 ， 那 么 W 和 W:! 没有 

共同 的 向 量 . 

如果 {v1,y2,v3} 是 一 个 正 交 集 , 且 如 果 ci,e,,e， 
是 数 ， 那 么 {fcpuczpa,cayi 也 是 一 个 正 交 集 . 

n， 如 果 一 个 矩阵 U 具有 单位 正 交 列 ， 那么 

VD = 了 7. 

0. 一 个 具有 正 交 列 的 方 阵 是 一 个 正 交 和 矩阵 . 

p. 如果 一 个 方 阵 具 有 单位 正 交 列 ， 那 它 也 有 单 
位 正 交行 . 


= 


at 


a 


ja 


马 


q. 如 果 Ww 是 子 空间 .那么 projwv + 一 projwv| 


= 人 | 
r 4xr = 的 最 小 二 乘 解 是 Col 4 中 最 接近 &b 的 
站 量 鲍 , 即 对 所 有 的 x 有 用 -4 中 和 他 =- 4z| 
s. 4x = 最 小 二 乘 解 对 应 法 方程 的 解 是 
t=(A'A)'AD. 


. 设 全 ,…,v,} 是 一 个 单位 正 交集 ， 用 归纳 法 从 


P=2 开 始 验证 ， 如 果 = cvi 十 … 二 Coy， ， 那么 


2 2 2 
[x =|el + 人 +|eo . 


- 了 臣 也 ?是 下 "中 单位 正 交集 ， 验 证 下 列 中 


塞 尔 不 等 式 ， 对 所 有 属于 RR" 的 向 量 的 正确 性 . 


Ix >|x vw 二 | 天 :pa 十 … 十 | 


. 设 U 是 nxn 正 交 和 矩阵, 证 明 如 果 {y1,…,vy,} 是 机" 


中 的 一 个 单位 正 交 基 ， 那么 {Uyp.…,Uy,} 也 是 . 


寡 6 音 


5. 证 明 : 如 果 一 个 nxn 算 阵 U ,对 所 有 属于 有 R" 的 
四 量 x 和 y， 满足 (Ux):(Uy)=x.y ， 那 么 U 是 
一 个 正 交 算 阵 ， 

6. 证 明 ; 如 果 上 U 是 一 个 正 交 和 矩 了 泗 ， 那么 U 的 任何 
实 特 征 值 一 定 是 +1. 

7. 一 个 率 斯 窒 尔 德 矩 阵 或 基本 镜像 具有 形式 
Q= 了 -2uu ， 此 处 w 是 一 个 单位 向 量 ( 见 第 2 
章 补 充 习 题 中 的 习题 13 ),， 证明 0 是 一 个 正 交 
和 矩阵. ( 基本 镜像 经 常用 于 在 计算 机 程序 中 产 
生 和 矩阵 4 的 一 个 QR 分 解 . 如 果 4 具有 线性 无 
关 的 列 ， 那 么 一 系列 基本 镜像 的 左 乘 可 产生 一 
个 上 三 角形 矩阵 ., ) 

8. 设 了 :下 "一 下 "为 一 保 长 的 线性 变换 ;， 即 对 RR” 
上 所 有 x 有 |rcz=|z|， 

a, 证 明 : 了 同时 保持 正 交 性 ; 即 只 要 x.y=0 有 
T(x):T(y)=0. 
b. 证 明 : 了 的 标准 矩阵 是 一 正 交 和 矩阵 . 

9. 设 w 和 "是 到 "中 线性 无 关 的 非 正 交 的 向 量 , 搞 
述 如 何不 首先 构造 Span {u,v} 的 正 交 基 , 可 找 出 
R” 中 向 量 z 的 形 如 xu+xwv 的 最 佳 逼 近 . 

10. 假若 4 的 列 是 线性 无 关 ， 确 定 当 b&b 用 cb (ec 
是 非 零 标量 ) 代 蔡 时 ,4x = 的 最 小 二 乘 解 工会 
发 生 什么 变化 ? 

11. 如 果 a,b,c 是 不 同 的 数 ， 由 于 方程 的 图 形 是 平 
行 平面 ， 使 得 下 面 的 方程 组 不 相 容 . 证 明 ， 该 
方程 组 的 所 有 最 小 二 乘 解 就 是 方程 

x 一 2y+5z=(a+b+c)/3 所 确定 的 平面 . 
X—2y+5z=a 
x-2y+5z=b 
X—2y+5z=c 

12. 已 知 逼近 特征 向 量 ”， 考 虑 如 何 求 ax 矩阵 4 

的 特征 值 . 由 于 ”不 是 准确 向 量 ， 方 程 

4p = 各 (1) 
可 能 没有 解 . 然而 ， 可 以 通过 适当 观察 (1) 
来 求 得 最 小 二 乘 解 来 估计 和 4， 把 看 成 mx1 和 扼 
阵 V, 把 4 看 作 下 :上 的 一 个 向 量 , 并 用 符号 6 
表示 向 量 hp . 从 而 (1 ) 变 成 6=Ay ， 同 样 可 
写成 VA4=6b. 求 由 含有 未 知 数 4 的 这 个 方程 


正 芭 糙 关 大 小 二 杰 法 


组 成 的 方程 组 的 最 小 二 乘 解 , 并 用 原来 符号 表 
示 出 来 . 对 4 的 估计 结果 叫做 瑞 利 商 . 参照 
5.8 节 中 习题 11 和 习题 12. 
13. 利用 下 面 步骤 证 明 ， 下 面 语 xz 矩阵 4 的 四 个 
基本 子 空间 之 间 的 联系 . 
Row 4=(Nul 4)+,Col4=(Nul4 人) 
a 证明 Row 4 属于 空间 (Nul 4)* .( 证 明 如 果 x 属 
Row A ， 那 么 x 与 Nul 4 中 任意 一 个 站 正 交 .，) 
b， 假若 rank A = , 找 出 dim(Nul A) 和 dim(Nul 4) 
然后 从 (a) 推出 Row 4= (Nul 4):. (提示 : 
研究 6.3 节 的 练习 ， ) 
c. 解释 为 什么 Col A = (Nul47)-. 
14. 解释 为 什么 方程 hx =b 有 和解 的 充分 必要 条 件 
是 : b 与 方程 A'x =0 的 所 有 人 解 正 交 . 
习题 15 和 习题 16 涉及 一 个 nxn 和 矩阵 形 如 
A=URU "的 ( 实 ) 和 舒 尔 分 解 ， 此 处 U 是 一 个 正 交 
和 矩阵，R 是 一 个 nxn 上 三 角形 和 矩阵. 

15. 证 明 , 如 果 4 有 一 个 实 舒 尔 分 解 ，4=VRU ， 
那么 A 具有 个 实 特 征 值 ， 计 算 包 含 重 数 . 
16. 假若 4 是 具有 n 个 实 特征 根 的 nxn 和 矩阵 ， 包 

含 重 数 ， 且 记 为 多 …,A .可 以 证 明 4 有 一 个 
( 实 的 ) 舒 尔 分 解 ,， (a) 和 (b) 两 部 分 给 出 
证 明 的 关键 思想 , 证 明 的 其 余部 分 等 同 于 对 小 
矩阵 连续 重复 步骤 (a) 和 (b)， 然 后 整合 到 

一 起 得 到 最 后 结果 ， 

a. 设 ww 是 对 应 于 1 的 单位 特征 问 量 , ww,…,u， 
是 其 余 向 量 且 {w,…,w,} 是 R" 的 单位 正 交 基 ， 
则 取 上 =[w，w2… wu,] ,证明 避 4D 的 第 一 列 
是 Xe, ， 此 处 el 是 nxn 单位 矩阵 的 第 一 列 . 

b. (a ) 部 分 意味 着 UTAU 具有 下 列 的 形式 ， 
解释 为 什么 4 的 特征 是 宛 ,…, 各 ，“【〈 提示 : 
参考 第 5 章 的 补充 练习 . ) 


pm 米 米 冰 炒 


U AU = 


[IM] 当 方程 hx =b 的 右 端 有 一 点 变化 ， 例 如 


39] 


Ax =b+Ab ，Ap 为 向 量 , 方程 的 解 会 由 x 改变 为 
x+Ax ,此 处 Ax 满足 A(Ax)=Ap. 商 |Apll/ 亿 | 称 为 


b 的 相对 改变 (或 称 b 的 相对 误差 , 当 Ab 表示 五 的 


分 量 可 能 误差 ). 解 的 相对 改变 是 |Axl/j|， 当 4 
可 道 时 ，A 的 条 件数 ， 记 为 cond(4) ， 给 出 一 
相对 改变 多 大 的 界 : 
上 ed。 av al 
(4) (2) 
|x| ol 


在 习题 17~20 中 ， 解 出 hx =b 和 A(Ax)=Ab， 
且 证 明 (2 ) 在 每 种 情形 下 成 立 (参考 2.3 节 习 题 
41~43 中 关于 病态 矩阵 的 讨论 ) . 


14.5 3.1 _|19. 249 0.001 
17. ,Ab = 
11.6 1.1 60.843 一 0.003 


_ | 4 3 3.1 0.500 0.001 
18. ,b= ,Ap = 
1.6 1.1 一 1.407 -0.003 
-4 1 0.100 
一 9 ] 0 一 2 2.888 
19. A= ,= ， 
10 11 7 一 3 一 1.404 
19 9 7 1 1.462 
0.49 
一 上. 
Ab =10™ 人 
5.78 
8.04 
7 -6 -4 1 4.230 
一 9 1 0 -2 一 11.043 
20， A= b 一 9 
10 ll 7 一 3 49.991 
19 9 69.536 
0.27 
7.7 
Ap =10™ 0 
一 3.77 
3.93 


〇 ”如 果 允 许 复数 ， 每 一 个 nxn 矩阵 4 有 一 个 (复数 ) 
舒 尔 分 解 4=URU"' ,此 处 R 是 上 三 角 和 矩阵 , U” 是 
U 的 共 轿 转 置 , 这 是 Matrix Analysis ( Roger A. Horn 
and Charles R. Johnson, Cambridge: Cambnidge 
University Press, 1985, pp. 79- 100 ) 中 一 个 非常 重要 
的 事实 . 
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介绍 性 实例 ”多 波段 的 图 像 处 理 


在 地 球 上 ， 经 过 80 分 钟 稍微 多 一 点 ， 两 颗 地 球 资源 探测 卫星 
静 静 地 沿 靠近 极地 的 轨道 飞越 天 空 , 以 185 公里 宽 的 幅度 , 记录 地 
形 和 海岸 线 的 图 像 . 每 颗 卫星 在 每 隔 16 天 会 扫 遍 地 球 的 几乎 每 一 
平方 公里 ， 以 致 任何 地 方 在 8 天 内 可 被 监测 到 . 

地 球 资源 探测 卫星 所 拍 到 的 图 像 有 很 多 用 途 , 研究 人 员 和 城市 
规划 人 员 利 用 它们 研究 城市 发 展 速度 和 方向 , 工业 发 展 和 土地 使 用 
的 变化 . 在 乡村 可 用 于 分 析 土 壤 湿 度 ， 对 偏远 地 区 植被 进行 分 类 ， 确 
定 内 陆 的 湖泊 和 河流 的 位 置 . 政府 部 门 可 检测 和 评估 自然 灾害 的 破 
坏 程 度 ， 如 森林 火灾 、 火 山 熔岩 的 流动 、 洪 水 和 飓风 等 . 环保 部 门 可 
以 确定 来 自 烟 向 的 污染 ,测量 水 力 发 电站 附近 的 湖泊 和 河流 的 温度 . 

为 了 用 于 研究 , 卫星 上 的 传感器 可 同步 取得 地 球 上 任何 地 区 的 
七 种 图 像 , 传感器 通过 不 同 的 波段 来 记录 能 量 ,包括 三 种 可 见 光 谱 、 
四 种 红外 光谱 , 每 幅 图 像 都 被 数字 化 且 存 储 为 矩阵 , 每 一 个 数 表示 
图 像 上 对 应 点 ( 像素 ) 的 信号 强度 , 这 七 幅 图 像 当中 的 每 一 幅 都 是 多 波段 或 多 光谱 图 像 的 一 一 个 波段 的 影像 . 

一 个 固定 区 域 的 七 幅 地 球 资源 探测 卫星 图 像 通 常 包含 大 量 匈 余 的 信息 ， 原 因 是 一 些 特性 会 表现 在 几 
幅 图 像 中 . 然而 其 他 特性 ， 由 于 它们 的 颜色 或 温度 , 会 反射 出 只 被 一 个 或 两 个 传感器 记录 的 光线 . 多 波段 
图 像 处 理 的 一 个 目标 是 ， 用 一 种 比 研 究 每 幅 图 像 更 好 的 方式 来 提取 信息 去 观察 数据 . 

主 成 分 分 析 是 一 种 从 原始 数据 中 消除 元 余 信 息 ， 因 而 只 需要 一 幅 或 两 幅 合 成 图 像 就 可 以 提供 大 部 分 
信息 的 有 效 方法 . 粗略 地 说 ， 其 目的 是 找 出 一 个 特殊 的 图 像 线性 组 合 ， 即 给 七 种 像素 中 每 一 个 赋予 权 值 ， 
然后 再 综合 得 到 一 个 新 的 图 像 值 . 权 值 选取 的 方式 使 得 合成 图 像 中 的 光线 强度 的 变化 幅度 或 景象 差异 ( 称 为 
第 一 主 成 分 ) 比 任何 原始 图 像 的 都 要 大 . 更 多 成 分 图 像 也 可 用 一 定 的 准则 来 构造 ，7.5 节 会 给 出 准则 的 解释 . 

主 成 分 分 析 也 可 用 取 自 内 华 达 州 铁路 峡谷 的 图 像 ( 见 图 7-1 ) 来 解释 ， 地球 资源 探测 卫星 三 个 波段 拍 
到 的 图 像 是 图 a~c. 三 个 波段 的 所 有 信息 被 重新 组 合成 三 个 主 成 分 图 像 , 如 图 d~f. 第 一 个 成 分 d 显示 (或 
解释 )93.5% 的 原始 数据 中 的 景象 差异 . 用 这 种 方式 , 三 个 波段 的 原始 数据 被 重新 组 合成 一 个 波段 的 数据 ， 
且 在 某 种 意义 下 的 景象 差异 仅 损 失 6.5%. 

马里 兰州 的 罗 克 维尔 地 球 卫 星 公 司 ， 友 好 地 提供 了 显示 在 这 里 的 图 片 ， 他 们 正在 对 224 种 不 同 波段 
记录 的 图 像 进行 合成 图 像 的 实验 . 面 对 如 此 大 量 的 数据 ,使 用 主 成 分 分 析 ， 一 般 可 以 将 数据 减少 到 约 15 
个 有 用 的 主 成 分 . 


了 94 雾 7 代 


a) 光谱 段 1: 可 见 蓝 色 b ) 光谱 段 4: 接近 红外 线 


c) 光谱 段 7: 中 间 红 线 外 


d) 主要 成 分 1: 93.5% e) 主要 成 分 2: 5.3% f) 主要 成 分 3: 1.2% 
图 7-1 


质 上 依赖 于 第 5 章 的 对 角 化 技巧 和 第 6 章 的 正 交 性 . 7.1 节 氢 述 的 对 称 答 阵 对 角 化 ， 是 7.2 节 和 
7.3 节 讨 论 二 次 型 的 基础 , 最 后 两 节 讨 论 的 奇异 值 分 解 和 实例 介绍 中 所 描述 的 图 像 处 理 , 则 需要 
7.3 节 的 内 容 .在 整 章 中 ， 所 有 向 量 和 和 矩阵 的 元 素 均 为 实数 . 


7.1 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


一 个 对 称 和 矩阵 是 一 个 满足 A" = 4 的 矩阵 4 ， 这 种 矩阵 当然 是 方 阵 ， 它 的 主 对 角 线 元 素 是 任 
意 的 ， 但 其 他 元 素 在 主 对 角 线 的 两 边 成 对 出 现 . 
例 1 下 面 的 矩阵 中 ， 仅 前 面 三 个 是 对 称 和 矩阵 . 
0 -1 0 a bt 


对 称 ] 外” 次 P d 
hh: 和 一- 5 e 
0 -3 


寻 瑚 春 降 和 二 奖 有 型 395 


1 -4 0 5 432 
tt 3 0 |-6 1 4 321 
”0 0 -6 1 3 2 1 0 国 
为 了 开始 学 习 对 称 和 矩阵 ， 复 习 5.3 节 的 对 角 化 过 程 非常 有 用 ， 
6 -2 -l 
例 2 如 果 可 能 ， 对 角 化 矩阵 A4=|-2 6 -ll|. 
-1 -1 5 


解 4 的 特征 方程 是 

0=-4 +174 -904+144=—(A4—8)(A4 -6)(4-3) 
通过 标准 计算 可 得 到 每 个 特征 子 空间 的 一 个 基 
| 
1|; 1 
0 1 
这 二 个 向 量 形成 RR’ 的 一 个 基 ， 我们 可 以 用 它们 作为 P 的 列 构成 逢 了 泗 P， 其 中 PP 是 用 于 将 4 对 
角 化 的 .然而 ， 容 易 看 到 {v1,v;,v;} 是 一 个 正 交 集 ， 且 如 果 它 的 列 是 位 正 交 的 ，P 会 有 更 多 的 用 途 . 
由 于 用 非 零 数 乘 以 一 个 特征 回 量 仍然 是 特征 向量 ， 我 们 可 以 单位 化 六 ,mm 和 上 得 到 单位 特征 回 量 . 


1 


儿 =8:7Y| = A=6:y,= , A=3:v;= 


-1/V2 -1/WV6 1/V3 

zi =| 1/V2|1， 妈 =| -UV6 |, ww =I1/V3 

0 2/1W6 1/V3 

今 

-1/V2 -UV6 V3 800 

P=| 1/V2 -UVv6 1/Y3|, D=|056 ; 

0 2/V6 1/V3 003 
那么 有 4 = PDP- ,和 平常 一 样 . 由 于 P 是 方 了 泗 且 有 正 交 列 , 所 以 ,，P 是 一 个 正 交 和 矩阵 , 而 P7 就 
是 已 .( 见 6.2 节 .) 图 


定理 1 解释 了 为 什么 例 2 中 的 特征 向 量 是 正 交 的 一 一 它们 对 应 不 同 的 特征 值 . 
定理 1 如 果 4 是 对 称 和 矩阵 ， 那 么 不 同 特征 空间 的 任意 两 个 特征 向 量 是 正 交 的 ， 


证 设 vV 和 v, 是 对 应 不 同 特征 值 久 ,hb 的 特征 向 量 . 为 证 明 :mm =0 ， 计 算 


Mi v2 = Mv) v2 一 (4 pa 由 于 由 是 一 个 特征 向 量 
=(vi A')v, =vi (Av;) 由 于 47 =4 
= (lv,) 由 于 vy 是 一 个 特征 向 量 
= Nviv; = 人 mV 
因此 (一 如 jviv; =0， 但 是 和 六 ， 所 v1:v, =0. 谢 


例 2 中 特殊 类 型 的 对 角 化 对 于 对 称 矩 阵 理论 十 分 重要 . 一 个 矩阵 4 称 为 可 正 交 对 角 化 ， 如 
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果 存 在 一 个 正 交 和 矩阵 P (满足 P”" = 已 ) 和 一 个 对 角 和 矩阵 DD 使 得 : 
A= PDP' = PDP” (1) 
为 了 正 交 对 角 化 一 个 nxn 和 矩阵 ， 我 们 必须 找到 nn 个 线性 无 关 生 单位 正 交 的 特征 向 量 ， 什 么 
条 件 下 可 能 做 到 ”如果 4 是 像 (1 ) 一样 可 以 正 交 对 角 化 的 ， 那 么 
A' =(PDP')' = PTD'P™T = PDPT=A 
这 样 4 是 对 称 的 ! 另 一 方面 ， 定 理 2 表明 每 一 个 对 称 和 矩阵 都 是 可 正 交 对 角 化 ， 结 论 的 证 明 非 常 
困难 ， 这 里 将 其 省 略 ， 证 明 的 主要 思路 将 在 定理 3 之 后 给 出 . 


定理 2 一 个 nxn 矩 阵 A 可 正 交 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 是 对 称 和 矩阵 . 


这 个 定理 相当 奇妙 ， 我 们 根据 第 5 章 的 经 验 可 以 推测 ， 要 知道 何 时 一 个 矩阵 4 是 可 对 角 化 
通常 是 不 可 能 的 ， 但 对 称 和 矩阵 却 例外 . 
下 面 的 例子 给 出 一 个 矩阵 ， 它 的 特征 值 并 非 全 部 都 不 相同 . 


3 -2 4 
例 3 将 4=|-2 6 21 正 交 对 角 化 ， 其 特征 方程 为 
4 2 3 
0=-4 +124 -214-98=-(4-7)2(4+2) 
解 平常 计算 可 得 特征 空间 的 基 : 
| -1/2 | 
A=7:v1=I0|,v,=| 1 | A=-2:y, =| -1/2 
] 0 ] 


尽管 v, 和 vy, 是 线性 无 关 的， 但 它们 并 不 正 交 . 从 6.2 节 可 知 y, 在 v, 上 的 正 交 投影 是 eh, 
| 


与 外 正 交 的 关于 vy, 的 分 量 是 : 
-1/2 
1 
0 1 1/4 
于 是 {vy1,z2} 是 关于 和 44=7 的 特征 空间 的 正 交 和 集 . ( 注意 z 是 mw 和 v, 的 线性 组 合 ， 则 > 属于 特征 子 
空间 , 构造 z, 的 过 程 就 是 6.4 节 的 格拉 姆 - 施 密 特 方法 . ) 由 于 特征 子 空间 是 二 维 的 ( 基 是 vy,v, )， 
正 交 集合 {v1,v;} 是 一 个 特征 子 空 间 的 正 交 基 . 
将 和 vw, 规范化， 我们 得 到 关于 X44=7 特 征 子 空间 的 单位 正 交 基 . 


] 
一 1 /2 


了 > “Vi 


+2 三 V» Vi 三 


LA| “pi 


1 /2 -1/V18 
型 ] 二 0 ， 形 ) 二 4/V18 
1/ V2 1/V18 


关于 4=2 对 应 的 特征 空间 的 单位 正 交 基 是 
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-2 
! -1 


—2/3 
=| 一 1/3 
‘pl” 7 D13 


由 定理 1，w 与 其 他 特征 向 量 刀 和 ww, 正 交 ， 因 此 {z,za,za]} 是 一 个 单位 正 交 基 . 令 
1/V2 -LV18 -2/3 0 


P=[uwuwu]=| 0 4/V8 -1/31,D=|l0 7 0 
Il/V2 LVI8 2/3 0 0 -2 
那么 PP 将 4 正 交 对 角 化 且 4 = PDP. 图 
谱 定 理 
矩阵 4 的 特征 值 的 集合 有 时 称 为 4 的 谱 ， 且 下 面 关 于 4 的 特征 值 描述 称 为 谱 定 理 . 
定理 3 (对 称 矩 阵 的 谱 定 理 ) 
一 个 对 称 的 ?xz 给 阵 具 有 下 面 特 性 : 
a. A 有 nn 个 实 特征 值 ， 包 含 重 复 的 特征 值 . 
b . 对 每 一 个 特征 值 ， 对 应 特征 子 空 间 的 维 数 等 于 4 作为 特征 方程 的 重 数 ， 
c. 特征 空间 相互 正 交 ， 这 种 正 交 性 是 在 特征 向 量 对 应 不 同 特征 值 的 意义 下 成 立 的 . 
d. 4 可 正 交 对 角 化 . 
(a) 可 从 5.5 节 的 习题 24 得 出 , (b) 可 从 (d) 容易 得 到 ( 见 练 习 31 ) . (c ) 就 是 定理 1. 
由 于 (a), (dy) 的 一 个 证 明 可 用 习题 32 和 第 6 章 补 充 习 题 14 已 经 讨论 过 的 舒 尔 因子 分 解 给 出 ， 
证 明 的 细节 从 略 . 


谱 分 解 
假设 4 PDP ,此 处 的 列 是 4 的 单位 正 交 特 征 向 量 w,。 , 且 相 应 的 特征 值 丸 ,…, 术 , 属 
于 对 角 和 矩阵 D， 那 么 P=P". 
ph 0 jz 
4=PDP =[wu…u,] : 
0 | 


ul 
=[Nw Nh, | : 


利用 乘积 的 行列 展开 ， 我 们 可 以 得 到 
A=Auu 十 tt 二 十 和 ET (2 ) 
由 于 它 将 4 分解 为 4 的 谱 (特征 值 ) 确定 的 小 块 ， 这 个 4 的 表示 就 称 为 4 的 谱 分 解 ，( 2 ) 
中 的 每 一 项 都 是 一 个 秩 为 1 的 nxn 矩阵. 例如，ANwuwui' 的 每 一 列 都 是 uw 的 倍数 . 更 进一步 ,在 x 
属于 RR" 的 意义 下 ,矩阵 uju, 是 投影 矩阵 ， 向 量 (wjuj')x 是 x 在 由 wj 生 成 子 空间 上 的 正 交 投影 . 
(见习 题 35.) 
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例 4 构造 矩阵 4 的 一 个 谱 分 解 ,已 知 A 有 以 下 正 交 对 角 化 分 解 . 
_ [7 2] [2/V5 -UV5 Ts o A 
-| |- ol | 21V5 
解 ” 将 P 的 列 记 为 ww 和 w,， 则 有 
A=8uu +3uu, 


为 验证 4 的 谱 分 解 ， 计 算 
ju -| -| 内 


1/V5 2/5 1/5 
~1/V5 1/5 -2/5 
7T = -LV5 2/V5|= 
wa YY a .20 Ys 2 


T |132/5 16/5 3/5 一 6/5 7 2 
8u1U) + 3uU, 一 十 二 二 A 
16/4 8/5 -0/3 12/5 2 4 


数值 计算 的 注解 ” 当 A4 是 对 称 且 不 太 大 的 给 阵 时 ,现代 高 性 能 的 计算 机 程序 可 以 非常 
精确 地 计算 特征 值 和 特征 向 量 ， 它 们 对 A 使 用 一 系列 包含 正 交 矩阵 的 相似 变换 ， 变 换 
后 算 阵 的 对 角 元 素 很 快 收 化 于 A 的 特征 值 . ( 见 5.2 节 的 数值 计算 注释 . ) 利用 正 交 矩阵 
常常 可 避免 计算 过 程 的 误差 积累 ， 当 4 对 称 时 ， 正 交 答 阵 序 列 可 形成 列 向 量 是 4 的 特 


征 向 量 的 正 交 算 阵 . 


一 个 非 对 称 天 阵 没有 完全 的 正 交 特征 向 量 集 ， 但 通过 算法 仍 得 到 相当 精确 的 特征 


值 ， 之 后 ， 就 需要 用 非 正 交 化 方法 计算 特征 向 量 . 
练习 题 


1. 证 明 如 果 4 是 对 称 和 矩阵 ， 那 么 和? 也 是 对 称 的 . 
2. 证 明 如 果 4 是 可 正 交 对 角 化 的 ， 那么 和? 也 是 可 正 交 对 角 化 的 . 


习题 7.1 
判断 习题 1~6 中 哪 一 -个 矩阵 是 对 角 和 矩阵 . os 0 


9 9 随 
3 站 四 


3 -2 0 213 213 1/3 

1 < 1212 11. | 0 1/V5 -2/V5 
_ 6.|2121 

5/3 -4/V45 -2/Va5 

0 0 -6 1212 V5 V45 V45 


判断 习题 7~12 中 哪 一 个 矩阵 是 正 交 的 ， 如 果 
正 交 ， 求 出 它 的 道 和 矩阵 . 


1/V2 


号 -1/vV2 


1 


全 


2 2 


2 -1 2 


2 


2 一 ] 


姥 矢 看 摩 关 二 儿 型 


一 


12. 


0.5 0.5 -0.5 —0.5 
-0.5 0.5 -0.3 0.5 
0.5 0.5 0.3 0.3 
-0.3 0.5 0.5 -0.5 


将 习题 13~22 中 的 矩阵 正 交 对 角 化 ,并 给 出 一 


个 正 交 矩阵 P 和 一 个 对 角 抢 阵 D ， 为 节约 时 间 ， 


给 出 习题 17~24 的 特征 值 是 : ( 17) $,2，-23; (18 ) 
2$，3，-50,( 19) 7，-2; (20) 13, 7, 1, (21) 


9, 5, 1; (22)2, 0. 
四 轩 
13. 14. 
1 3 5 1 
js 加 吕 j6 区 到 
-4 | 24 7 
1 1 3 -2 -36 0 
17. | 3 18. 区 一 23 
3 1 1 0 0 3 
3 -2 4 7 -4 4 
19. - 6 a 5 | 
4 2 3 4 0 9 
4 131 2 0 0 0 
2 |1413 ,9210101 
3 1 41 0020 
1314 0 10 1 
3 11 | 
23. 设 4=|1 3 1| 和 y=| 11i. 证 明 5 是 4 的 一 
1 1 3 0 
个 特征 值 且 v 是 一 个 特征 向 量 , 然 后 将 4 正 交 
对 角 化 . 
5 -4 -2 -2 1 
24. 设 4=|-4 5 2|, v=| 2| 和 v,=|1 
-2 2 2 1 0 
验证 和 见 是 4 的 特征 同 量 ， 然 后 将 4 正 交 
对 角 化 . 
对 习题 25~26， 判断 每 一 个 命题 的 真 假 ， 验 证 
你 的 答案 . 
25. a. 可 正 交 对 角 化 的 矩阵 4 一 定 是 对 称 的 . 


b . 如 果 4 =A4 朋 向 量 w 和 vw 满足 Au = 3u 种 
4y=4r ， 那 么 &pr=0. 


27, 


3 


| 


32. 


36. 


了 99 


.一 个 nxn 对称 矩阵 A 有 nn 个 不 同 实 特征 值 . 
. 对 属于 RR" 的 非 零 向 量 »， 和 矩阵 vw' 被 称 为 投影 


和 矩阵. 

. a. 每 一 个 对 称 和 矩阵 4 都 是 可 正 交 对 角 化 的 . 

.如果 8 = PDPI ， 此 处 PT=P"" 且 D 是 对 角 甜 
阵 ， 那 么 B 是 对 称 和 矩阵 . 

. 一 个 正 交 和 矩阵 是 可 正 交 对 角 化 的 . 

. 一 个 对 称 和 矩阵 的 特征 空间 的 维 数 等 于 对 应 特 
征 值 的 重 数 . 

若 4 是 对 称 和 矩阵 ，B 是 任意 nxm 矩阵， 证 明 
BThB ,BTB 和 BB" 是 对 称 和 矩阵 . 

. 证 明 , 如 果 4 是 一 个 nxn 对称 矩阵 , 那么 对 任 
意 属于 民 " 的 x,y 有 (4Ax):y=x.(hy) 成 立 . 

. 车 4 可 道生 可 正 交 对 角 化 ， 解 释 为 什么 4 也 
是 可 正 交 对 角 化 的 . 

. 若 4 和 下 都 可 正 交 对 角 化 且 4B = BA, 解释 为 
什么 48 也 是 可 正 交 对 角 化 的 . 

. 若 A4= PDP"' ， 其 中 PP 是 正 交 和 矩阵，D 是 对 角 
矩阵 , 且 4 是 4 的 重 数 为 上 的 特征 值 , 那么 4 
在 对 角 和 矩阵 中 出 现 k 次 , 解释 为 什么 4 的 特 
征 空 间 的 维 数 是 上 
若 4=PRP”" ， 其 中 PP 是 正 交 的 且 R 是 上 三 角 
形 和 矩阵 , 证 明 , 如 果 4 对 称 , 那么 R 是 对 称 的 ， 
因而 实际 上 是 一 个 对 角 和 矩阵 . 

. 构造 例 2 中 和 抢 阵 4 的 一 个 谱 分 解 ， 

. 构造 例 3 中 和 矩阵 4 的 一 个 谱 分 解 . 

. 若是 R" 中 的 单位 向 量 , 取 B=un . 


. 对 任意 属于 RR 的 x ,计算 Bx 日 证 明 Bx 是 x 
在 w 上 的 正 交 投影 ,正如 6.2 节 所 描述 的 情况 . 
. 证 明 8 是 对 称 矩 阵 且 B* =8B. 
. 证 明 w 是 8 的 特征 向 量 ， 并 求 其 对 应 的 特征 


值 . 
设 B 是 nxn 对 称 矩 阵 且 8* = 8 ， 任何 此 类 和 矩 
阵 被 称 为 投影 矩阵 (或 一 个 正 交 投影 矩阵 ) . 
对 任意 给 定 的 yeR", 取 $》=By 且 z=y-》. 


a. 证 有 明 z 与 了 正 交 . 0.38 -0.18 -0.06 -0.04 

b. 设 W 是 8 的 列 空间 ,证 明 y 是 W 空间 中 38 -0.18 0.59 -0.04 0.12 

全 向量 与 鹤 间 史上 由 一 个 站 、 -0.06 -0.04 0.47 -0.12 

“门生 3 空间 W 中 一 个 向 量 之 和 , 证 -0.04 0.12 -0.12 0.41 

有 明 By 是 y 在 B 的 列 空间 上 的 正 交 投影 . 031 058 008 0 
[M] 正 交 对 角 化 习题 37~40 中 的 矩阵 ， 为 练习 


39 |058 -056 0.44 -0.58 
本 节 的 方法 ,不 要 用 矩阵 程序 中 特征 向 量 的 常规 解 “|008 044 019 -008 


法 , 而 是 使 用 程序 求 出 特征 值 , 然后 对 每 个 特征 值 0.44 -0.58 -008 031 
求 出 Nul(4 - 47) 的 单位 正 交 基 , 即 类 似 例 2 和 例 3 I0 2 .6 9 
中 的 做 法 . 2 10 2 -6 9 
5 2 9 -6 40 2 10 -6 9 
7 2 5 6 9 -6 -6 -6 26 9 
“| 9 -6 5 2 9 9 9 -19 
-6 9 2 5 
练习 题 答案 


1. 由 转 置 矩阵 的 性 质 得 到 (4?) = (44)7 = 4747 ， 由 假设 ，4T = 4 ， 所 以 (4°) = 44= 4? ， 从 而 证 明了 A? 
是 对 称 的 . 
2. 如 果 4 可 正 交 对 角 化 , 那么 由 定理 2 可 知 和 矩阵 4 对称 , 由 练习 题 1， 4 对 称 且 可 正 交 对 角 化 (定理 2 ). 


7.2 ”二 次 型 


到 目前 为 止 ， 本 教材 除了 第 6 章 计 算 xrx 时 所 遇 到 的 平方 和 外 ， 我 们 所 关注 的 主要 是 线性 
方程 ， 这 类 平方 和 及 更 一 般 形 式 的 表达 式 称 为 二 次 型 ， 它 常 常 出 现在 线性 代数 在 工程 (标准 设 
计 和 优化 ) 和 信和 号 处 理 (输出 的 噪声 功率 ) 的 应 用 中 . 它们 也 常常 出 现在 物理 学 ( 例如 势能 和 
动能 )、 微 分 几何 (例如 曲面 的 法 曲率 )、 经 济 学 (例如 效用 函数 ) 和 统计 学 ( 例如 置信 椭圆 体 ) 
中 ， 某 些 这 类 应 用 实例 的 数学 背景 很 容易 转化 为 对 对 称 矩 阵 的 研究 . 

了 "上 的 一 个 二 次 型 是 一 个 定义 在 到" 上 的 函数 ， 它 在 向 量 x 处 的 值 可 由 表达 式 Q(x) = xTAx 
计算 ， 此 处 4 是 一 个 mx 对 称 和 矩阵， 且 和 矩阵 4 称 为 关于 二 次 型 的 矩阵 . 

最 简单 的 非 零 二 次 型 是 Q(x) = x 人 TIx = 人 zx 上 , 例 1 和 例 2 说 明了 对 称 矩 阵 4 和 二 次 型 xTAx 之 
间 的 关系 . 


例 1 x=) | 计算 下 列 和 矩阵 的 x74x . 


40 4 
a . x Ax=[x, o| | | -a tm 
0 X 3x 


2 


bp 在 A 中 有 两 个 值 为 -2 的 元 素 , 注意 观察 矩阵 4 中 (1.2 ) 元 素 如 何 出 现在 计算 中 ,用 粗 


体 字 给 出 . 
T 3 -2 || x 3xi 一 2X2 
* Ar=n | 2 | | | 
= 和 (3 — 2X2)+ Xs(—2X1 十 7X2 ) 
一 3x 一 220202 — 2X2X 二 7 和 2 
= 3 和 x —4xx 十 732 图 
例 1 (b ) 中 二 次 型 中 出 现 了 项 -4xx, ， 是 因为 矩阵 4 对 角 线 上 出 现 了 元 素 -2， 相 反 , 例 1 
(a) 中 涉及 的 对 角 和 矩阵 的 二 次 型 中 没有 ze 的 交叉 乘积 项 . 
例 2， 对 属于 了 :的 x， 取 CO(xz)=5n2+322+222 一 XX2+8X2X%3， 写 出 x hx 形式 的 二 次 型 . 
解 ” x?,%",x 的 系数 仍 在 对 角 线 上 ， 为 使 A 对 称 ， 当 iz j 时 ，xixj 的 系数 必须 平均 分 配给 
矩阵 4 中 的 (i, 门 元 素 和 (j, 丫 元素， wx 的 系数 0， 很 容易 验证 


4 一 /2 0 llx 
O(x)=x' Ax=[x x Xs -12 3 4|x, 
0 4 2 3 图 


例 3 令 Q(x)=x 一 8xixz 一 5 巡 ， 计算 Q(x) 在 x = 加 I 和 加 处 的 值 . 


解 
C(-3，D = (-3) -8(-3)() -5()’ =28 
Q(2,—2) = (2)* —8(2)(—2) —5(-2) =16 
Q(1,-3) = (0 —8(1D)(-3) -5(-3) = -20 本 
在 某 些 情况 下 ， 没 有 交叉 项 的 二 次 型 会 显得 更 容易 使 用 ， 也 就 是 二 次 型 对 应 的 矩阵 是 对 角 
矩阵 . 幸运 的 是 ， 交 义 项 可 以 通过 用 适当 的 变量 代 换 来 消去 . 
二 次 型 的 变量 代 换 
如 果 x 表示 了 "中 的 向 量变 量 ， 那 么 变量 代 换 是 下 面 形 式 的 等 式 : 
x=Py 或 y=P x (1) 
此 处 P 是 可 道 矩 阵 且 yy 是 恨 " 中 的 一 个 新 变量 ， 这 里 PP 的 列 可 确定 恨 "的 一 个 基 ，y 是 相对 于 该 
基 向 量 x 的 坐标 向 量 . ( 见 4.4 节 .) 
如 果 用 变量 代 换 处 理 二 次 型 ， 那 么 
x"'Ax=(Py) A(Py)=y'P"APy=y"(P'AP)y (2) 
且 新 的 二 次 型 矩阵 是 P74P ， 如 果 P 可 将 4 正 交 对 角 化 , 那么 PY =P"*, 且 P"AP=P "AP=D， 
新 二 次 型 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ， 这 就 是 下 面 例 题 的 解 题 思路 . 
例 4 求 一 个 变量 代 换 将 例 3 中 的 二 次 型 变 为 一 个 没有 交叉 项 的 二 次 型 . 
解 ” 例 3 中 二 次 型 对 应 的 矩阵 是 
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| 


第 一 步 是 将 矩阵 4A 正 交 对 角 化 ，4 的 特征 值 是 和 =3 和 X=-7， 相 应 的 单位 特征 癌 量 是 : 
2/\5 1/V5 
A=3: . NA=—7: 
je Ws 
这 些 特征 向 量 自动 正 交 ( 因为 它们 属于 不 同 的 特征 值 ) 且 构 成 恨 * 的 一 个 单位 正 交 基 . 取 
be eh -| .| 


= i 
那么 A= PDP"'*,， 且 D=P-4P=PI4AP， 像 前 面 指出 的 那样 ， 一 个 适当 的 变换 是 


ca] 


那么 
Xl 一 8xiz —5xl = Ax 
=(Py) 4(Py) 
=y'P APy=y Dy 
=3y —7y2 es 
为 了 说 明 例 4 中 二 次 型 相等 的 意义 , 我 们 可 以 利用 新 二 次 型 计算 Q(x) 在 x=(2,-2) 处 的 值 ， 
首先 ， 由 于 x= Py ， 我 们 得 到 


y=P "x=P'x 
则 有 
[2/V5 -UV 2] | 6/V5 
?| 时 下 | 
因此 


3y? —7y? =3(6/WV5)2 —7(-2/V5) =3(36/5)—7(4/5) 
=80/5=16 
这 就 是 例 3 中 Q(x) 在 x=(2,-2) 处 的 值 ， 见 图 7-2. 


7-2 x'Ax 中 的 变量 代 换 
例 4 说 明了 以 下 定理 ， 定 理 的 证 明 在 例 4 之 前 已 基本 上 给 出 . 
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定理 4 (主轴 定理 ) 

设 A 是 一 个 nxn 对 称 和 阵 ， 那 么 存在 一 个 正 交 变 量变 换 x= Py ， 它 将 二 次 型 x7Ax 变换 为 
不 含 交叉 项 的 二 次 型 y'Dy ， 

定理 中 矩阵 的 列 称 为 二 次 型 xTAx 的 主轴 ， 向量 y 是 向 量 x 在 由 这 些 主轴 构造 的 恨 " 空 间 
的 单位 正 交 基 下 的 坐标 向 量 


主轴 的 几何 意义 


若 Q(x)=x' Ax ， 此 处 A 是 一 个 2x2 可 逆 对 称 和 矩阵 ，c 是 一 个 常数 ， 可 以 证 明 恨 * 中 所 有 满 

足 
x Ax=c : (3) 

的 x 的 集合 ， 对 应 一 个 椭圆 ( 或 者 圆 )、 双 曲线 、 两 条 相交 直线 或 单个 点 ， 或 根本 不 含 任意 点 ， 
如 果 4 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 如 图 7-3 所 示 ,〈3 ) 的 图 像 是 标准 位 置 . 如 果 4 不 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 
如 图 7-4 所 示 ，( 3 ) 的 图 形 是 标准 位 置 的 旋转 . 找到 主轴 (由 4 的 特征 向 量 确定 ) 等 同 于 找到 
一 个 新 的 坐标 系统 ， 在 该 坐标 系统 下 其 图 形 是 在 标准 位 置 下 的 图 形 . 

图 7-4b 中 的 双 曲 线 是 方程 x 4xr =16 的 图 形 表 示 , 其 中 4 是 例 4 中 的 矩阵 , 图 7-4b 中 六 轴 
的 正 向 是 例 4 中 和 矩阵 P 第 一 列 的 方向 ，y, 轴 的 正 向 是 矩阵 第 二 列 的 方向 . 


2 2 了 2 
i x 式 
一 + 一 =1a>pb>0 =a>b>0 
a” Db a 上 b 


椭圆 双 曲 线 
图 7-3 标准 位 置 上 的 椭圆 和 双 曲 线 


a) Sxit—4xx +5x? =48 b) xd 一 xx 一 Sxz =16 


图 7-4 不 在 标准 位 置 的 椭圆 和 双 曲 线 
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例 5 图 7-4a 中 ,椭圆 的 方程 为 5x? -4xx,+5x? = 48 ， 求 一 个 变量 代 换 ， 将 方程 中 的 交叉 


项 消去 
解 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 4=| 2 | 4 的 特征 值 是 3 和 7， 对 应 的 单位 特征 向 量 为 


-| , -| 
"luv Lu 


Ap- w]=|1V2 -MY2| 那么 Pp 可 将 4 正 交 对 角 化 ， 所 以 变量 代 换 X=PY 得 到 的 二 次 
wa 1 

型 为 y'Dy =3y?+7y? ， 变 量 代 换 的 新 坐标 轴 如 图 7-4a 所 示 . 渤 

二 次 型 的 分 类 


当 4 是 一 个 nxn 和 矩阵 时 ， 二 次 型 Q(x)=x'Ax 是 一 个 定义 域 为 到" 的 实 值 函数 ， 对 二 次 型 
Q(x) 定义 域 中 的 每 一 个 点 对 应 x=(x,%) ， 可 画 出 点 (az,z)， 其 中 z=C(Gxz). 注意 , 除了 x=0 
外 ， 图 7-5a 中 所 有 Q(x) 的 值 都 是 正 数 ， 图 7-5d 中 所 有 C(x) 的 值 都 是 负 值 ， 图 7-5a 和 图 7-5d 
中 图 形 的 水 平 截面 是 椭圆 ， 而 图 7-5c 的 水 平 截面 对 应 双 曲 线 . 


a) z=3x?+7x2 b) z=3x? c) z=3x7—7x2 d) z=—-3x? —7x2 


图 7-5 二 次 型 对 应 的 图 形 


图 7-5 中 简单 的 2x2 例子 说 明 下 列 定义 . 
定义 一 个 二 次 型 O 是 : 

a. 正定 的 ， 如 果 对 所 有 x0， 有 Q(x)>0. 
b. 负 定 的 ， 如 果 对 所 有 x0， 有 Q(x)<0. 
c. 不 定 的 ， 如 果 OQO(x) 既 有 正和 值 又 有 负 值 . 


此 外 ，Q 被 称 为 半 正 定 的 ， 如 果 对 所 有 x ，Q(x)>0; 8 被 称 为 半 负 定 的 ， 如 果 对 所 有 x ， 
Q(x)<0. 图 7-5 中 a 和 ob 的 二 次 型 都 是 半 正 定 的 . 
定理 5 根据 特征 值 为 二 次 型 分 类 . 见 图 7-6. 


定理 5 (二 次 型 与 特征 值 ) 

设 A 是 nxn 对 称 和 矩阵 ， 那 么 一 个 二 次 型 是 : 
a . 正定 的 ， 当 且 仅 当 A 和 的 所 有 特征 和 值 是 正 数 . 
b. 负 定 的 ， 当 且 仅 当 A 的 所 有 特征 值 是 负数 . 


对 敌 知 隘 而 二 类 列 


c. 不 定 的 ， 当 且 仅 当 4 既 有 正 特征 值 ， 又 有 负 特 征 值 . 


证 ”由 主轴 定理 ， 存 在 一 个 正 交 变换 x = Py ， 使 得 
Q(x)=x" Ax=y" Dy=Ny +hy2 + + A yn ( 4) 
此 处 1, 加,…, 加 是 A 的 特征 值 ， 由 于 P 是 可 道 的 ， 非 零 向 量 x 和 非 
零 向 量 y 之 间 存 在 一 个 一 一 映射 ， 这 样 ，x 0 时 ，Q(x) 的 值 与 (4) 
右边 表达 式 的 值 完 全 对 应 . 显然 , 像 定理 所 描述 的 三 类 方式 一 样 , 它 
由 特征 值 久 ,加 ,…,4, 的 符号 所 确定 . Ea 
例 6 Q(x)=3x+2x2 + 裤 二 4xix2 十 4x2x3 是 正定 的 吗 ? 
解 ” 由 于 所 有 项 的 系数 是 正 数 ， 二 次 型 表面 上 看 是 正定 的 . 但 
二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


且 4 的 特征 值 是 5，2 和 -1， 所 以 
二 次 型 . 到 

利用 二 次 型 的 分 类 ,相应 地 得 到 和 矩阵 的 形式 分 类 . 一 个 正定 矩阵 
A 是 一 个 对 称 和 矩阵 ， 则 二 次 型 x74x 是 正定 的 . 其 他 形式 的 矩阵 ( 如 
半 正 定 矩 阵 ) 的 概念 可 类 似 定义 . 
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数值 计算 的 注解 ”确定 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 最 快捷 的 方式 ， 是 尝试 将 矩阵 4 分 解 为 
A=R'R, 此 处 RR 是 具有 正 对 角 线 元 素 的 上 三 角 阵 (可 以 采用 一 个 略微 修改 的 LU 分 解 
算法 ) . 这 样 的 乔 累 斯 基 分 解 算 法 可 行 充 分 必要 条 件 是 A 是 正定 的 . 见 补充 练习 7. 


练习 题 
根据 和 矩阵 4 的 特征 值 ， 给 出 一 个 半 正 定 和 矩阵 . 
习题 7.2 
1. 计算 二 次 型 rrhx ， 其 中 4-| 5 4 3. 求 二 次 型 的 矩阵 ， 假 设 x 属于 及 2， 
ll3 1 a. 10x7 —6xix,—3x?: b. Sx? +3xx, 
a -| | b | 。 | 4. 求 二 次 型 的 矩阵 ,假设 x 属于 R?. 
X2 1 3 a. 20x? +15xx, 一 10x2 b. xix, 


2. 计算 二 次 型 xTAx ， 其 中 4= 


b. 42X0X2 6XiX3 一 8X2X3 


8.、8 巡 十 7 嫉 一 3 =6mx; +AXXs — XX 


4:13; 0 5. 求 二 次 型 的 和 矩阵， 假设 x 属于 RR?. 
3 ga 
1 9 


如 2 1/V3 6. 求 二 次 型 的 和 矩阵， 假设 x 属于 R’. 
a. X=|x, b. x=|-1 C Y= 1/V3 a. SW ENIX + XX — IXiXs 
X3 5 1/V3 b. 好 — 4xix» 十 4X2X3 
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7. 求 一 个 变量 代 换 ，x=Py ， 将 二 次 型 

x+i0cz+ 从 变换 为 没有 交叉 项 的 形式 ， 给 出 

P 和 新 的 二 次 型 . 

8. 设 4 是 下 列 二 次 型 的 矩阵 : 
9x2 二 TAX +11x3 — BxxX> + BXXs 
可 以 证 明 4 的 特征 是 3,9 和 15, 求 正 交 和 矩 阵 P， 
使 得 变量 代 换 x = Py 将 x"Ahx 变换 为 没有 交叉 
项 的 形式 ， 给 出 P 和 新 的 二 次 型 . 

给 出 习题 9~18 的 二 次 型 分 类 ， 然 后 求 一 个 变 
量 代 换 x= Py ， 将 二 次 型 变换 成 没有 交叉 项 的 形 
式 ， 写 出 新 的 二 次 型 . 
9. 3x? — 4xix + 6X2 10. 9x? — 8xx, + 3x? 
12. ~5x? + 4xix — 2x7 
13. x? —6xix; +Ox? 14. 8x? + 6xix? 

15. [M1— 2x?— 6x2— 9x?— Ox4+ 4XiXz+ 4XX3+ 4XiXa+ 


11. 2x? +10xx; + 2x2 


023X4 
16. [M] 4x7? + 4x2+ 4Xx3+ 4X4+ XX 3X3X4— 4XiXs+ 
4 X23 
17. [M] x? + xX? + Xx? + 2X +9Oxx —12xx4 +12x2xs 十 
OxaXa 
18. [M] 11x7 —x? —12xx —12xxs —12xx4 — 2x3x4 
19. 如 果 x= xtw) 和 x'x=1, 即 怠 + 叉 =1, 二 次 
型 5x +8x2 的 最 大 值 是 什么 ”( 用 x 的 一 些 例 
子 试 试 . ) 
20. 如 果 x"x=1， 二 次 型 5x -3x2 的 最 大 值 是 什 
么 ”? 
习题 21~22 中 ， 和 矩阵 是 nxn 方 阵 且 向 量 属于 
R" ， 判 断 每 个 命题 的 真 假 ， 验 证 你 的 结论 . 
21. a. 二 次 型 的 矩阵 是 一 个 对 称 矩 阵 . 
b. 一 个 二 次 型 没有 交叉 项 的 充分 必要 条 件 是 
二 次 型 对 应 的 答 阵 是 对 角 和 矩阵 . 
c. 二 次 型 x "Ahx 的 主轴 是 4 的 特征 向 量 . 
d. 一 个 正定 二 次 型 CG 满足 ， 对 所 有 
x ER",OQ(x)>0. 
e. 如 果 一 个 对 称 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 是 正 
的 ， 那 么 二 次 型 x Ahx 是 正定 的 . 


f 一 个 对 称 矩 阵 4 的 乔 累 斯 基 分 解 具有 形式 
4=RIR ,其 中 上 三 角 和 矩阵 尺 具 对 角 线 元 素 
为 正 数 . 

22. a . 表达 式 |z| 是 一 个 二 次 型 . 

b .如 果 4 对 称 且 PP 是正 交 和 矩阵 ， 那么 变量 代 
换 x=Py 将 x'Ax 变 为 没有 交叉 项 的 二 次 
型 . 

c. 如果 4 是 一 个 2x2 对 称 和 矩阵， 那么 满足 
x'Ar =c (Cc 是 常数 ) 的 x 的 集合 对 应 的 
几何 图 形 是 圆 ， 或 椭圆 或 双 曲 线 . 

d. 一 个 不 定 二 次 型 ,或 者 是 半 正 定形 式 或 者 
是 半 负 定形 式 ， 

e. 如 果 4 对称 且 对 xz0 ， 二 次 形 x 4x 仅仅 
有 负 值 ， 那 么 4 的 所 有 特征 值 是 负 的 . 


b 
习题 23~24 表明 ， 当 4 “|aaara 时 ， 


不 用 求 出 4 的 特征 值 就 可 将 二 次 型 Q(x) = x 4x 分类. 
23. 如 果 如 和 罗 是 和 的 特征 值 ， 那么 4 的 特征 多 
项 式 可 以 用 两 种 方式 写 出 : det(4-47) 和 
(4- 刀 -和 ) ， 利 用 这 个 结论 说 明 + = 
a+d( a,d 是 4 的 对 角 线 上 的 元 素 ), 且 hh = 
det A. 
24. 验证 下 列 命题 : 
a， 如 果 detA>0 有 8a>0， 则 8 是 正定 的 . 
b. 如 果 detA4>0Ha<0， 则 8 是 负 定 的 . 
c. 如 果 det A <0 ， 则 @ 是 不 定 的 . 

25. 证 明 : 如 果 B 是 mxn 矩阵， 那么 B'B 是 半 正 
定 的 ; 如 果 8B 是 nxn 可 道 矩 阵 ， 那 么 B 是 
正定 的 . 

26. 证 明 ; 如 果 nxn 和 矩阵 A 是 正定 的 , 那么 存在 一 
个 正定 和 矩阵 中 ， 使 得 A4= 8B8'B. (提示 : 写 出 
A=PDP" 有 日 P = PpP”"， 构造 一 个 对 角 和 矩阵 C ， 
使 得 D=C'™C , 且 令 B=PCP"', 说 明 B 满 足 条 
件 .) 

27. 令 A4 和 8B 是 nxn 对 称 和 矩阵 且 所 有 特征 值 都 为 
正 , 证 明 4+8B 的 特征 值 也 是 正 的 . ( 提示: 考 
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虑 二 次 型 . ) xThx 是 正定 的 , 那么 二 次 型 x"A7'x 也 是 正定 


28. 邻 A 是 nxn 可 道 对 称 和 矩阵 , 证 明 , 如 果 二 次 型 的 . ( 提示 : 考虑 特征 值 . ) 
练习 题 答 案 


构造 一 个 正 交 变量 代 换 x= Py ， 并 且 像 (4 ) 式 一 样 写 出 : 
x'Ax=y" Dy = Ny + hy2 + + Myn 
如 果 一 个 特征 值 (例如 和 ) 是 负数 ， 那 么 对 应 于 y=e， (了 的 第 i 列 ) 的 x 取 值 使 得 x"Ax 是 负数 ， 所 以 ， 
一 个 半 正 定 的 二 次 型 的 所 有 特征 值 一 定 非 负 ， 反之, 如 果 所 有 特征 值 非 灸 ， 上 面 的 展开 式 说 明 x Ax 一 定 
是 半 正 定 的 . 见 图 7-7. 


图 7-7 半 正 定 


7.3 ”条 件 优化 


工程 师 、 经 济 学 家 、 科 学 家 和 数学 家 常常 要 寻找 在 一 些 特定 集合 内 的 x 值 ,使 得 二 次 型 Q(x) 
取 最 大 值 或 最 小 值 . 具有 代表 性 的 是 ， 这 类 问题 可 化 为 x 是 在 一 组 单位 向 量 中 的 变量 的 优化 问 
题 . 下 面 我 们 将 看 到 ， 这 类 条 件 优 化 问题 有 一 个 有 趣 且 精彩 的 解 ， 例 6 及 后 面 的 7.5 节 将 讨论 
如 何 从 实际 引出 这 类 问题 . 
R" 中 的 一 个 单位 向 量 x 可 用 以 下 几 种 等 价 形式 来 描述 : 
|x|=1, lx| =1, x"x=1 
和 
Xi+X2+.+x =1 : (1) 
我 们 将 用 x x=1， 但 在 应 用 中 经 常 使 用 展开 式 (1). 
当 一 个 二 次 型 没有 交叉 项 时 ， 可 以 很 容易 得 到 在 x "x =1 的 条 件 下 ，Q(x) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
例 1 求 Q(x)=9x?+4x2?+3x3， 在 限制 条 件 x "x=1 下 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 ” 由 于 x 和 如 是 非 负 的 ,注意 到 
4x? 入 9x 和 3x3 < 9x3 
所 以 当 轴 + 好 + 妇 =1 时 ， 
Q(x) =9x7 +4x? +3x? 
< 9x7? +9x? 十 9X3 
= Q(x +x? +x?) 
=9 
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因此 当 x 为 单位 向 量 时 ，@C(x) 的 最 大 值 不 超过 9. 更 进一步 ， 当 x=( ,0,0), Q(x)=9. 从 而 9 
是 Q(x) 在 x'x=1 条 件 下 的 最 大 值 . 

为 求 出 Q(x) 的 最 小 值 ， 注 意 到 

9x 六 
因此 当 xi+x2+w3 =1 时 ， 
Q(x) > 3xt +3x2 +3x3 =3(x 十 妈 十 克 )=3 

当 x=0,xs=0,x3=1 时 ，Q(x)=3， 从 而 3 是 Q(x) 在 x'x=1 条 件 下 的 最 小 值 . 重 

从 例 1 可 以 看 到 ， 二 次 型 的 矩阵 具有 特征 值 9，4 和 3，,， 且 最 大 和 最 小 特征 值 分 别 等 于 在 限 
制 条 件 下 的 Q(x) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 我 们 将 会 看 到 ， 此 结论 对 任何 二 次 型 也 是 成 立 的 . 


例 2 44=|。 | 当 x 属 于 了 "时 ，OCx)=xI4r ,图 7-8 是 2 的 图 形 表示 , 图 7-9 表示 圆 


柱 体内 部 的 一 部 分 , 圆柱 与 曲面 的 截面 是 点 集 (x1,x,,z) ,表示 在 好 + 好 =1 情 况 下 的 z=CCxa,z)， 
这 些 点 的 高 度 值 是 Q(x) 的 约束 值 ， 从 几何 意义 上 看 ,条 件 优化 问题 确定 的 是 截面 曲线 上 最 高 点 
和 最 低 点 的 位 置 . 

曲线 上 的 两 个 最 高 点 在 xx 平面 之 上 7 个 单位 , 出 现在 点 x =0 和 x,=+1 处 , 这 些 点 对 应 4 
的 特征 值 7 和 特征 向 量 x=(0,1) 和 -xz=(0,-1D. 类 似 地 ,曲线 上 的 两 个 最 低 点 在 xx 平面 之 上 3 
个 单位 ， 它 们 对 应 特征 值 3 和 特征 向 量 (1, 0) 和 (-1,0). 


图 7-8 z=3x:+7x2 图 7-9 z=3 好 +7x 和 圆柱 习 +x?=1 的 交 线 国 


图 7-9 中 交 线 上 的 每 一 点 对 应 的 z 坐标 在 3 和 7 之 间 , 且 对 任何 3 和 7 之 间 的 数 ! ,存在 一 
个 单位 向 量 x 使 得 Q(x)=+t ， 换 言 之 ， 所 有 x"Ax 的 可 能 值 在 |x|=1 条 件 下 的 集合 是 闭 区 间 
3 7, 

可 以 证 明 , 对 任何 对 称 和 矩阵 A , 在 |x|=1 条 件 下 ，x™Ax 所 有 可 能 值 的 集合 是 实 轴 上 的 闭 区 
间 (见习 题 3 ) . 分 别 用 m 和 M 表示 区 间 的 左 端 点 和 右 端点 ， 即 取 

m= min{x" Ax:|x|=1} , M =max{x™Ax:|x|=1} (2) 

习题 12 要 求 你 证 明 ， 如 果 4 是 4 的 一 个 特征 值 ， 那 么 m< 4< M ， 正 像 例 2 一 样 ， 下 面 的 定理 
说 明 m 和 M 自身 也 是 4 的 特征 值 .? 


日 (2) 式 中 的 min 和 max 以 及 定理 6 中 的 最 小 和 最 大 ， 是 指 实数 的 自然 顺序 而 不 是 指 量 级 的 最 小 和 最 大 . 
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定理 6 设 4 是 对 称 矩 阵 ， 且 六 和 邮 的 定义 如 (2) 式 所 示 , 那么 M 是 4 的 最 大 特征 值 妨 ， 
m 是 h 的 最 小 特征 值 ， 如 果 是 对 应 M 的 单位 特征 向 量 ， 那 么 x hr 的 值 等 于 M， 如 果 并 是 
对 应 m 的 单位 特征 向 量 ，x Ax 的 值 等 于 m. 
证 A 的 正 交 对 角 化 是 PPP” ， 我 们 知道 
当 x=Py 时 , x Ax=y'Dy (3) 
同样 
对 所 有 了 ，|zjl= 人 = 人 | 
因为 PrP=7 ,上 且 |pj =(Py)7Py=y"P"Py = 六 y = 地 特别 地 ，| ?| -1 充分 必要 条 件 是 |z| =1， 
这 样 ， 如 果 x 和 yy 是 任意 单位 向 量 ，x hx 和 y'Dy 可 以 认为 是 具有 同样 值 的 集合 . 
为 简化 记号 , 我 们 假设 A 是 以 a >4b>c 为 特征 值 的 3x3 和 矩阵 ， 重 排 P 的 列 (特征 向 量 ), 使 
得 P=[u，w，uw] 和 


对 给 定 及 中 的 单位 向 量 y ， 其 坐标 为 yj,y,,y;， 注 意 到 
ayt = CO 
by < ay? 
Cy3 & ays 
将 不 等 式 相 加 ， 我 们 有 
y' Dy=ay? +by? +cy3 
& ay!t +ay; +ay3 
=a(yi + y2+y3) 
-abl =e 
这 样 由 M 的 定义 可 知 ，M < a ， 然而， 当 y=el=(1,0,0) 时 ，y'Dy =a. 所 以 , 事实 上 FM =a， 
且 由 (3) 可知， 对 应 于 y=e 的 向 量 x 是 矩阵 4 的 特征 向 量 w,， 其 原因 是 
| 
0 
0 
这 样 M =a=ei De =wi Aui， 从 而 证 明了 关于 M 的 论断 . 同 理 可 证 明 m 是 最 小 特征 值 即 c 值 , 且 
x Ax 的 这 个 值 当 x = Pe; =w; 时 可 以 取 到 . 图 
3 2 1 
2 3 1 
1 1 4 
该 最 大 值 的 单位 向 量 . 
解 ” 由 定理 6， 我 们 只 需求 出 4 的 最 大 特征 值 ， 其 特征 多 项 式 是 : 


x = Pe: =[u, U2 Us = HU] 


例 3 令 4= ， 求 二 次 型 x"Ax 在 限制 条 件 x "x =1 下 的 最 大 值 ， 且 求 一 个 可 以 取 到 
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0=-4 +104° ~27A4+18=-(A4—6)(4—3)(4—1) 


最 大 特征 值 为 6. 
限制 条 件 下 x Ahx 的 最 大 值 ， 可 以 在 特征 值 和 =6 对 应 的 单位 特征 向 量 x 处 获得 解 (A 一 67) 
] 1/V3 
x =0， 我 们 可 得 特征 向 量 |1| 和 ww =|1/V3 | 
l 1/V3 图 


在 稍 后 的 应 用 实例 中 ， 我 们 要 考虑 x 4x 的 值 ， 这 里 x 不仅 是 单位 向 量 ,， 而且 是 与 定理 6 
提 到 的 特征 向 量 w 正 交 的 向 量 ,， 这 种 情形 有 如 下 面 的 定理 . 


定理 7 设 4, 和 和 1 如 定理 6 所 示 . 在 如 下 条 件 限制 下 
x r=1, x u=0 


XxX Ax 的 最 大 值 是 第 二 大 特征 值 4。， 且 这 个 最 大 值 ， 可 以 在 x 是 对 应 轴 的 特征 向 量 wy 处 达到 . 


定理 7 的 证 明和 上 面 讨论 的 类 似 ， 即 定理 化 为 二 次 型 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 的 情形 ， 下 面 的 例 
子 给 出 对 角 和 矩阵 情形 下 证 明 的 思路 . 
例 4 求 9x +4x2+3x3 的 最 大 值 ,其 限制 条 件 是 xx =1 和 xTuw =0, 这 里 w= (1,0,0). 注意 到 
是 二 次 型 对 应 的 矩阵 的 最 大 特征 值 4=9 对 应 的 单位 特征 向 量 . 
解 ” 如 果 x 的 坐标 为 ,x%,%， 那 么 限制 x"w =0 简单 意 味 着 x =0， 对 这 样 的 一 个 单位 向 
量 ，x;+x3=1 且 z 
Ox +4x; +3x? = 4x? +3x: 
< 4x) + 4x 


= 4(xX; 十 冯 ) 


=4 
在 这 样 的 限制 条 件 下 ， 二 次 型 的 最 大 值 不 超过 4， 且 这 个 最 大 值 可 在 x = (0,1,0) 处 达到 ， 而 这 就 
是 二 次 型 对 应 矩阵 的 第 二 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 国 
， 例 5 令 4 表 示例 3 中 的 和 矩阵， 且 w 是 对 应 矩阵 4 最 大 特征 值 的 特征 向 量 ， 求 xr4x 的 最 
大 值 ， 其 限制 条 件 是 

x YXY=1 x'u=0 (4) 
解 由 例 3 可 知 ，4 的 第 二 大 特征 值 是 4=3 , 解 方 程 (4-37Dx =0 求 出 =3 对 应 的 特征 向 

量 ， 且 单位 化 得 到 


1/ V6 

u, =| 1/V6 

-2/V6 
由 于 特征 向 量 对 应 不 同 的 特征 值 , 向 量 w, 和 ww 自然 互相 垂直 . 这 样 ,在 条 件 ( 4 ) 的 限制 下 , x7Ax 
的 最 大 值 是 3, 是 在 x=w, 处 可 以 达到 . 国 


下 面 的 定理 是 定理 7 的 推广 ， 它 和 定理 6 一 起 给 出 矩阵 4 所 有 特征 值 的 有 用 特性 . 具体 证 
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明 从 上 略 . 

定理 8 设 A 是 一 个 nxn 对 称 答 阵 ， 且 其 正 交 对 角 化 为 A= PDP”" ， 将 对 角 和 矩阵 DD 上 的 元 
素 重 新 排列 ， 使 得 多 之 之 … 之 ,， 且 PP 的 列 是 其 对 应 的 单位 特征 向 量 W,…,u,. 那么 对 
k=2,…,n 时 ， 在 以 下 限制 条 件 下 

XIXY =1 x U=0,. ,XxX U1=0 

x'Ax 的 最 大 值 是 特征 值 作 ， 且 这 个 最 大 值 在 x= 芭 处 可 以 达到 . 

定理 8 在 7.4 节 和 7.5 节 非 常 有 用 ， 下面 的 应 用 仅仅 需要 定理 6. 

例 6 在 下 一 年 度 , 一 个 县 政府 计划 修 x 百 英里 的 公路 和 桥梁 ， 并 且 修 整 y 百 身 再 的 公园 和 
娱乐 场所 , 政府 部 门 必须 确定 在 两 个 项 目 上 如 何 分 配 它 的 资源 ( 资金 、 设 备 和 劳动 等 等 )， 如果 
更 划算 的 话 ， 可 以 同时 开始 两 个 项 目 ， 而 不 是 仅 开 始 一 个 项 目 ， 那 么 x 和 y 必须 满足 下 面 限制 


4x’ +9y’ <36 
见 图 7-10， 每 个 阴影 可 行 集中 的 点 (x,y) ， 表 示 一 个 可 能 的 该 年 度 公 
共 工 作 计 划 . 在 限制 曲线 4x*+9y” =36 上 的 点 , 使 资源 利用 达到 最 大 
可 能 . 


公园 和 1 
娱乐 场所 4x +9y"=36 
2 


3 
公路 和 桥梁 
图 7-10 公共 工作 计划 


为 选择 它 的 公共 计划 ， 县 政府 需要 考虑 居民 的 意见 ， 为 度量 居民 

分 配 各 类 工作 计划 (x, y) 的 值 或 效用 ， 经 济 学 家 有 时 利用 下 面 的 函数 
q(x, y)= xX) 

其 中 使 q(x, y) 为 常数 的 (x,y) 点 的 集合 ， 称 为 无 差别 曲线 ， 从 图 7-11 中 可 以 看 到 三 条 这 样 的 曲 
线 ， 沿 着 无 差别 曲线 的 点 对 应 的 选择 ， 表 示 居 民 作 为 一 个 群体 有 相同 的 价值 观 ? . 求 公共 工作 
计划 ， 使 得 效用 函数 9 最大. 

解 ”限制 条 件 的 方程 4xz +9y =36 并 没有 描述 一 个 单位 向 量 集 , 但 变量 代 换 可 以 修正 这 个 
问题 ， 重 写 限制 条 件 如 下 形式 : 


且 定 义 


加 关于 无 差别 曲线 的 讨论 ， 可 参考 Michael D. Intriligator，Ronald G.Bodkin, and Cheng Hsiao, Econometric Models, 
Techniques, and Application (Upper Saddle River, NJ: Prentice-Hall, 1996). 
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= 了 = BN x = 3x,y = 2x, 


从 而 限制 条 件 变 成 : 


好 十 X 一 
效用 函数 变 成 v(3x,2z)=(3x)(2z)=6x2 ， 取 Y -| 
下 Q(x) = 6xix; 的 最 大 值 ， 注 意 到 Q(x)=x 4xr 且 


;0 
A= 
30| 
， 1/V2 ， 

A 的 特征 值 是 +3， 寺庙 =3 的 特征 向 量 是 | | 对 应 = 的 特征 向量 是 | 
Q(x) = g(x,x,) 的 最 大 值 是 3， 且 在 =1/V2 和 x, =1/V2 处 可 以 达到 . 

根据 原来 的 变量 , 最 优 的 公共 工作 计划 是 修建 x=3x =3/V2 = 2.1 百 英里 的 公路 和 桥梁 以 及 
y=2z =V2=1.4 百 英亩 的 公园 和 娱乐 场所 . 最 优 工作 计划 是 限制 曲线 和 无 差别 曲线 


q(%，y)=3 恰 好 相交 的 点 ， 具 有 更 大 效用 的 点 (x,y) 位 于 和 限制 曲线 不 相交 的 无 差别 曲线 上 ， 见 
图 7-11. 


"| 那么 原 问题 变 为 ， 在 限制 条 件 x'x =1 


X2 


_1/V2 


， 这 样 
| 


公园 和 娱 4x“+9y =36 


g(x,y)=4 
q(x,y)=3 


图 7-11 最 优 公 共 工 作 计 划 是 (2.1,1.4) 国 
练习 题 


1. 设 Q(x)=3xt +3x2+2xxs， 求 一 个 变量 代 换 ， 将 8 变换 成 一 个 不 含 交 叉 项 的 二 次 型 ， 且 给 出 新 二 次 型 . 
2. 对 练习 题 1 中 的 @ ， 求 CCxz) 在 限制 条 件 xzx =1 下 的 最 大 值 ， 且 求 出 达到 最 大 值 的 单位 向 量 . 


习题 7.3 
在 习题 1 和 习题 2 中 , 求 变 量 代 换 x=Py ,将 条 件 x'x=1 和 和 x'u=0 限 制 下 ，Q(x) 的 最 大 值 . 


二 次 型 x 4x 变换 为 对 应 的 y'Dy. 3，CQ(z)=5 好 +6 妈 +7 好 +4x 一 4020 ( 见习 题 1) 
l. Sx? +6x2+7Tx3 +4xx 一 4222 =9y +6y? +3y? 4. Q(x)=3x7 +2x27+2xt +2xxy+2xx+4x2x3 ( 见 
2，3x +2x2 +2x3 +2Xx2 + DXix3 + 4x2xy = Sy? + 2y2 习题 2 ) 


( 提示 : x 和 ?必须 有 同样 数目 的 坐标 ， 这 样 ， 5. Q(x)=5x? +5x? — 4xx; 

这 里 显示 的 二 次 型 关于 y; 的 系数 一 定 为 零 .) 6. Q(x)=7x +3x? +3xx; 

对 习题 3~6, 求 (a ) 在 条 件 x'x =1 限 制 下 ,Q(x) 7， 设 CCz)=-2 好 - 巡 +4x0+4r ， 在 条 件 
的 最 大 值 ，(b ) 达到 最 大 值 的 一 个 单位 向 量 w,(c) 在 x'x=1 的 限制 下 , 求 出 在 及 ;中 的 单位 向 量 x 


财 欺 厦 附 天 二 从 型 
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使 Q(x) 取 最 大 值 . ( 提示 : 二 次 型 @ 对 应 矩阵 
的 特征 值 是 2，-1 和 -4. ) 
8. 设 O0x)=7 好 + 好 +7 好 一 8xoo 一 4XiX3 一 8x2X3 ， 在 


条 件 xrx =1 的 限制 下 ， 求 出 及 中 的 单位 向 量 
x ,使 得 Q(x) 最 大 . (提示: 二 次 型 CO 对 应 矩阵 
的 特征 值 是 9 和 -3. ) 
9. 在 条 件 邓 + 好 =1 的 限制 下 ， 求 出 C(z)=7x + 
3 好 -2xz 的 最 大 值 ，( 不 必 求 出 达到 最 大 值 的 
向 量 . ) 
10. 在 条 件 邓 + 好 =1 的 限制 下 , 求 出 Q(x)=-3x + 
5x2 一 2xixw 的 最 大 值 . (不 必 求 出 达到 最 大 值 
的 向 量 . ) 

11. 车 x 是 矩阵 4 对 应 特征 值 3 的 一 个 单位 特征 
向 量 ，x Ax 的 值 是 什么 ? 

12. 设 和 是 对 称 和 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 验证 本 节 的 

练习 题 答案 


一 -- 


1/V2 -UV2 
望 的 变量 代 换 是 此 处 P 
ee -| 1/V2 


型 是 y'Dy = 4yr +2y2.) 


5 4 好 和 6XiX2 二 10xixs 到 


. -6x2:—10x2—13x—13x?— 


一 个 结论 即 m< 14<M ,此 处 m 和 M 的 定义 在 
(2 ) 式 中 给 出 .( 提示 : 求 出 x 使 得 和 4=x Ax.) 


. 设 A 是 nxn 对 称 和 矩阵 ，M 和 m 表示 二 次 型 


xTAx 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 且 对 应 的 单位 特征 
向 量 是 wu 和 w, ， 下 面 的 计算 表明 ， 对 任意 给 
定 的 介 于 M 和 m 之 间 的 数 1 ,有 一 个 单位 向 量 
x ,使 得 !=xT74x ,验证 对 0 和 1 之 间 的 数 w ， 
1=(1-Q)m+QM , 然后 令 x=VIL-oazs+Vau ， 
证 明 x'x=1 且 x'Ax=t. 

[M] 请 依据 习题 3~6 给 出 的 说 明 做 习题 14~17. 


， XiX2 + 3XXs + 3OXXxa 十 30x2x3 十 3X2X4 + X3Xa 


,3XX2 + SXX3+ TXXa 十 7X2023 + SX Xa 十 3X3X4 


10xx4— 6x2X3— 0X2X4— 2X3X4 


4XxiX» 4XiX3 = 4XiX4 + 


0X3X4 


V2 /2 


二 次 弄 的 短 阵 4=|， | 很 容易 求 出 特征 值 4 和 2， 对 应 的 单位 特征 向 量 | ,| 和 | | 所 以 其 


中 (一 个 常见 的 错误 是 忘记 将 向 量 单位 化 ， 新 的 二 次 


V2 


2. 对 单位 向 量 x ， Q(x) 的 最 大 值 是 4， 上 取得 最 大 人 时 的 单 们 向量 是 | | 一 个 常见 的 错误 答案 是 | | 


这 个 向 量 使 二 次 型 y Dy 而 不 是 Q(x) 达 到 最 大 值 ) . 


见 图 7-12. 


图 7-12” Q(x) 在 限制 条 件 x'x=1 下 的 最 大 值 是 4 
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7.4 奇异 值 分 解 


5.3 节 和 7.1 节 的 对 角 化 定理 在 许多 应 用 中 均 很 重要 ， 然 而 ， 如 我 们 所 知 ,不 是 所 有 和 矩阵 都 
有 分 解 式 A= PDP-'， 且 DD 是 对 角 的 . 但 分 解 4= ODP- 对 任意 mxn 和 矩阵 4 都 有 可 能 ! 这 类 特殊 
分 解 称 为 奇异 值 分 解 ， 是 线性 代数 应 用 中 最 有 用 的 矩阵 分 解 

奇异 值 分 解 基于 一 般 的 矩阵 对 角 化 性 质 可 以 被 长 方形 矩阵 模仿 ; 一个 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 
的 绝对 值 ， 表 示 度量 A 拉 长 或 压缩 一 个 向 量 ( 特征 向 量 ) 的 程度 ; 如果 hr = hr ， 且 |x|=1， 
那么 

|4x|=|4x|=|4l|x|=|4| (1) 

如 果 刀 是 具有 最 大 数值 的 特征 值 ， 那 么 对 应 的 单位 特征 向 量 w ， 确 定 一 个 由 人 4 拉 长 影响 最 
大 的 方向 ,也 就 是 ( 1 ) 式 表示 当 z = 由 时 ，4zr 的 长 度 最 大 化 ,是 | hni|=|4| .这 个 对 册 和 | 的 
描述 对 于 长 方形 的 矩阵 来 说 也 是 类 似 的 ， 这 将 导致 奇异 值 分 解 

例 1 如 果 4 -| pe ,那么 线性 变换 zh Ax , 将 及 ?中 的 单位 球 {z:|z| = 1 映射 为 到: 
中 的 椭圆 ， 见 图 7-13， 找 出 使 得 长 度 |4z| 最 大 的 一 个 单位 向 量 x ， 且 计算 这 个 最 大 长 度 


X2 


乘 以 4 


图 7-13 ”从 RR’ 到 RR 的 一 个 变换 


解 ” 使 |Ax| 的 值 最 大 化 的 x 同样 使 |Ax| 的 值 最 大 化 ,但 |4x 上 更 容易 计算 ,注意 到 
|Ax| =(Ax)'(Ax)=x'ATAx =x"(ATA)x 
由 于 (4 4) =A'A”=A4'A，A4'A 也 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 所 以 ,现在 的 问题 转化 为 在 条 件 |x|=1 限 
制 下 ， 二 次 型 x"(A'A)x 的 最 大 化 . 这 是 7.3 节 的 一 个 问题 ， 且 我 们 知道 它 的 解答 . 利用 定理 6， 
最 大 值 就 是 矩阵 A"A 的 最 大 特征 值 , 同样 , 最 大 值 可 以 在 474 特 征 根 九 对 应 的 单位 向 量 处 获得 . 
对 本 例 中 的 矩阵 4 ， 


8 80 100 40 
4 11 14 
ATA=|11 7 =|100 170 140 
和 
14 -2 40 140 200 


矩阵 4 4 的 特征 值 是 =360, Nh =90 和 hh=0， 对 应 的 单位 向 量 分 别 是 
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-213 2/3 
2/3 -1/3 | ,ys =| -2/3 
2/3 213 1/3 
|4x| 的 最 大 值 是 360, 且 在 x 为 单位 向 量 v 处 获得 , 向 量 hw 是 图 7-13 中 椭圆 上 离 原点 最 远 的 


点 ， 即 
1/3 
| 11 | / 因 
4m = 2/3|= 
8 7-2 6 
2/3 
对 上 i=1 , |4x| 的 最 大 值 是 上 v= V360 = 6V10. 国 


例 1 说 明 ，A 对 及 中 单位 球面 的 影响 ， 与 二 次 型 x7(4I4)x 有 关 , 事实 上 , 变换 x 一 Ax 的 
全 部 几何 特性 都 可 用 二 次 型 来 说 明 ， 下 面 我 们 将 说 明 这 个 问题 . 
一 个 mx 和 矩阵 的 奇异 值 
令 4 是 mx 和 矩阵， 那么 4 4 是 对 称 和 矩阵 上 且 可 以 正 交 对 和 角 化 ， 让 fm … 呈 1} 是 下 "的 单位 正 交 
基 且 构成 4 4 的 特征 向 量 ， 丸 …, 克 是 474 对 应 的 特征 值 ， 那 么 对 1<i<gnm， 
|Avi| = (Av)" Av; =v ATAv, 
=7 (Nv,) 由 于 Vv, 是 474 的 特征 向 量 ( 2) 
= 由 于 VV 是 单位 向 量 
所 以 ，4 4 的 所 有 特征 值 都 非 负 ， 如 果 必 要 ， 通 过 重新 编号 我 们 可 以 假设 特征 值 的 重新 排列 满 
足 


Ld 一 了 2 三 


儿 之 放 之 … 之 可 之 0 
4 的 奇异 值 是 4'4 的 特征 值 的 平方 根 ， 记 为 o,,…,o, ， 且 它们 用 递减 顺序 排列 ， 也 就 是 对 
1<isn，oa=V .由 (2) 可知，4 的 奇异 值 是 向 量 hv,,…,Av, 的 长 度 . 
例 2 令 4 是 例 1 中 的 矩阵 ， 由 于 474 的 特征 根 是 360，90 和 0，A 的 奇异 值 是 
ol = V360 =6V10, c, =V90 =3V10, o; =0 
从 例 1 可 知 ，4 的 第 一 个 奇异 值 是 |4zl 在 所 有 单位 向 量 处 的 最 大 值 ， 且 最 大 值 可 以 在 单位 
同 量 v, 处 获得 .7.3 节 的 定理 7 表明 ，4 的 第 二 个 奇异 值 是 ，|4zxl 在 所 有 与 wm 正 交 的 单位 向 量 上 
的 最 大 值 ， 且 这 个 最 大 值 可 以 在 第 二 个 单位 特征 向 量 v, 处 获得 ( 习题 22 ) . 对 例 1 中 的 ， 


-2/3 
4 11 14 3 
Avr, 一 一 
8 7 -2 -9 


-1/3 

2/3 
这 个 点 在 图 7-13 中 椭圆 的 短 轴 上 ， 像 hm 在 长 轴 上 一 样 ( 见 图 7-14 )， 矩阵 4 的 前 两 个 奇异 值 
是 椭圆 长 半 轴 和 短 半 轴 的 长 度 . 
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Xl! 


Av;» 


图 7-14 加 


事实 上 ， 像 下 面 定理 所 说 ， 图 7-14 中 的 hy, 和 Ahv, 正 交 不 是 偶然 . 
定理 9 假若 fn，…?n 是 包含 47A 特 征 向 量 的 到" 上 的 单位 正 交 基 ， 重 新 整理 使 得 对 应 
A 4 的 特征 值 满足 儿 之 … 之 术 . 假若 入 有 rv 个 非 零 奇异 值 ， 那 么 {Ay1,…, Av,} 是 Colh 的 一 个 正 
交 基 ， 且 rank A4=r. 
证 ”由 于 当 iz# jj 时，vy; 和 Nv; 正 交 ， 所 以 
(Ayi) (Avj)=vi A Av;=vi (Nr;)=0 
那么 {Av1,…,Av,} 是 一 个 正 交 基 ， 更 进一步 ， 由 于 向 量 Ay,1,…, Av, 的 长 度 是 4 的 奇异 值 ， 生 因 
为 有 r 个 非 零 奇异 值 ，Ahv, #0 的 充分 必要 条 件 是 1< i<r. 所 以 v1…, Av, 是 线性 无 关 向 量 ， 昌 
属于 Col4. 最 后 ， 对 任意 属于 Colh 的 y， 如 y= Ax， 我 们 可 以 写 出 x=cvit.…+cy,， 上 且 
y=Ax=cAvit+.…+c,Av, +cnAy t+ ce, Av, 
=CApit+:…+c,Av, +0+:……+0 
这 样 ，y 在 Span{Ay1,…,Ahy,} 中 ， 这 说 明 {hy1,…,Ahvy,} 是 Col 4h 的 一 个 正 交 基 . 因此 rank A= 
dim(Col A)=r. 国 
数值 计算 的 注解 ”在 一 些 情形 下 ，A4 的 秩 对 A 中 元 素 的 微小 变化 很 敏感 ， 如 果 用 计算 
机 对 矩阵 4 作 行 简化 ， 明 显 矩 阵 4 的 主 元 列 数目 的 计算 方法 效果 不 好 ， 舍 入 误差 常 导 
致 满 秩 的 阶梯 给 阵 . 
实际 上 ， 估 计 大 天 阵 的 秩 时 ， 最 可 靠 的 方法 是 计算 非 零 奇异 值 的 个 数 ， 在 这 种 情 
形 下 ， 特 别 小 的 非 零 厅 异 值 在 实际 计算 中 常 假定 为 零 ， 矩 阵 4 的 有 效 秩 是 剩余 非 零 奇 
异 值 的 数目 . 


奇异 值 分 解 
矩阵 4 的 分 解 涉及 一 个 mxn “对 角 ” 和 矩阵 允 ， 其 形式 是 
Tpo 
2| 0 0 < m-~r 行 (3 ) 
在 mr 行 


此 处 ，D 是 一 个 rxr 对 和 角 和 矩阵， 且 /不 超过 m 和 n 的 最 小 值 ( 如果 r 等 于 区 或 n， 或 都 相等 ， 则 


口 一 般 地 ， 秩 的 估计 问题 并 不 简单 ， 对 这 个 问题 的 详细 讨论 见 Philip E. Gill, Walter Murray, and Margaret H. Wright， 
Numerical Linear Algebra and Optimization, vol.1 (Redwood City, CA: Addison-Wesley, 1991) , 5.8 节 ， 
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M 中 不 会 出 现 零 矩阵 ) . 


定理 10 (奇异 值 分 解 ) 

设 和 A 是 秩 为 + 的 mxn 答 了 泗 ， 那 么 存在 一 个 类 似 (3) 的 mxn 短 阵 允 ,此 处 D 的 对 角 线 元 素 
是 4 的 前 个 奇异 值 ，G, > ay >…>Ga >0， 并且 存 在 一 个 让 x 严 正 交 矩阵 [ 和 一 个 mxF 正 交 扼 
阵 V 使 得 4=UZEYT， 

任何 分 解 A=UZzV" 称 为 4 的 一 个 奇异 值 分 解 (或 SVD )， 其 中 UV 和 V 是 正 交 矩阵，Z 形 如 
(3) 式 ， 且 DD 具有 正 的 对 角 线 元 素 ， 和 矩阵 U 和 VV 不 是 由 4 惟一 确定 的 ， 但 2 的 对 角 线 元 素 必 须 
是 4 的 奇异 值 , 见习 题 19, 分 解 中 上 U 的 列 称 为 4 的 左 奇异 向 量 ， 而 Y 的 列 称 为 4 的 右 奇异 向 量 . 

证 ”假设 和 和 v, 如 定理 9, 使 得 {Ay,,…, hr,] 是 Col 有 A4 的 正 交 基 ， 将 每 一 个 Av; 单 位 化 得 到 一 
个 标准 正 交 基 {&.,…,u,} ， 此 处 


u; -1Ay, -Ay 
la 
而 且 
hr =GOi (1&i<r) (4) 
现在 将 {ww,…,u,} 扩充 为 R” 的 单位 正 交 基 {t4,…,un}. 而 且 取 
U=[u ww Wn] 和 =[p yp 


由 构造 可 知 ，U 和 V 是 正 交 矩阵， 同样 由 (4 ) 
h4V7V=[4 4 0.… 0=[ca .… ou, 0 … 0 
设 刀 是 对 角 元 素 为 cl,…,Ga, 的 对 和 角 和 矩阵 ， 且 Zz 是 上 面 (3 ) 中 的 形式 ， 那 么 


UY =[u, pz 


=[ci GE 0.0] 
=AV 
由 于 V 是 一 个 正 交 和 矩阵 ，VZV = AVV =4. 图 
下 面 的 两 个 例子 注重 于 讨论 奇异 值 分 解 的 内 部 结构 . 一 个 快速 而 数值 稳定 的 分 解 算法 将 会 
使 用 另外 一 种 方法 . 参见 本 节 末 尾 处 的 “数值 计算 的 注解 ”. 


例 3 使 用 例 1 和 例 2 中 的 结果 求 4=|8 “7 :3 | 的 一 个 奇异 值 分 角 


8 7 一 
解 ”一 个 奇异 值 分 解 可 分 三 步 进行 . 
第 一 步 . 将 矩阵 4"4 正 交 对 角 化 . 即 求 矩 阵 474 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 问 量 的 标准 正 交 
集 . 如 果 4 只 有 两 列 , 其 计算 可 以 手 算 完 成 . 对 规模 较 大 的 矩阵 通常 需要 使 用 矩阵 程序 . 而 对 此 
处 的 矩阵 4 ， 在 例 1 中 已 经 给 出 了 4"4 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 向 量 . 
第 二 步 . 算出 V 和 2. 将 4'4 的 特征 值 按 降序 排列 . 在 例 1 中 ,特征 值 已 经 按 降 序 排列 :360， 
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90，0. 它们 对 应 的 单位 特征 向 量 分 别 为 vi,v,,v;， 是 4 的 右 奇异 向 量 . 使 用 例 1 的 结果 ， 构 造 
1/3 -2/3 27/3 
2/3 -1/3 -2/3 
2/3 2/3 1/3 
特征 值 的 算术 平方 根 就 是 奇异 值 : ol = V360 = 6V10, ac, = V90 =3V10, os; =0. 

其 中 的 非 零 奇 异 值 就 是 矩阵 D 的 对 角 元 素 . 矩阵 与 矩阵 4 的 行列 数 相 同 ， 以 矩阵 D 为 其 左上 


角 ， 其 他 元 素 为 0. 
-| 人 | zz o 0 


YY=[w v, v;j= 


0 3V0 0 3V0 0 
第 三 步 . 构造 U. 当 和 矩阵 4 的 秩 为 > 时 ,和 矩阵 忌 的 前 > 列 是 从 hy1…Ahy, 计 算得 到 的 单位 向 量 . 
此 例 中 ，4 有 两 个 非 零 奇异 值 , 因此 rank 4 =2. 根据 例 2 之 前 的 内 容 和 方程 (2), 有 |Av|=o.， 


Iavs|=0s， 于 是 
1 | 加 3/V10 

1 = -一 4 = 一 一 一 一 
Ol 6V10 6 1/V10 


w= LA -| ,|- YI 
oa 3yio|-9| |_3/Vi6 
留意 到 {zw,w} 已 是 有 R* 的 一 个 基 ， 因 此 构造 U 不 需 另外 的 向 量 ，U =[u， ws,]， 4 的 奇异 值 分 解 是 


WE | 的 0 ,| 27 on 
- -2/3 -1/3 2/3 
UVI0 -3/VI0L 0 3V0 0]| 3 73 173 
人 1 
U Dy Vv” 国 
1 -1 
例 4 se: 2 | 的 一 个 奇异 值 分 解 . 
2 -2 


解 “首先 ， 计算 44=| 。 引 4r4 的 特征 值 是 18 和 0， 相 应 的 单位 特征 向 量 是 
， -| 1/V2 ,> 1/ V2 
-UV ND 

-LV2 1/V2 

-1/V2 1/V2 


矩阵 的 奇异 值 为 go, = Vi8 =3V2, o, =0. 因为 只 有 一 个 非 零 的 奇异 值 , “矩阵 ” D 可 写成 单个 数 
值 ， 即 D=3V2. 和 矩阵 Zz 与 矩阵 4 的 行列 数 相同 ， 以 矩阵 也 为 其 左上 角 ， 


这 两 个 向 量 构成 V 的 列 向 量 : 
V =[y | 
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为 构造 U ， 首 先 计算 Av,/ 和 Av， : 


oy2 0 
Avi = -二 ; AV2 宇 |'0 
4/V2 0 


为 检查 计算 ， 验 证 |4v|=o = V18 =3V2. 当然 ，Av, =0， 因为 |4v,|=o,=0. 目前 只 找到 上 U 的 
一 列 是 

| 1/3 

Ul = 一 二 4 =| -2/3 

3V2 2 3 

U 的 其 他 列 是 将 集合 {u} 扩充 为 RR’ 的 标准 正 交 基 而 得 到 的 . 此 时 , 我 们 需要 两 个 单位 正 交 向 量 

且 都 与 uw 正 交 . ( 见 图 7-15.) 每 个 向 量 必须 满足 wrx =0， 这 等 价 于 方程 x 一 2x, +2m =0 ， 该 
方程 的 解构 成 的 基 是 

Wi=|1 |, 
0 1 


(经 检验 wl 和 w, 都 与 w 正 交 .) 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 法 于 {w， 
w2},， 可 以 得 到 


2/V5 -2/V45 
U, = 1/V5 ,这 4/V45 
0 5/V45 


最 后 , 令 U=[u，w， wj], 以 及 由 上 所 得 的 V7 和 王 ， 那 么 


2 1/3 2/V5 -2/V45 
ee 3J2 0 2 
4=|-2 2|=|-2/3 1/V5 4/V45| 0 0 万 万 
2 -2 oj 0 Wd OM Vy 
育 异 值 分 解 的 应 用 


如 上 所 述 ， 奇 异 值 分 解 常用 于 估计 和 矩阵 的 秩 ， 某 些 数值 计算 的 其 他 应 用 ， 下 面 简单 叙述 它 
在 数值 计算 中 的 其 他 应 用 ，7.5 节 给 出 一 个 奇异 值 分 解 在 图 像 处 理 的 应 用 . 

例 5 (条 件数 ) 当 应 用 和 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 时 ， 多 数 涉及 方程 hx =b 的 数值 计算 要 尽 可 
能 的 可 靠 . 两 个 正 交 和 矩阵 UV 和 V 不 影响 向 量 的 长 度 和 两 个 向 量 的 夹 角 ( 6.2 节 定 理 7) . 数值 计 
算 中 的 任何 不 稳定 因素 都 与 2 有 关 . 如 果 4 的 奇异 值 非常 大 或 非常 小 ， 舍 人 误差 几乎 不 可 避免 ， 
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此 时 ， 知 道 z 和 y 中 的 元 素 对 分 析 误 差 特 别 有 用 . 

如 果 A 是 一 个 nxn 可 逆 和 矩阵， 那么 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 的 比率 cy /ac, ， 给 出 矩阵 4 的 

条 件数 ，2.3 节 的 习题 41~43 表明 ， 条 件数 如 何 影响 Ax =b 的 解 对 4 的 元 素 变 化 (或 误差 ) 的 

敏感 程度 (事实 上 ，A 的 “条 件数 ”可 用 几 种 方式 计算 ， 但 这 里 给 出 的 定义 可 广泛 用 于 Ax =b 

的 研究 ) . 育 

例 6 ( 基本 子 空间 的 基 ) 给 定 mxn 和 矩阵 4 的 一 个 奇异 值 分 解 ， 取 w,…,u 是 左 奇异 问 量 ， 


v1,…,V, 是 右 奇 异 向 量 ， 且 01,…,o, 是 奇异 值 ，r 为 4 的 秩 ， 由 定理 9， 
{1 ,1 } ( 坊 ) 


是 Col Ah 的 一 个 单位 正 交 基 . 见 图 7-16. 
回忆 6.1 节 的 定理 3，(Col 4)+ = Nul A ， 因 此 
{Ur Um} (6) 
是 Nul 4 "的 一 个 标准 正 交 基 . 

由 于 当 1<ign 时 |4vi|=o;， 且 oi 是 零 的 充分 必要 条 件 是 
i>r , 问 量 y,,,…,v, 生 成 一 个 维 数 为 (n 一 +) 的 子 空间 Nul A. 由 秩 
定理 可 知 ，dim Nul A=n--rank A ， 从 而 说 明 

{Wms } (7) 
是 Nul 4 的 一 个 标准 正 交 基 ， 见 4.5 节 的 基 定 理 . 

从 (5) 和 (6), 空间 Nul 4 的 正 交 补 是 Col A, 将 A 和 4' 交 

换 ， 我 们 有 


Nul 4 


(Nul A)* =Col A” =Row A 
因此 ， 从 (7) 得 
{v1,.…, 9,} (8) 

是 Row 4 的 一 个 标准 正 交 基 . 

图 7-17 给 出 (5) ~ (8) 的 总 结 ， 但 说 明 的 是 {oiu1,…,o,u,} 
为 Col 4 的 正 交 基 , 而 不 是 标准 基 . 注意 到 ,对 1<i< r, Av; = Oiu;. 
由 4 确定 的 四 个 基本 子 空间 的 标准 正 交 基 在 某 些 计算 中 非常 有 图 7-16 例 6 中 的 基本 子 空间 
用 ， 特 别 在 条 件 优化 问题 中 更 是 如 此 . 


图 7-17 四 个 基本 子 空间 和 A 的 作用 而 
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四 个 基本 子 空间 和 奇异 值 的 概念 给 可 递 矩阵 定理 提供 了 最 后 的 命题 . ( 回忆 为 了 避免 几乎 
将 可 逆 和 矩阵 定理 的 命题 数目 翻 倍 ， 定 理 中 已 将 与 4 有 关 的 命题 删除 了 . ) 可 道 矩 阵 定理 的 其 他 
命题 在 2.3 节 、2.9 节 、3.2 节 、4.6 节 和 5$.2 节 中 已 经 给 出 . 
定理 (可 道 和 矩阵 定理 (最 后 补充 ) ) 
设 4 为 mxP 矩 阵 ， 那 么 下 述 命题 中 的 每 一 个 都 与 4 是 可 逆 和 矩阵 的 命题 等 价 ， 
u. (Col 4) 上 ={0}. 
v，(Nul 4) =R". 
w. RowA=R". 
x.，A 有 nn 个 非 零 的 奇异 值 . 
例 7( 奇 异 值 分 解 的 简化 和 A 的 伪 逆 )” 当 Z 包 含 零 元 素 的 行 或 列 时 , 矩阵 4 具有 更 简洁 的 
分 解 ， 利 用 上 面 建立 的 符号 ， 取 +=rank 4 ， 将 U 和 V 和 矩阵 分 块 为 第 一 块 包 含 r 列 的 子 和 矩阵 : 
U =[UVU, Uj， 其 中 U, =[w … uw,] 
V=[V，V,Jj， 其 中 由 =[m … vv,] 
那么 以 ,是 mxr 和 V, 是 nxr， (为 简化 符号 ,我们 考虑 U,_, 和 V,_, ， 即 使 其 中 一 个 没有 任何 列 . ) 
分 块 矩阵 的 乘法 表明 


D OllvVv, 
A=[U, U,, ”~ |=U,DV, 9 
[ 1 0 | (9) 


和 矩阵 4 的 这 个 分 解 ， 称 为 4 的 简化 的 奇异 值 分 解 . 由 于 DD 的 对 角 元 素 非 零 ， 我 们 得 到 下 列 形式 
的 矩阵 ， 称 为 4 的 伪 逆 ( 也 称 穆 尔 - 彭 罗 斯 逆 ). 
4 =V,D"U! (10 ) 
本 章 最 后 的 补充 习题 12~14 研究 了 简化 的 奇异 值 分 解 和 伪 闭 的 一 些 性 质 . 图 
例 8 (最 小 二 乘 解 ) 给 定 方程 hx =b ， 利 用 式 (10) 中 给 出 4 的 伪 逆 ， 定 义 
t=ADb=V.D'Ub 
那么 由 (9 ) 式 中 的 奇异 值 分 解 得 到 
At =(U,DV, )(V,D Ub) 
=U,DD Ub 由 于 VTV = 了 
一 1 :DB 
从 (5) 式 可 知 ，U,UMb 是 5 在 Col A 上 的 正 交 投影 ( 见 6.3 节 定 理 10 )， 因 此 站 是 Ax =。 的 最 
小 二 乘 解 ， 实 际 上 ， 这 个 在 hx =b 的 所 有 最 小 二 乘 解 中 具有 最 小 长 度 ， 见 补充 习题 14.“ 国 
数值 计算 的 注解 ” 例 1~4 和 习题 说 明了 奇异 值 概念 并 给 出 如 何 手工 计算 ， 实 际 上 ， 应 
该 避免 4.4 的 计算 ， 原 因 是 任何 4 中 元 素 的 误差 在 4T4 中 被 平方 . 存在 快速 的 迭代 方 
法 ， 可 计算 精确 到 很 多 位 数 的 矩阵 4 的 奇异 值 和 奇异 向 量 . 
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练习 题 


给 定 一 个 奇异 值 分 解 ，A=UZVT ， 求 47 的 一 个 奇异 值 分 解 ，4 和 A' 的 奇异 值 有 什么 联系 ? 


习题 7.4 
求 习 题 1~4 中 矩阵 的 奇异 值 分 解 . 


1 0 -5 0 11. 
1. 2. 
0 ~3 _ 0 0 


1 


0 J6 0 v3 
求 习题 5~12 中 每 个 矩阵 的 奇异 值 分 解 . ( 提 


示 : 在 习题 11 中 ， 一 个 U 的 选择 可 以 是 14. 


-1/3 2/3 213 


2/3 -1/3 2/3|， 习 题 12 中 UU 的 一 个 列 可 15. 


2/3 2/3 -1/3 


1/vV6 
以 是 | -27V6 |.) 
1/V6 


[od [oa 
"| 3 :oa 


7 1 4 -2 
9. |0 0 10. |2 -1 
5 5 0 0 


G) 该 书 中 文 版 已 由 机 械 工 业 出 版 社 引进 出 版 。 一 一 编辑 注 


-3 1 1 1 
6 一 12. | 0 1 
6 -2 -1 1 
3 2 2 _ 
求 4-| 3 _2 | 的 厅 异 值 分解 (提示 : 允 


A' 进行 分 解 ) . 
在 习题 7 中 ， 求 一 个 单位 向 量 x ， 使 得 hx 具 
有 最 大 长 度 . 
假设 下 面 是 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 ,其 中 UU 和 V 
的 元 素 是 四 侈 五 人 精确 到 小 数 点 后 两 位 数字 . 
0.40 -0.78 0.471[7.10 0 0 
A=| 0.37 -0.33 -0.87I| 0 3.10 0 
-0.84 -0.52 -0.16!| 0 0 0 
0.30 -0.51 -0.81 
x| 0.76 0.64 -0.12 
0.58 -0.58 0.58 
ai. 4 的 秩 是 多 少 ? 
b. 利用 4 的 这 个 分 解 , 不 用 计算 , 写 出 Col4 
的 一 个 基 和 Nul4 的 一 个 基 . (提示 : 首先 
写 出 V 的 列 .) 


. 对 下 列 3x4 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 , 重 做 习题 15. 
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A 


中 -0.11 加 国 0 0 

A=| 0.31 0.68 -0.67| |0 6.34 0 0 

0.41 -0.73 -0.55| 102.48 0 0 0 

0.66 -0.03 -0.35 0.66 
-0.13 -0.90 -0.39 -0.13 
0.65 0.08 -0.16 -0.73 
-0.34 0.42 -0.84 -0.08 
在 习题 17~24 中 ，4 是 一 个 mxn 和 矩阵 ， 具 有 

奇异 值 分 解 A=UZV7 ， 此 处 U 是 一 个 mxm 正 交 

矩阵， 三 是 一 个 “对 角 ” 和 矩阵 ， 有 7r 个 正 元 素 ， 没 

有 人 负 元 素 ，V 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵 ， 验 证 每 一 个 

答案 . 

17. 若 4 是 可 道 方 阵 ， 求 4 的 奇异 值 分 解 . 

18. 证 明 : 如 果 4 是 方 阵 ， 那 么 |det 4| 是 4 的 奇异 
值 的 乘积 . 

19. 证 明 : V 的 列 是 474 的 特征 向 量 ，U 的 列 是 
44T 的 特征 向 量 , 而 荆 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 
奇异 值 . ( 提示 : 利用 奇异 值 分 解 计算 4 4 和 
44 . ) 

20. 证 明 ; 如 果 4 是 xn 且 正 定 的 矩阵 , 那么 4 的 
正 交 对 角 化 4= PDP" 就 是 4 的 奇异 值 分 解 . 
21. 证 明 : 如 果 P 是 一 个 mxm 正 交 和 矩阵 ， 那 么 

Ph 与 4 有 同样 的 奇异 值 . 

22. 验证 例 2 中 的 论断 , 当 x 变 化 范围 属于 所 有 垂 

直 于 vy 的 单位 向 量 时 ， 和 矩阵 4 的 第 二 个 奇异 值 


练习 题 答案 


是 , ||Ax| 的 最 大 值 , 这 里 v 是 对 应 4 的 第 一 个 奇 
异 值 的 右 奇异 向 量 .( 提示 : 利用 7.3 节 的 定理 7. ) 
23. 如 果 吕 =[u，-… wj 和 V =[v，… mw] , 证明: 
A=OpT + Oy! 十 … 十 GrErPr 
24. 利用 习题 23 的 记号 ， 说 明 对 Tej<sr= 
rank A ，A'uj=0Owj; 成 立 . 
25. 令 T : RR" 一 RR" 是 线性 变换 ,描述 如 何 求 展 " 的 
基 B 和 和 恨 ” 中 的 基 C， 使 得 矩阵 T 相对 于 B 和 
C 是 一 个 mxn “对 角 ” 和 矩阵 . 
[M] 计 算 习 题 26 和 习题 27 中 每 一 个 矩阵 的 奇 
异 值 分 解 , 最 后 的 矩阵 元 素 精 确 到 两 位 小 数 , 利用 


例 3 和 例 4 的 方法 . 
-18 13 -4 4 
J6 A 2 19 -4 12 
-14 11 -12 8 
-221 4 8 
6 -8 -4 5 
2 7 -5 -6 
0 -1 -8 2 
-1 -2 4 
28. [M] 计 算 2.3 节 习 题 9 中 4x4 和 抢 阵 的 奇异 值 , 并 
且 计 算 条 件数 cl/a4. 
29. [M] 计 算 2.3 节 习 题 10 中 5x5 矩阵 的 奇异 值 ， 
并 且 计 算 条 件数 ai/cs . 


27. A= 


如 果 4=UZV  ， 此 处 是 mxn 甜 阵 ， 那 么 A =(V”) 2"U" =VZEWU ,这 是 A' 的 一 个 奇异 值 分 解 ， 原 
因 是 V 和 U 是 正 交 矩阵, 且 是 一 个 nxm“ 对 角 ” 和 矩阵 , 由 于 Z 和 2 具有 同样 的 非 零 对 角 元 素 ，A 和 4A” 
具有 同样 的 非 零 奇异 值 ，( 注意 ;如果 A 是 2xn 和 矩阵 ， 那 么 44" 仅 为 2x2 和 矩阵， 且 它 的 特征 值 比 4'4 的 


特征 值 更 容易 ( 手工 ) 计算 . ) 


7.5 图 像 处 理 和 统计 学 中 的 应 用 


本 章 介绍 性 实例 中 的 卫星 图 像 问 题 给 出 一 个 多 维 或 多 变量 数据 的 例子 ， 组 织 数 据 后 使 得 数 
据 集合 中 的 每 组 数据 可 看 成 是 恨 " 的 点 (向量 )， 本 节 的 主要 目标 是 介绍 主 成 分 分 析 的 方法 ， 用 
于 分 析 这 类 多 维 数据 的 技巧 . 计算 将 说 明正 交 对 角 化 和 奇异 值 分 解 的 应 用 方法 . 
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主 成 分 分 析 可 用 于 任何 数据 ， 包 括 测量 清单 上 采集 的 对 象 或 个 体 . 例如 ， 研 究 生产 塑料 材 
料 的 化 学 过 程 时 ， 为 了 监控 生产 过 程 ， 在 材料 生产 过 程 中 取得 300 样本 ， 有 征 每 一 个 样本 经 过 8 
个 一 组 的 测试 . 如 熔化 点 , 密度 、 粘 性 、 抗 拉 强 度 等 等 ， 实验 室 的 每 一 个 样本 报告 是 一 个 属于 Rs 
的 向 量 ， 且 这 类 向 量 集合 形成 一 个 8x300 的 和 抢 阵 ， 称 为 观测 矩阵 . 

粗略 地 讲 ， 我 们 可 以 说 控制 过 程 的 数据 是 8 维 的 ， 下 面 两 个 例子 中 描述 的 数据 可 以 用 图 形 
给 出 . 

例 1 一 个 二 维 数据 的 例子 是 ，N 个 大 学 生 关 于 体重 和 身高 的 一 组 数据 ， 令 X ,表示 及 ?中 
的 观测 向 量 ， 它 列 出 第 7 个 学 生 的 体重 和 身高 ， 如 果 用 ww 表 示 体 重 ， 有 表示 身高 ， 那 么 观测 矩 


阵 的 形式 为 : 

Wi Wy Wy 

| h, ... | 

个 个 人 

下 1 在， pp 
观测 问 量 的 集合 可 以 形象 地 表示 为 一 个 二 维 散 列 图 , 见 有 h 
图 7-18. 图 


例 2 ”本章 介绍 性 实例 中 ， 关 于 内 华 达 州 铁路 峡谷 
的 前 三 幅 图 可 以 作为 某 区 域 的 具有 三 个 光谱 分 量 的 图 
形 , 原因 是 它们 在 三 个 独立 的 波长 同时 给 出 该 区 域 的 度 
量 ， 每 幅 图 给 出 同一 自然 区 域 的 不 同 信息 . 例如 ， 每 幅 
图 中 位 于 左上 角 的 第 一 像素 对 应 地 面 的 同一 位 置 (大约 ”图 7-18 观测 向 量 下 ,，…, 于 w 的 散 列 图 
30 米 x30 米 ) .每 一 个 像素 对 应 着 及 的 一 个 观测 向 量 , 它 列 出 了 该 像素 在 三 个 光谱 段 中 的 信号 
强度 . 

典型 的 图 形 是 2000x2000 像素 ， 使 得 图 像 有 4 百 万 像素 ， 图 像 的 数据 形成 一 个 3 行 和 4 百 
思 列 的 矩阵 ( 列 可 以 调整 为 方便 的 次 序 ) . 在 这 种 情形 下 ， 数 据 的 “多 维 ” 特征 是 指 3 个 光谱 
入 数 ， 而 不 是 自然 属于 图 形 的 二 维 空间 维 数 , 数据 也 许 如 图 7-19 所 示 ， 形 象 地 表示 为 R! 中 的 4 
百 万 个 点 . 


图 7-19 一 幅 卫 星 图 像 中 光谱 数据 的 散 列 图 国 
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均值 和 协 方差 
为 准备 主 成 分 分 析 , 令 [KE … 大] 是 如 上 描述 的 一 个 pxN 观测 矩阵 ， 观 测 向 量 生 ,,…, 天， 
的 样本 均值 M ， 由 下 式 给 出 
M = 二 (和 二) 


对 图 7-18 中 的 数据 ， 样 本 均值 是 散 列 图 的 中 心 ， 对 上 =1…,N ， 令 
龙 ， =X,-M 
PXN 矩阵 的 列 
B =[ 着 , 时 ，… 慎 ] 
具有 和 零 样本 均值 ， 这 样 的 妃 称 为 平均 偏差 形式 . 当 图 7-18 中 的 数据 减 去 样本 均值 后 ， 得 到 的 散 
列 图 具有 图 7-20 的 形式 . 


图 7-20 平均 偏差 形式 的 体重 -身高 数据 


(样本 ) 协 方差 矩阵 是 一 个 pxp 和 矩阵 § ， 其 定义 为 


$=— Bp’ 
N-l 


由 于 任何 具有 BB" 形式 的 矩阵 是 半 正 定 的 ， 所 以 $ 也 是 半 正 定 的 ，( 见 7.2 节 的 习题 25， 互 换 
B 和 B".) 
例 3 从 一 个 总 体 中 随机 取出 4 个 样本 作 三 次 测量 ， 每 一 个 样本 的 观测 向 量 为 ; 


1 4 7 8 
| | 
1 1 

计算 样本 均值 和 协 方差 矩阵 . 


EE 


13 5 
从 羡 ,…, 革 :中 减 去 样本 均值 ， 我 们 得 到 : 


站 | = ， 上 党 3 = 


并 且 
-4 -1 2 3 
B=Ii-2 -2 4 0 
-4 8 -4 0 
样本 协 方 差 矩 阵 为 
-4 -2 一 
-4 -1 2 3 
1 -1] -2 8 
3 :i 
3 4 —4 
-4 8 -40 
0 0 
30 -18 0 10 6 0 
=li18 24 -24|=| 6 8 -8 
0 -24 96 0 -8 32 | 


为 了 讨论 $=[sy] 中 的 元 素 , 令 针 表示 在 观测 向 量 集合 中 变化 的 向 量 , 且 x,…,x, 表示 宗 的 
坐标 ， 那 么 例如 ，x 是 一 个 在 处 ,,…, 邓 , 集合 中 变化 的 第 一 个 坐标 的 数值 ， 对 j=1…, p,5 中 的 
对 角 元 素 s, 称 为 x 的 方差 . 

Xj 的 方差 用 来 度量 x, 值 的 分 散 性 (见习 题 13 )， 在 例 3 中 ，x 的 方差 是 10，%% 的 方差 是 
32，32 大 于 10 的 事实 说 明 ， 对 应 向 量 第 三 个 元 素 的 集合 包含 比 第 一 个 元 素 的 集合 更 大 的 取 值 
范围 . 

数据 的 总 方差 是 指 $ 中 对 角 线 上 方差 的 总 和 . 一 般 地 ， 一 个 方 阵 8 中 对 角 元 素 之 和 称 为 矩 
阵 的 迹 ， 记 作 tr(S) ， 这 样 

{总 方差 }= tr(5) 

5 中 的 元 率 55 (iz j ) 称 为 x; 和 x 的 协 方差 . 观察 例 3 中 的 协 方差 ， 和 x 的 协 方差 是 零 ， 
因为 3 中 的 (1,3) 元 素 是 零 , 统 计 学 家 称 x, 入 是 无 关 的 , 如 果 大 部 分 或 所 有 变量 +,…,x, 是 无 关 
的 ， 即 当头 ,…, XX 的 协 方差 矩阵 是 对 角 阵 或 几乎 是 对 角 阵 时 ， 则 书 ，…, 于， 中 多 变量 数据 的 分 
析 可 以 简化 . 


主 成 分 分 析 


为 简单 起 见 ， 假 设 和 矩阵 [X，… Xj] 已 经 是 平均 偏差 形式 ， 主 成 分 分 析 的 目标 是 找到 一 个 
PXxp 正 交 和 矩阵 P=[w， … wu,]， 确 定 一 个 变量 代 换 宗 =PY ,或 


Xl yi 
x 
= [wu, U2 ” 


Xp Jp 
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并 具有 新 的 变量 y,,…, y, 两 两 无 关 的 性 质 ， 且 整理 后 的 方差 具有 递减 顺序 . 

变量 的 正 交 变换 于 = PY 说 明 , 每 一 个 观测 向 量 半 ,得 到 一 个 “新 名 称 ”Y, ,使 得 义 , = PY, ， 
注意 到 了 是 头 ; 相对 于 以 P 的 列 为 基 的 坐标 向 量 ， 目 对 k=1…,N 有 Y= P"'X; = PT 天， 

不 难 验证 ， 对 任何 正 交 和 矩阵 PP ，7.,…,Yy 的 协 方差 是 PTSP (习题 11 ) . 于 是 ,期望 的 正 交 
矩阵 P 是 一 矩阵 使 得 P'SP 为 对 角形 . 设 D 是 对 角形 矩阵 且 5 的 特征 值 入 ,…,41, 位 于 对 角 线 上 ， 
重新 整理 使 得 4 > 和 >…> ,>0， 并 记 P 是 正 交 矩阵， 它 的 列 是 对 应 单位 特征 向 量 u1,…,u, ， 
那么 $= PDP 有 是 有 P'SP=D. 

协 方差 矩阵 5 的 单位 特征 向 量 ww…,w, ， 称 为 (观测 矩阵 中 的 ) 数据 的 主 成 分 . 第 一 主 成 
分 是 $ 中 最 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 第 二 主 成 分 是 5 中 第 二 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ， 以 此 
类 推 . 

第 一 主 成 分 & 可 用 下 列 方式 确定 新 变量 y, ， 设 c,……,c, 是 到 中 的 元 素 ， 由 于 好 是 Pr 的 行 ， 
方程 Y= P"X 表明 

yi =U =cX tN t+ +c,x, 
于 是 y 是 原 变 量 x…,x, 的 线性 组 合 ， 并 用 特征 向 量 wu, 中 的 元 素 作 为 权 值 , 同样 的 方式 ，u, 确 
定 变量 2 ， 以 此 类 推 . 
例 4 铁路 峡谷 ( 例 2) 的 多 谱 图 像 的 初始 数据 包含 下 ;中 4 百 万 个 向 量 ， 其 协 方差 矩阵 是 
2 382.78 2 611.84 2 136.20 
2 611.84 3106.47 2 | 
2 136.20 2 553.90 2 650.71 
求 数据 的 主 成 分 ， 且 列 出 由 第 一 主 成 分 确定 的 新 变量 . 
解 5 的 特征 值 和 相关 的 主 成 分 (单位 特征 向 量 ) 是 
N=7 614.23 N= 427.63 h =98.10 


$= 


0.541 7 —0.489 4 0.683 4 
ui =|0.629 S| u,=|—0.3026| xs =| -0.7157 
0.557 0 0.8179 0.1441 


为 简化 而 用 小 数 点 后 两 位 小 数 ， 第 一 主 成 分 的 变量 是 
yi = 0.54x1 + 0.63x, + 0.56x, 
在 本 章 介绍 性 实例 中 , 这 个 方程 用 于 生成 图 7-1d. 变量 ,x2, 加 是 三 个 光谱 段 中 的 信号 强度 . 将 
4 的 值 转化 为 介 于 黑色 和 白色 之 间 的 灰 度 ， 生 成 图 7-1a、 类 似 的 ，x, 和 x 的 值 分 别 生 成 图 7-1b 
和 c. 对 图 7-1d 中 的 每 一 个 像素 ,用 y, 计算 得 到 灰 度 值 ， 即 加 权 的 x,x,x 的 线性 组 合 . 在 这 个 
意义 下 , 图 7-1d “显示 ”数据 的 第 一 主 成 分 . 图 
在 例 4 中 ， 变 换 后 数据 的 协 方差 矩阵 ， 用 变量 y, y,, y, 表示 为 : 
7 614.23 0 0 
0 427.63 0 
0 0 98.10 


尽管 DD 比 原来 的 协 方差 矩阵 5S 明显 简单 , 但 构造 新 变量 的 优点 仍然 不 明显 . 然而 , 变量 yy,y,, y， 


D= 
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的 方差 出 现在 对 角 矩 阵 刀 的 对 角 线 上 ， 并 且 明显 看 出 盖 中 第 一 个 方差 比 其 余 两 个 大 得 多 . 如 我 
们 将 要 看 到 的 ， 这 个 事实 允许 我 们 将 数据 当 作 一 维 而 不 是 三 维 的 . 


多 变量 数据 的 降 维 

对 大 多 数 数据 的 变化 或 动态 范围 ， 当 新 变量 y,,…,y, 中 的 一 些 变量 的 变化 较 小 时 ， 主 成 分 
分 析 有 潜在 的 应 用 价值 . 

可 以 证 明 变 量 的 正 交 变 换 ， 针 = PY ， 不 改变 数据 的 总 方差 . (粗略 地 讲 ， 这 个 结论 是 真 的 ， 
其 原因 是 左 乘 P 不 改变 向 量 的 长 度 或 它们 的 夹 角 ， 兄 习题 12. ) 这 说 明 ， 如 果 5 = PDP ,那么 

(x1,…,Xp 的 总 方差 }= {yy …,yp 的 总 方差 }= tr(D)=4+…+1 
y 的 方差 是 和 ， 且 商 和 1tr(5$) 度 量 总 体 方差 成 分 中 ， 被 y;“ 说 明 ” 或 “记录 ”的 比例 . 

例 5 计算 铁路 峡谷 例题 中 各 种 方差 占 总 方差 的 成 分 ， 显 示 主 成 分 的 多 光谱 数据 ， 在 本 章 
介绍 性 实例 的 图 7-1d~f 已 经 画 出 . 

解 ”数据 的 总 方差 是 

tr(D) =7 614.23+ 427.63+98.10 = 8 139.96 

( 可 验证 这 个 数 等 于 tr(5).) 主 成 分 在 总 方差 的 百分比 分 别 是 


第 一 成 分 第 二 成 分 第 三 成 分 
761423 _03 5s0% _427.63 _ ,30 98.10 _| yo 
8139.96 8139.96 8139.96 
其 意义 是 ， 地球 资源 卫星 关于 铁路 峡谷 地 区 收集 的 93.5% 信 息 显 示 在 图 7-1d 上 ，5.3% 显 示 在 图 
7-le 上 ,而 仅 有 剩余 的 1.2% 显 示 在 图 7-1f 中 . 国 


例 5 的 计算 表明 ， 数 据 的 第 三 个 坐标 实际 上 没有 变化 ，y; 的 值 几 乎 接近 于 零 ， 从 几何 意义 
上 看 ， 数 据点 几乎 位 于 平面 六 =0 ， 且 它们 的 位 置 可 由 已 知 的 yy，y, 相当 精确 地 确定 ， 实 际 上 ， 
yy 的 方差 也 相对 很 小 ， 这 说 明 点 集 几 乎 位 于 一 条 直线 上 ， 数 据 几 乎 是 一 维 的 ， 见 图 7-19， 其 数 
据 像 一 个 冰棒 棍 . 
主 成 分 变量 的 特征 

如 果 yy 是 来 自 一 个 PxN 观测 矩阵 的 主 成 分 分 析 , 那么 六 的 方差 在 下 列 意义 下 可 能 尽 
量 大 , 如 果 w 是 任意 一 个 单位 向 量 且 = 吧 王 ,那么 当 和 在 原来 数据 不 ，… 于 变化 范围 时 ，y 的 
方差 值 为 & Su ， 由 7.3 节 的 定理 8， 在 所 有 单位 回 量 ww 中 ，w Su 的 最 大 值 就 是 5 的 最 大 特征 值 
久 且 这 个 方差 可 以 在 w 等 于 对 应 的 特征 向 量 w 处 达到 . 同样 的 方式 ， 定 理 8 表明 y, 的 方差 最 大 
值 ， 可 能 出 现在 与 yj 无 关 的 所 有 变量 >”= 到 天 中， 同样 地 ， 六 的 方差 最 大 值 可 能 出 现在 与 六 和 
y 都 无 关 的 所 有 变量 中 ， 以 此 类 推 . 


数值 计算 的 注解 ”在 实际 应 用 中 ， 奇 异 值 分 解 是 进行 主 成 分 分 析 的 主要 工具 ， 如 果 B 
是 一 个 具有 平均 偏差 形式 的 pxN 观 测 矩 阵 ， 且 如 果 A=(1/VN-1)B"， 那么 ATA 是 协 方差 
矩阵 8 ，A4 的 奇异 值 的 平方 是 8 的 已 个 特征 值 ， 且 人 4 的 右 奇 异 向 量 是 数据 的 主 成 分 ， 

像 7.4 节 所 提 到 的 ，A 的 奇异 值 分 解 交代 计算 比 8 的 特征 值 分 解 更 快 更 准确 . 在 
例如 本 章 介 绍 性 实例 中 提 到 的 超 谱 图 像 处 理 ( p=224 ) 中 ,更 是 正确 . 在 专业 化 的 工 
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作 站 上 ， 主 成 分 分 析 可 在 数秒 内 完成 . 
进一步 阅读 材料 
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练习 题 
下 表 列 出 5 个 男孩 子 的 体重 和 身高 . 
or ww Ta 


QOD 11b=0.453 592 37 kg. 一 一 编辑 注 
名 1 in=0.025 4 m. 一 一 编辑 注 


1. 求 数 据 的 协 方差 矩阵 ， 


2. 给 出 数据 的 主 成 分 分 析 ， 求 一 个 数量 指标 来 解释 大 多 数 数据 中 的 变化 . 


习题 7.5 
对 习题 ! 和 习题 2, 将 观测 矩阵 变 为 平均 偏差 
形式 ， 并 构造 样本 的 协 方差 矩阵 . 


19 220 3 2 20 
12 691313 5 


) 1 526 7 3 
“1311681511 


3. 求 习 题 1 中 数据 的 主 成 分 . 

4. 求 习题 2 中 数据 的 主 成 分 . 

5，[M] 一 个 地 球 资源 卫星 有 三 个 光谱 分 量 , 由 佛 罗 
里 达州 Homestead 空军 基地 ( 自从 1992 年 该 基 
地 被 安德鲁 飓风 袭击 后 )， 所 构造 数据 的 协 方差 
和 矩阵 显示 在 下 面 , 求 数据 的 第 一 主 成 分 分 量 , 并 
有 旦 计算 这 个 成 分 在 总 体 方 差 中 的 百分比 . 

164.12 32.73 81.04 

32.73 $39.44 249.13 

81.04 249.13 189.11 

6. [M] 下 面 的 协 方差 矩阵 来 自 华 盛 顿 哥 伦比 亚 河 
地 球 资源 卫星 的 图 像 ， 采 用 数据 的 三 个 光谱 段 ， 
令 x ，x ,表示 图 像 中 的 每 个 像素 的 光谱 成 
分 ， 求 新 的 变量 形式 y, =cxi+czxs+csxs 具有 最 
大 可 能 的 方差 , 限制 条 件 是 cf +c?+c?=1, yy 中 


So= 


的 数据 占 总 方差 的 百分比 是 多 少 ? 
29.64 18.38 5.00 
18.38 20.82 14.06 
5.00 14.06 29.21 


$= 


。 令 为 ， 2 表示 习题 1 中 二 维 数据 变量 , 求 一 个 


形 如 y=cxm+czxs 的 新 变量 y ,满足 条 件 
c+c?=1， 在 给 定数 数据 下 ， 使 得 y, 的 方差 尽 
可 能 具有 最 大 值 ，y 中 的 数据 占 总 方差 的 百 分 
比 是 多 少 ? 


8， 对 习题 2 的 数据 重复 习题 7 的 问题 . 
9. 假设 三 个 实验 中 , 大 学 生 的 随机 样本 已 经 掌握 ， 


设 万 ， 天 2 下 是 下 中 的 观测 向 量 ， 且 对 
j=1 ,2 , 3, x) 表示 第 j 次 考试 中 学 生 的 分 
数 ， 设 数据 的 协 方差 矩阵 是 

3 2 0 
2 6 2 
0 2 7 
设 y 表示 学 生 表 现 的 指标 ， 且 太 =cpa + cox + Cx 
和 cf+c2+c3=1, 选取 ca ，c, ,，c;，, 使 得 y 在 数 
据 集 变化 时 ，y 的 方差 尽 可 能 大 ( 提示 : 协 方 
差 矩 阵 的 特征 值 是 4=3,6 和 9) . 
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5 4 2 换 下 = PT 不 影响 数据 的 总 方差 . ( 提示 : 由 习 

10. [M] 对 S$S =|4 11 4|， 重 复习 题 9 的 问题 . 题 11， 只 需 证 明 tr(P7SP) =tr8s) ， 利 用 5.4 节 

2 4” 习题 25 提 到 的 轨迹 的 性 质 . ) 

11. 给 定 平 均 偏 差 形 式 的 多 变量 数据 ， 13. 样本 协 方差 矩阵 是 一 个 样本 的 个 测量 数值 
X,,…,Xn (属于 R”)，P 是 pxp 和 矩阵 ， 且 对 的 方差 公式 的 一 般 形式 , 如 4…,tw ,如 果 m 是 
k=1 ,2,…,N ,定义 Y=P'X,. (的 平均 信 ， 那么 样本 方差 由 下 式 给 出 
a . 证 明 : ¥，Y,, …, 了 是 平均 偏差 形式 ，( 提 ， 

, Ve Ni- —m) (1) 
未 : 令 w 是 人 让 ” 中 的 向 量 且 每 一 个 元 素 为 六 -1 各 
1 ,那么 [ 筷 … 天 ,jw =0( R? 中 的 零 向 量 ). ) 证 明 前 面 例 3 中 定义 的 样本 协 方差 矩阵 8 ,可 
b . 证 明 : 如 果 互 ,下 ,下 的 协 方差 矩阵 是 以 写成 类 似 ( 1 ) 的 形式 , ( 提示 : 利用 分 块 矩 
S， 那 么 马 ， 丈 , …,Jx 的 协 方差 矩阵 是 PTSP . 阵 的 乘法 ,将 8 写成 ICV-D 乘 N 个 pxp 和 矩阵 
2. 令 半 表示 一 个 pxN 观测 矩阵 的 一 个 列 向 量 ， 的 和 ， 对 1<k< 和 N， 用 天 -M 代 替 有 和 ) 
且 令 PP 是 一 个 pxp 正 交 和 矩阵 ， 证 明 ， 变量 变 
练习 题 答 案 


1 首先 将 数据 整理 为 平均 偏差 形式 ,容易 看 出 样本 的 平均 向 量 是 M = -| 中 从 观测 向 量 ( 表 中 的 列 ) 中 


减 去 M 可 以 得 到 
-10 -5 -5 5 15 
B= 
区 -5 -1 3 | 
那么 样本 协 方差 矩阵 是 
-10 -4 
-5 -5 
os- 1[-10 -5 -5 5 15 js 1| 1f400 190]_f100.0 475 
“5-1 -4 -5 -1 3 7 ; 4|190 100| | 47.5 250 
15 7 


2.5 的 特征 值 是 ( 精确 到 两 位 小 数 ) 
=123.02 和 =1.98 
0.900 


对 应 的 单位 特征 向 最 是 .=| 0 


| (由 于 $ 是 2x2 矩阵 ， 如 果 没 有 矩阵 程序 ， 则 可 以 用 手 算 ) 为 


计算 数量 指标 ， 取 
y=0.900W+0.436h 
此 处 多 和 及 分 别 表示 平均 偏差 形式 的 体重 和 身高 . 在 数据 集合 中 该 指标 的 方差 是 123.02. 由 于 总 方差 
tr(5)=100+25=125 ， 数 量 指标 解释 了 几乎 所 有 ( 98.4% ) 的 数据 方差. 
练习 题 1 的 原始 数据 和 由 第 一 主 成 分 w 确定 的 直线 ， 都 显示 在 图 7-21 中 ( 用 参数 向 量 形 式 ， 直 线 是 
r=M+m )， 在 到 直线 的 垂直 距离 的 平方 和 最 小 的 意义 下 ， 可 以 证 明 直线 是 数据 的 最 佳 珊 近 . 事实 上 ， 
主 成 分 分 析 与 术语 正 交 回归 是 等 同 的 ， 但 正 交 回 归 完 属于 另外 的 内 容 ， 以 后 我 们 会 过 到 |. 


财 瑚 臣 摩 和 二 闫 型 437 


75 
70 
in ( 英寸 )65 
60 
55 


120 130 140 150 
lb( 磅 ) 
一 个 由 数据 的 第 一 主 成 分 确定 的 正 交 回归 直线 
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第 7 章 补充 习题 


i. 说 明 每 一 个 论断 是 正确 还 是 错误 的 ， 验 证 你 的 
答案 ， 在 每 一 部 分 中 ， 4 表示 一 个 mxrm 和 矩阵 . 


a, 


ST 


如 果 4 是 可 正 交 对 角 化 和 矩阵， 那么 4 是 对 称 
的 . 
如 果 4 是 一 个 正 交 甜 阵 ， 那 么 4 是 对 称 的 . 


c. 如果 4 一 个 正 交 和 矩阵， 那么 |]4zx| =|z| ， 对 所 


[= 


ty 


Lo 


有 如" 的 四 量 均 成 立 . 


. 二 次 型 x 4x 的 主轴 可 以 是 任意 将 4 对 角 化 


的 矩阵 P 的 列 ， 
如 果 PP 是 一 个 nxn 具有 正 交 列 的 和 矩阵， 那么 
pT=P-!. 


. 如 果 二 次 型 的 每 一 个 系数 是 正 的 ， 那 么 二 次 


型 是 正定 的 . 
如 果 对 某 些 x ， 
x Ax 是 正定 的 . 


有 x'Ax>0， 那么 二 次 型 


. 通过 适当 的 变量 变换 ， 任 何 二 次 型 可 以 变 成 


一 个 没有 交叉 乘积 项 的 二 次 型 . 


. 二 次 型 rrhxr 在 |z|=1 条 件 下 的 最 大 值 是 邱 


阵 4 对 角 线 上 的 最 大 元 素 . 


. 一 个 正定 二 次 型 xTAhx 的 最 大 值 是 4 的 最 大 


特征 值 . 


. 一 个 正定 二 次 型 可 以 通过 一 个 合适 的 变量 


变换 x = Pu 变 为 负 定 二 次 型 , 其 中 己 是 正 交 


和 矩阵. 

1. 一 个 不 定 二 次 型 是 指 特征 值 不 定 的 二 次 型 . 

m， 如 果 P 是 nxn 正 交 和 矩阵 ， 那 么 变量 变换 
T= Pu 将 x'Ahx 变换 为 矩阵 为 P" 4P 的 二 次 
型 . 

n. 如 果 U 是 mxn 且 列 正 交 的 矩阵 , 那么 UU'x 
是 zx 在 Col 上 的 正 交 投影 . 

o. 如 果 B 是 mxn 和 矩阵 且 x 是 恨 " 中 的 一 个 单位 . 
向 量 , 那么 Bx|< o; ， 此 处 o; 是 8B 的 第 一 个 
奇异 值 ， 

p. 一 个 mxn 和 矩 阵 8 的 奇异 值 分 解 ， 可 以 写成 
B= PZ2O ， 此 处 ，P 是 一 个 mxm 正 交 和 矩阵 ， 
Q 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵 , > 是 一 个 mxn“ 对 
角 ” 和 矩阵 . 

qd. 如 果 4 是 xn 和 矩阵 ,那么 4 和 4I4 具 有 同样 
的 奇异 值 . 


. 令 {而 ,…,u} 是 民 " 的 标准 正 交 基 ， 有 日 7,…, 罗 是 


任何 实数 ， 定 义 

A= Aunur + + hu 
a . 证 明 4 是 对 称 的 . 
b. 证 明 入 ,…, 加 是 4 的 特征 值 . 


. 令 4 是 秩 为 r 的 nxn 对 称 和 矩阵 ， 试 解释 ， 为 什么 


4 的 谱 分 解 是 将 4 表示 为 + 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 
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4. 令 4 是 一 个 nxn 对称 和 矩阵. 

a. 证 明 (Col 4) = Nul A4.， (提示 : 见 6.1 节 .) 
b. 证 明 对 每 一 个 属于 民 " 的 y， 可 以 写成 y= 
+z 的 形式 , 其 中 3 了 属于 Col 4 ,z 属 于 Nul4. 

. 证 明 : 如 果 vy 是 nxn 和 矩阵 4 的 一 个 特征 向 量 ， 
且 4 是 对 应 的 4 的 非 零 特征 值 ， 那 么 vy 属于 
Col 4.，( 提示: 利用 特征 向 量 的 定义 .) 

6. 设 4 是 一 个 nxn 对 称 矩 阵 , 利用 习题 5 和 RR' 的 
一 个 特征 向 量 基 ， 给 出 习题 4(b) 中 分 解 的 第 二 
种 证 明 . 

7. 证 明 一 个 nxn 和 矩阵 4 是 正定 的 充分 必要 条 件 
是 : 4 有 一 个 楚 列 斯 基 分 解 , 即 4= RIR 对 一 些 
可 逆 上 三 角形 矩阵 尺 成 立 ， 其 中 尺 的 主 对 角 元 
素 都 是 正 数 .( 提示 : 利用 QR 分 解 和 7.2 节 习 
题 26 ) . 

. 利用 习题 7 证 明 ， 如 果 4 是 正定 的 ， 那么 4 具 
有 一 个 LU 分 解 4=LU ， 此 处 U 的 对 角 线 上 有 
正 主 元 . (反之 也 真 . ) 

如 果 4 是 mxn 矩阵， 那么 矩阵 G= 474 称 为 

4 的 格拉 姆 矩阵 ， 在 这 种 情形 ，G 的 元 素 是 4 的 

列 向 量 的 内 积 . 

9. 证 明 : 任意 矩阵 4 的 格拉 姆 矩阵 是 半 正 定 的 ， 
且 导 4 有 相同 的 秩 ，( 见 6.5 节 的 习题 . ) 

10. 证 明 : 如 果 一 个 nxn 和 矩阵 G 是 半 正 定 且 有 秩 

r ,那么 G 是 某 xm 矩阵 4 的 格拉 姆 矩阵 ,， 称 
为 G 的 显 秩 矩阵 的 分 解 . ( 提示 : 考虑 G 的 谱 
分 解 ， 首 先 将 G 写成 一 个 nxr 和 矩阵 8 的 BBr7 
形式 . ) 

11. 证 明 : 任何 =xz 和 矩阵 4 有 一 个 形 如 4= Po 的 

极 分 解 ， 此 处 己 是 mxr 半 正定 矩阵 且 与 4 具 
有 相同 的 秩 , C 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵. ( 提示 ， 
利用 奇异 值 分 解 ，4=VzyT ， 且 观察 到 
4=(U ZU ICY ).) 这 种 分 解 用 于 例如 机 械 工 
程 中 给 材料 的 变形 建 模 . 矩阵 PP 表示 材 料 ( 沿 
P 的 特征 向 量 的 方向 上 ) 的 拉 伸 或 压缩 变换 ， 
QQ 表示 材料 在 空间 的 旋转 变换 . 


An 


oo 


习题 12~14 涉及 一 个 mxn 矩阵 4 ， 且 具有 简 

化 的 奇异 值 分 解 ，A=U,DV,”， 且 其 伪 逆 是 

A*=V,D "WU,". 

12. 验证 4! 的 性 质 . 

a . 对 每 个 属于 下 "的 ，44+y 是 在 Col 4 
上 的 正 交 投影 . 

b .对 每 个 属于 R" 的 x ，4+4r 是 x 在 RowA 
上 的 正 交 投影 . 

c. A4'*A=A4A 和 A'AAh' =A:. 

13. 若 方 程 hr =b 是 相 容 的 , 且 令 x* = 4 声 . 由 6.3 
节 的 习题 23， 存 在 惟一 一 个 属于 Row 4 的 向 
量 p ,使 得 hp = ,下 面 的 步骤 证 明 ，x* =p 
有 是 x' 是 Ax =b 的 最 小 长 度 解 . 

a . 证 明 ，x! 属 于 Row Ah. (提示 : 将 五 写成 
天 于 x 的 hx 形式 ,并 且 利 用 习题 12.) 

b. 证 明 ，x!* 是 hx =5b 的 一 个 解 . 

c. 证 明 : 如 果 z 是 4xr =5 的 任意 一 个 解 ， 那 
和 gla. 且 只 有 当 w=x!' 时 等 号 成 立 . 

14. 给 定 及 ”中 的 任何 b ， 修 改 习 题 13 证 明 ，4 场 
是 最 小 长 度 的 最 小 二 乘 解 . ( 提示 : 考虑 方程 
Ax =b ， 此 处 方 是 5 在 Col 4 的 正 交 投 影 . ) 
[M] 对 习题 15 和 习题 16 构造 4 的 伪 逆 . 开始 

时 使 用 矩阵 程序 计算 的 奇异 值 分 解 ， 或 者 , 如 果 没 

有 这 个 程序 , 首先 对 474 进行 正 交 对 角 化 .使 用 伪 

逆 求 解 Ax =b ,其 中 b=(6 ，-1 ，-4 , 6) ,并 记 于 

是 所 求 的 解 ， 用 计算 方法 验证 属于 Row 4A， 求 

一 个 属于 Nul4 的 非 零 向 量 w ， 并 验证 

|< 信 + 可 ， 由 习题 13 (c) 可 知 该 式 -一 定 成 立 . 

-3 -3 -66 1 
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15. A= 
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附录 A 简化 形 阶梯 和 矩阵 的 惟一 性 


定理 ( 简化 形 阶 梯 和 矩阵 的 惟一 性 ) 
每 一 个 mxn 算 阵 4 行 等 价 于 惟一 简化 形 梯 形 矩 阵 U. 


证 ”利用 4.3 节 的 思想 , 行 等 价 矩 阵 的 列 具 有 完全 一 样 的 线性 相关 性 . 

行 推导 的 算法 说 明 至 少 存在 一 个 这 样 的 矩阵 U. 假设 4 行 等 价 于 简化 形式 的 阶梯 矩阵 U 和 
V ,UU 的 行 中 最 左边 非 零 元素 是 “ 主 元 ”1, 称 这 类 主 元 1 的 位 置 是 一 个 主 元 位 置 ， 并 和 且 包含 它 
的 列 称 为 主 元 列 ，( 这 个 定义 仅 用 于 阶梯 特征 的 U 和 V， 并 征 假 设 简化 形式 的 阶梯 形 不 惟一 ) . 

U 和 VV 的 主 元 列 恰恰 是 与 它们 左边 的 列 线性 无 关 的 非 零 列 ，( 这 个 条 件 自动 满足 第 一 列 是 
非 零 的 ) . 由 于 U 和 VV 行 等 价 , (两 个 矩阵 都 行 等 价 于 A )， 它 们 的 列 有 相同 的 线性 相关 性 ， 因 
此 ,UVU 和 VV 的 主 元 列 出 现在 同样 位 置 ， 如 果 有 7 个 这 样 的 列 ， 又 因为 UU 和 V 是 简化 形式 的 阶梯 
形式 ,它们 的 主 元 列 是 mxn 单 位 矩阵 的 前 + 列 ， 这 样 对 应 V 和 VV 的 主 元 列 是 相等 的 

最 后 ， 考 虑 U 的 任意 非 主 元 列 ， 例 如 列 j， 这 个 列 或 者 是 零 或 者 是 左边 主 元 列 的 线性 组 合 
( 因为 这 些 主 元 列 是 第 j 列 左边 列 生成 空间 的 一 个 基 ) . 两 种 情形 下 ， 对 第 j 个 元 素 为 1 的 x 都 
可 表示 写成 Ux =0 ,那么 也 有 Vx =0 ， 这 说 明 V 的 第 j 列 或 者 是 零 或 者 同样 是 它 左 边 V 的 主 元 
列 的 线性 组 合 ,由 于 U 和 V 对 应 的 主 元 列 是 相等 的 ，U 和 VV 的 第 j 列 也 相等 , 这 个 结果 对 UU 和 
V 所 有 非 主 元 列 相 等 , 这 就 证 明了 U 是 惟一 的 . 图 


附录 B 复数 


复数 是 可 以 写成 如 下 形式 的 数 


z=a+bi 


其 中 a 和 4。 是 实数 ,i 是 满足 关系 说 =--1 的 常用 符号 ， 数 a 是 z 的 实 部 , 记 作 Rez, 数 b 是 z 的 
虚 部 ， 记 作 Im z ， 两 个 复数 相等 当 且 仅 当 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 . 例如 ， 如 果 z = 5+(-2)i， 


那么 Rez=5 且 Imz=-2 ， 可 以 简 记 为 z=S-2i. 


一 个 实数 a 可 以 认为 是 一 个 特殊 类 型 的 复数 , 将 a 和 a+0i 作 为 一 个 数 . 更 进一步 ,实数 上 


的 算术 运算 可 以 扩展 到 复数 集合 上 . 
复数 系 是 所 有 复数 的 集合 ， 记 作 C ， 并 具有 下 面 加 法 和 标量 乘法 运算 . 
(atbi)+(ctd)=(atc)+(b+aji 
(at+bi)(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i 


(1) 
(2) 


这 些 法 则 当 (1) 和 (2) 式 中 b 和 4 为 零 时 ,是 普通 实数 的 加 法 和 乘法 . 很 容易 验证 , 在 及 


上 的 常见 法 则 在 C 上 同样 成 立 . 由 于 这 个 原因 ， 乘 法 常用 扩展 的 代数 法 则 来 计算 . 
例 1 
(5—2i)(3+4i)=15+20i-6i—8i? 
=15+14i—8(-1) 
=23+14i 
也 束 是 用 项 (3+4i) 乘 5-2i 的 每 一 项 ， 利 用 i? =-1， 并 将 结果 写成 a+bi 的 形式 . 
复数 z; 和 z, 的 减法 定义 为 : 
Zz 一 Z2 三 Zi 十 (一 上 z， 
特别 地 ， 我 们 用 -z 人 代替 (-1)z. 
复数 z=a+tbi 的 共 示 复 数 是 复数 〈 读 作 “z 棒 ”)， 定 义 为 
z=a-—bi 
z 可 用 z 中 相反 的 虚 部 符号 来 得 到 . 
例 2 -3+4i1 的 共 思 e 复 数 是 ~3-44， 记 作 二 + 有 =-3 一 4. 
注意 如 果 z=a+bi ， 那 么 
zz=(atbi)(a—bi)=a’~abit+bai—p’i? =a:+b’ 
由 于 zz 是 实数 且 非 负 ， 它 有 一 个 平方 根 ，z 的 绝对 值 (或 模 ) 是 实数 1z1 征 定义 为 
lz Vzz=Va +b’ 
如 果 z 是 实数 ， 那 么 z=a+0i 上 且 1zF Va?z ， 它 就 等 于 平常 意义 下 的 a 的 绝对 值 
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下 面 列 出 一 些 关于 苍 复数 和 绝对 值 的 有 用 性 质 ， 设 w 和 z 表示 复数 


1.z=z 的 充分 必要 条 件 是 z 是 实数 . 
2. WwW+ZzZ=w+z. 

3，Wz=wz; 特别 地 ， 如 果 7 是 实数 ， 则 rz =rz. 
4. zz 二 zF>0. 

$. 1wz 局 willzl. 

6. Iw+zl&lwlt+izl., 


如 果 zzz0， 那 么 1zl>0 且 z 有 一 一 个 乘法 的 倒数 ， 记 作 1/z 或 z 


当然 ， 商 w/z 简单 表示 为 w:(1/2z). 
例 3 令 w=3+ 和 和 z=5-2i， 计算 zz,lzl 和 w/z. 
解 由 (3) 式 


zzZ=92+(-2) =25+4=29 


对 绝对 值 ，1zF Vzz = V29 ， 为 计算 w/z ， 首 先 分 子 和 分 母 同 乘 以 z， 


(3 ) 式 的 性 质 ， 这 个 运算 可 消去 分 母 中 的 i. 
w 3+ 入 _3+ 和 5+21 _ 15+6i+20i-8 


ee 
< 一 


z $5-2i 5-2i 5+2i 4 +(-2)” 
_ 7+20 _ 7 26. 


29 29 29 


几何 解释 


且 给 出 


即 分 母 的 共 斩 复 数 ， 由 于 


一 个 复数 z= a+ 志 对 应 平面 陈 : 上 的 一 个 点 (a,b)， 如 图 B-1 所 示 ， 水 平 轴 称 为 实 轴 ， 因 
友 它 上 面 的 上 (a,0) 对 应 实数 ， 竺 直 的 轴 称 为 虚 轴 ， 因 为 它 上 面 的 点 (0,b) 对 应 . 形 如 0+ 玉 的 纯 
虚数 ， 简 记 为 bi，z 的 共 斩 复 数 是 z 关于 实 轴 的 镜像 ，z 的 绝对 值 是 从 原点 到 (a,b) 的 距离 . 


虚 轴 


1 
sF=a—bi 


图 B-1 共 恩 复数 是 一 个 镜像 


复数 z=a+tbi 和 w=c+bi 的 加 法 对 应 RR 中 (a,b) 和 (eb) 的 向 量 加 法 ， 如 图 B-2 所 示 . 
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B-2 复数 的 加 法 


为 给 出 复数 乘法 的 图 形 表示 ， 我 们 使 用 以" 中 的 极 坐 标 ， 给 定 一 个 非 零 复 数 
z=a+t+bi 
设 g 是 正 实 轴 和 点 (a,b) 的 夹 角 ， 如 图 B-3 所 示 ， 此 处 -r<9p 和 r， 角 9 称 为 z 的 辐 角 ， 我 
们 记 为 p=argz， 从 三 角 函 数 得 
4 导 zlcosp bjzlsing 
且 
z=a+bi4<zl(cosg+ising) 


|zlcos 9 


B-3  z 的 极 坐 标 
如 果 w 是 另 一 个 非 堆 复数， 如 


waAwl(cosd+isind) 
利用 关于 正弦 和 余弦 两 角 和 的 标准 三 角 公 式 ， 可 以 验证 
wz 十 wllzl[cos(9+O)+isin(?+g9)] (4) 
见 图 B-4， 类 似 可 以 写 出 极 坐 标 形式 的 复数 除法 公式 ， 乘 法 和 除法 公式 可 用 文字 描述 如 
下, 


极 坐 标 系 下 ， 两 个 非 零 复 数 的 乘法 表示 为 它们 绝对 值 的 相 乘 和 辐 角 相 加 . 极 坐 标 系 下 ， 
两 个 非 零 复数 的 除法 表示 为 它们 绝对 值 的 相 除 和 辐 角 之 差 . 


例 4 a. 如 果 w 的 绝对 值 为 1， 那么 w=cos8+isin8 ， 此 处 是 w 的 辐 角 ， 对 任意 非 零 复 
数 z 乘 复 数 w， 简 单 表示 为 复数 z 旋转 如 角度 . 


438 


奉 妥 BB 


图 B-4 极 坐 标 系 中 的 乘法 


b. i 本 身 的 辐 角 为 ， 所 以 ， 用 i 来 乘 复 数 z 是 将 z 旋转 弧度 ， 例如 ， 


(3+iDi=-1+3i， 见 图 B-5. 


图 B-5 乘 以 1i 


复数 的 天 
公式 (4) 中 ， 如 果 z=w=r(cos9+ising)， 则 有 
z* =r (cos209 +isin29) 
z =Z:2” 
=r(cos9 +ising):r’ (cos209 +isin20) 
=7 (cos39 +isin30) 
一 般 地 ， 对 任意 正 整 数 ， 
z" =r*(cosk9 +isinkg) 


这 个 结论 被 称 为 棣 英 弗 定理 . 
复数 和 惧 ” 


3+i 旋转 为 


尽管 到 ?中 的 元 素 和 复 平面 C 是 一 一 对 应 的 ( 见 图 B-6 和 图 B-7 )， 并 且 加 法 实质 上 一 致 
但 逻辑 上 了 和 它 不 同 ， 在 及 上， 我 们 仅 能 对 一 个 向 量 作 标量 乘法 ， 然 而 在 C 上 ， 我们 可 以 对 
任意 两 个 复数 相 乘 ， 并 得 到 第 三 个 复数 .( 及 * 中 的 点 积 不 在 考虑 之 内 ， 原 因 是 它 产生 一 个 数 ， 


此 数 不 是 恨 * 的 元 素 . ) 我 们 用 标量 符号 表示 C 中 的 元 素 ， 以 强调 这 个 区 别 . 
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图 B-6 实 平面 R* 图 B-7 复 平面 C 


adjugate (or classical adjoint) [伴随 矩阵 ] ”矩阵 adj 4 是 方 阵 4 中 (i, 四 位 置 的 元 农 ， 用 4 中 i, 站 元 素 
的 代数 余子 式 代替 后 ， 再 通过 转 置 得 到 的 矩阵 . 

affine transformation [ 仿 射 变换 ] 一 个 形 如 T(x) = Ax +b 的 映射 :及 " 一 及 ” ,此 处 A 是 mxn 阵 且 5b 属于 RR”. 

algebraic multiplicity [代数 重 数 ] 一 个 特征 值 的 重 数 是 作为 特征 方程 的 根 的 重 数 . 

angle [ R’ 或 R’ 中 非 零 向 量 w 和 vv 之 间 的 角度 ] 夹 角 避 是 指 从 原点 到 点 w 和 * 的 两 个 线段 之 间 的 角度 ， 
通过 点 积 联 系 起 来 . : 

«v= loleoss 

associative law of multiplication [乘法 的 结合 律 ] A(B8C)=(4B)C ， 对 所 有 A,B,C 均 成 立 . 

attractor [ 及 ? 中 一 个 动力 系统 的 吸引 子 ] 当 所 有 轨迹 都 趋 于 0 时 的 原点 ， 

augmented matrix [ 增 广 和 矩阵 ] ”一 个 由 线性 方程 组 的 系数 和 矩阵 和 右边 增加 一 列 或 多 列 的 构成 的 矩阵 ， 每 
一 个 增加 的 列 包含 给 定 系数 和 矩阵 对 应 方程 组 右边 的 常数 项 . 

auxiliary equation [辅助 方程 ] 一 个 关于 变量 + 的 多 项 式 方程 ， 来 源 于 齐 次 差分 方程 的 系数 . 


B 


back-substitution (with matrix notation)【[ 双 算 阵 做 回 代 变换 ] 将 阶梯 形 增 广 和 矩阵 变换 为 简化 形式 的 阶 
梯形 矩阵 时 后 一 阶段 的 行 变换 ， 常 用 于 求 方程 组 的 解 ， 

backward phase (of row reduction) [ 行 变换 的 向 后 阶段 ] 化 简 阶 梯形 矩阵 为 简化 阶梯 形 矩 阵 算法 的 向 
后 步 又 . 

band matrix [ 带 形 矩 阵 ] ”一 个 矩阵 ， 它 的 非 零 元 素 位 于 主 对 角 线 的 上 下 两 侧 的 带 形 以 内 . 

basic variable [基本 变量 ] 线性 方程 组 中 对 应 系数 矩阵 主 元 列 的 变量 ， 

basis( for a nontrivial subspace H of a vector space V) [向 量 空间 V 中 的 一 个 非 平 凡 子 空间 五 的 基 ] 一 
个 Y 中 的 向 量 集 8={y,,…,v,}， 使 得 (i) 8 是 线性 无 关 集 , (i 让) 由 有 生成 的 子 空间 和 一 致 ， 即 
H = Span{y,…,v,}. 

如 -coordinates of x [x 的 8 坐标 ] 见 x 相对 于 基 8 的 坐标 . 

best approximation [最 佳 通 近 ] 给 定子 空间 中 高 给 定向 量 的 最 近 点 . 

bidiagonal matrix [两 对 角 线 矩阵 ] ”一 个 非 零 元 素 位 于 主 对 角 线 和 与 主 对 角 线 相 邻 的 一 斜 对 角 线 上 的 和 矩阵 . 

block diagonal (matrix) [分 块 对 角 和 矩阵 ] ”一 个 分 块 矩阵 4=[hy] ， 使 得 iz# j 时 ， 每 一 块 省 是 零 矩 阵 . 
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block matrix [分 块 矩阵 ] ” 见 矩 阵 分 划 . 

block matrix multiplication [分 块 矩 阵 乘法 ] “分 块 后 矩阵 的 行列 乘法 ， 将 块 作为 数 来 对 待 . 

block upper triangular matrix) [上 三 角形 分 块 矩阵 ] ”分 块 矩 阵 A=[4,] ,使 得 一 块 A 对 i> jj 是 零 分 块 . 

B-matrix (for7) [关于 了 的 如 -和 矩阵 ] 对 V 中 关于 基 85 的 一 个 线性 变换 : T:V Vy 对 应 的 矩阵 [7T], ， 它 
具有 如 下 的 性 质 ， 对 VV 中 所 有 的 x，[T(x)]js =[7]s[zr]。 成 立 . 


C 


Cauchy-Schwarz inequality [ 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ] 对 所 有 uw,v 有 |<uv 半 科 | 人 | 

change of basis [ 基 的 变换 ] 见 矩 阵 坐 标 变换 . 

change-of-coordinates matrix (from a basis 8 to a basis C ) [从 一 个 基 6 到 一 个 基 C 的 矩阵 坐标 变换 ] 
一 个 矩阵 P 将 6 坐标 向 量变 换 为 C 坐标 向 量 ，[z] = Plxjs ， 如 果 C 是 到" 中 的 标准 基 ， 那 么 有 时 也 
将 P 记 作 P. 

characteristic equation (of 4) [4 的 特征 方程 ] det(A— 41)=0. 

characteristic polynomial (of 4) [4 的 特征 多 项 式 ] det(4 一 A7) 或 在 有 些 教材 中 ，det(41 -A). 

Cholesky factorization [ 楚 列 斯 基 分 解 ] 一 个 分 解 A= RTR ， 此 处 R 是 一 个 可 北上 三 角形 矩阵 ， 它 的 所 
有 对 角 元 素 为 正 的 . 

codomain (of a transformation7:R" 一 有 R"”) [变换 T:RR" ->R”" 的 余 定 义 域 ] 集合 R" 包含 变换 了 的 值 
域 , 通常 ， 如 果 了 映射 一 个 向 量 空间 V 到 另 一 个 向 量 空间 W， 那 么 W 被 称 为 了 的 余 定义 域 . 

coefficient matrix [系数 矩阵 ] ”一 个 矩阵 ， 它 的 元 素 是 一 个 线性 方程 组 的 系数 . 

cofactor [余子 式 ] 一 个 数 Cy = (-1)"*’qdet 4, ， 称 为 矩阵 4 (i, 门 元素 的 余子 式 ， 此 处 4 是 划 去 4 中 i 行 和 
j 列 后 构成 的 子 和 矩阵 . 

cofactor expansion [余子 式 展开 ] --- 个 计算 det 4 的 公式 ,利用 4 的 一 行 或 一 列 及 其 对 应 的 余子 式 来 展 
片 ， 如 按 第 一 行 展开 ， 

det A= aiCi +…+anC， 
column-row expansion [ 列 - 行 展开 ] AB 乘积 的 表达 式 作 为 外 积 之 和 
col\(A)row(B)}+:…+ col, (A)row,(B) 

此 处 n 是 4 的 列 数 . 

column space (of an mxn matrix 4) [mxn 矩阵 4 的 列 空间 ] 4 所 有 列 的 线性 组 合 的 集合 Col 4， 如 果 
4=[a…a]， 那 么 Col A =Span{a1,…,a,} ， 等 价 地 有 Col A={y:y= Ax, 对 RR" 中 的 一 些 x}. 

column sum [ 列 和 ] 一 个 矩阵 中 一 列 元 素 之 和 . 

column vector [ 列 向 量 ] 只 有 一 列 的 矩阵 或 具有 几 列 的 矩阵 中 的 某 一 列 . 

commuting matrices [和 矩 阵 交 换 ] 两 个 矩阵 使 得 4B = BA. 

companion matrix [友和 矩阵 ] 一 类 特殊 形式 的 和 矩阵， 其 特征 多 项 式 是 (CD p(X) 且 p(4) 是 首 项 为 7 的 特 
殊 多 项 式 . 

complex eigenvalue [ 复 特征 值 ] ”一 个 mxzn 和 矩阵 特征 多 项 式 的 非 实 根 . 
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complex eigenvector [ 复 特征 向 量 ] C” 中 的 非 零 向 量 x， 使 得 hz =Ax ， 此 处 4 是 一 个 nxn 和 矩阵 ， 1 
是 一 个 复 特征 值 . 
component of y orthogonal to un (foruzx0) [y 正 交 于 xxzzx0 的 分 量 ] 向 量 yt . 


composition of linear transformations [线性 变换 的 复合 ] 由 连续 应 用 两 个 或 更 多 的 线性 变换 产生 的 映 
射 ， 如 果 这 些 变换 是 矩阵 变换 ， 例 如 ， 左 乘 B 之 后 接着 左 乘 4， 那么 复合 结果 是 映射 x 卢 A(Bx). 

condition number (of4) [4 的 条 件数 ] 商 o1/o, ， 此 处 o, 是 4 的 最 大 特征 值 且 o, 是 最 小 的 特征 值 ， 如 
朵 0, 是 零 ， 条 件数 是 +o0. 

conformable for block multiplication [与 分 块 乘法 相 一 致 ] ”两 个 分 块 矩 阵 4 和 B, 其 分 块 使 得 乘积 4B 有 
定义 ， 即 4 的 列 分 块 等 于 B 的 行 分 块 。 

consistent linear System [ 相 容 的 方程 组 ] 至 少 具有 一 个 解 的 一 个 线性 方程 组 . 

constrained optimization [条 件 优化 ] 当 给 出 x 的 一 个 或 更 多 限制 时 ， 一 个 量 的 最 大 化 问题 ， 例 如 满足 
条 件 x xz=1 或 xmv=0,， 量 xr4r 或 |4zxl 的 最 大 化 问题 . 

consumption matrix [消费 矩阵 ] 列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 中 的 一 个 和 矩阵， 它 的 列 是 经 济 体系 中 各 个 部 门 
的 单位 消耗 向 量 . 

contraction [压缩 ] 对 一 些 数 做 映射 xFy rx ， 此 处 0<r<l. 

controllable (pair of matrices ) [可 控制 矩阵 对 ] ”一 个 矩阵 对 (4,B) ，4 是 mx 和 矩阵， 有 有 nn 行 并 且 满 足 

rank[B AB A’B:.. A™B]=n 

相关 的 是 控制 系统 中 的 状态 空间 模型 和 差分 方程 Yu = Ax; + Bui(k = 0,1,…). 

convergent (Sequence of vectors ) [收敛 向 量 序列 ] 一 个 序列 {x} ， 如 果 庆 足够 大 ， 使 得 x, 中 的 元 素 
可 以 接近 某 些 固定 向 量 中 的 元 素 . 

coordinate mapping (determined by an ordered basis 8 in a vector space V) [一 个 向 量 空间 的 有 序 基 
所 确定 的 坐标 映射 ] ”一 个 将 Y 中 每 一 个 x 与 它 的 坐标 向 量 [x]js 联 系 起 来 的 映射 

coordinates of x relative to the basis 8={b,…,b,} [x 相对 于 基 如 ={b1,…,b,) 的 坐标 ] 适合 方程 
二 = CE +… 十 cnb, 的 系数 cc，. 

coordinate vector of x relative to B [x 相对 于 基 妈 的 坐标 向 量 ] ”向量 [xz]。， 其 中 的 元 素 是 x 在 基 B 下 的 
坐标 

covariance (of variables x,and x,, foriz j) [变量 x; 和 变量 x; 的 协 方差 (i 让] 对 一 个 观测 矩阵 的 协 
方差 矩阵 5 中 的 元 素 s, ， 此 处 ，x; 和 x 分 别 遍历 观测 向 量 中 所 有 i 和 j 的 坐标 . 

covariance matrix (or sample covariance matrix) [ 协 方差 矩阵 〈 或 样本 协 方差 矩阵 ) ] pxp 和 矩阵 5， 
定义 为 $=(N 一 1D)""B8B" ， 此 处 有 是 一 个 px 平均 偏差 形式 的 观测 矩阵 . 

Cramers Rule [克拉 默 法 则 ] 当 4 是 可 逆 矩 阵 时 ， 公 式 给 出 方程 组 hr =5 的 一 个 解 中 的 每 个 元 素 取 值 . 

cross-product term [交叉 乘积 项 ] 二 次 型 中 的 项 cx,x, ， 其 中 i j. 


D 


decoupled system [ 解 耦 系统 ] ”一 个 差分 方程 ys = Ay; ， 或 微分 方程 y(t) = Ay(1) ， 此 处 4 是 对 角 和 矩阵 ， 
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离散 变化 方程 中 六 (作为 一 个 关于 大 的 函数 ) 的 每 个 分 量 或 连续 变化 方程 中 向 量 值 函 数 y(t) 的 每 个 
分 量 ， 当 大 一 oo 或 ! 一 ceo 时， 不 受 其 他 分 量变 化 的 影响 ， 

design matrix 【设计 矩阵] 在 线性 模型 y?>=XpB+e 中 的 矩阵 X， 此 处 和 的 列 ， 以 某 种 方式 由 一 些 独 立 变 
量 的 观测 值 所 确定 . 

determinant (of a square matrix 4) [一 个 方 阵 4 的 行列 式 ] 数 det4 归纳 定义 为 4 的 第 一 行 余 子 式 的 
展开 . 也 等 于 (-17 乘 以 由 4 作 行 变换 而 得 到 的 任何 阶梯 矩阵 六 中 对 角 元 素 的 乘积 ， 该 阶梯 矩阵 是 通 
过 行 替换 和 + 次 行 交 换 得 到 ( 但 没有 行 的 倍 乘 变换 ) . 

diagonal entries (in a matrix) [一 个 和 矩阵 的 对 角 元 素 ] 元 素 具 有 相同 的 行 下 标 和 列 下 标 . 

diagonalizable (matrix) [可 对 角 化 矩阵 ] 一 个 矩阵 可 以 写成 分 解 形式 PDP™" ,此 处 DD 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 
已 是 一 个 可 逆 和 矩阵 . 

diagonal matrix [对 角 和 矩 阵 ] ”一 个 方 阵 ， 不 在 主 对 角 线 上 的 所 有 元 素 为 零 . 

difference equation (or linear recurrence relation ) [差分 方程 (或 线性 回归 方程 》] 一 个 形 如 x, = 
Axi (k=0,1,2,…) 的 方程 ， 它 的 解 是 一 个 向 量 序列 ， xo,x1,…. 

dilation [ 拉 伸 变换 ] 对 标量 ">， 作 变换 xFy* 区 ， 其 中 +r>1. 

dimension (of a vector space Y) [向 量 空间 Y 的 维 数 ] V 的 一 个 基 中 向 量 的 个 数 ， 记 作 dim Y， 零 空间 
的 维 数 为 零 . 

discrete linear dynamical system [离散 线性 动力 系统 ] 一 个 形 如 xi = Ax; 的 差分 方程 ， 描 述 随时 间 演 
变 的 系统 变化 ( 常 指 物理 系统 )， 物 理 系 统 用 离散 时 刻 来 度量 ， 当 上 = 0,12,…, 且 系 统 在 时 刻 大 时 的 状 
态 是 一 个 向 量 ， 其 元 素 给 出 所 感 兴趣 的 事实 . 

distance between u andv [wu 和 之 间 的 距离 ] 向 量 w-v 的 长 度 ， 记 作 dist(u,v). 

distance to a subspace [到 一 个 子 空间 的 距离 ] 从 一 个 给 定点 ( 向量 ) ”到 一 个 子 空间 的 最 近 点 的 距离 . 

distributive laws [分 配 律 ] 对 所 有 4,B,C,( 左 ) A(B+C)=AB+AC 和 ( 右 ) (B+C)A4=BA+Ch 

domain (of a transformation T7)〉 [变换 了 的 定义 域 ] T(x) 有 定义 的 向 量 x 的 集合 . 

dot product [点 积 ] 见 内 积 . 

dynamical system [动力 系统 ] 见 离 散 线 性 动力 系统 . 


E 


echelon form (or row echelon form,of a matrix) [矩阵 的 阶梯 形式 (或 行 阶梯 形式 ) ] “一 个 阶梯 矩阵 行 
等 价 于 给 定 和 矩阵 . 

echelon matrix (or row echelon matrix) 阶梯 和 矩阵 〈 或 行 阶梯 和 矩阵) ] ”一 个 长 方形 的 矩阵 具有 三 个 特 
性 : (1) 所 有 非 零 行 位 于 所 有 和 零 行 的 上 方 ,( 2 ) 每 一 个 一 行 中 的 主 元 素 所 在 列 处 于 上 行 主 元 素 所 在 
列 的 右边 . (3 ) 在 主 元 素 之 下 的 所 有 同一 列 的 元 素 是 零 . 

eigenfunctions (of a differential equation xD) = Ax(1) ) [一 个 微分 方程 x(1) = Ax(1) 的 特征 函数 ] 一 个 函 
数 x(1)=ve” ， 此 处 vy 是 4 的 特征 向 量 且 4 是 对 应 的 特征 值 . 

elgenspace (of 4 corresponding to 4) [和 矩 阵 4 对 应 4 的 特征 子 空间 ] ”Ax = hx 所 有 解 的 集合 ， 它 包含 零 
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癌 量 和 所 有 对 应 4 的 特征 向 量 ， 此 处 4 是 4 的 一 个 特征 值 . 

eigenvalue (of 4) [4 的 特征 值 ] ”一 个 数 4， 使 得 方程 hx = 4z 有 一 个 非 零 向 量 解 x. 

eigenvector (of 4) [4 的 特征 向 量 ] 一 个 非 零 向 量 x， 使 得 Ax = hx 对 一 些 数 4 成 立 . 

eigenvector basis [特征 向 量 基 ] 包含 给 定 矩 阵 的 全 部 特征 向 量 的 基 . 

eigenvector decomposition (of x) [x 的 特征 向 量 分 解 ] 一 个 方程 ，x = cm+…+cw ， 表 示 x 作为 矩阵 
特征 向 量 的 线性 组 合 . 

elementary matrix [初等 矩阵 ] ”一 个 可 逆 和 矩阵， 它 是 对 单位 矩阵 作 一 次 基本 行 变换 得 到 的 矩阵 

elementary row operations [初等 行 变换 ] 〈 1 X 替换 ) 用 自己 所 在 行 与 其 他 行 的 倍数 之 和 替换 _ 行 ，( 2 ) 
交换 两 行 . (3 ) ( 倍 乘 ) 用 非 零 数 乘 某 行 的 所 有 元 素 . 

equal vectors [相等 向 量 ] R" 中 对 应 的 元 素 相同 的 向 量 . 

equilibrium prices [平衡 价格 ] 经济 体 系 中 各 个 部 门 总 支出 的 价格 集合 ， 使 得 每 个 部 门 的 总 收入 与 总 支 
出 正好 均衡 . 

equilibrium vector [平衡 向 量 ] 见 稳 态 向 量 . 

equivalent (linear) systems [等 价 的 线性 系统 ] 具有 同样 解 集 的 线性 系统 . 

exchange model [交换 模型 ] 见 列 昂 惕 夫 交 换 模 型 . 

existence question [存在 性 问题 ] “一 个 系统 的 解 是 否 存在 ? ”， 即 “系统 是 否 相 容 ? ”， 也 是 “对 所 有 
5，4x = 的 一 个 解 是 否 存在 ?“” 

expansion by cofactors [用 余子 式 展开 ] 见 余 子 式 展开 . 

explicit description (of a subspace W of R” ) [ 显 式 描述 RR" 中 一 个 子 空间 几 用 参数 表示 W， 它 是 一 
个 特殊 向 量 集合 的 所 有 线性 组 合 的 全 体 . 


F 


factorization (of 4) [4 的 分 解 ] 将 4 表示 为 两 个 或 更 多 和 矩阵 乘积 的 一 个 方程 . 

final demand vector (or bill of final demands) [最 终 需求 向 量 (或 最 终 需 求 的 清单 ) ] Leontief 投入 - 
产 出 模型 中 的 向 量 d， 列 出 部 分 经 济 体系 中 非 生 产 性 的 各 部 门 货物 和 服务 的 价值 问 量 4 可 以 表示 消 
费 者 需求 、 政 府 消费 、 生 产 者 剩余 、 出 口 或 外 部 需求 . 

finite-dimensional (vector space) [有 限 维 向 量 空间 ] 一 个 由 有 限 个 向 量 的 集合 所 生成 的 向 量 空间 . 

flexibility matrix [弹性 矩阵 ] ”一 个 矩阵 ， 当 单 位 大 小 的 力作 用 在 粱 的 第 7 个 点 时 , 它 的 第 j 列 给 出 该 弹性 
染 在 特定 点 处 的 弯曲 . 

floating point arithmetic [ 浮 点 算术 运算 ] 数字 用 十 进 制 +0.4…d X10" 表示 ， 此 处 + 是 一 个 整数 且 表 示 
小 数 点 右边 的 位 字 ， 数 p 常常 位 于 8 和 16 之 间 . 

flop [ 浮 运 算 ] 两 个 实 浮 点 数 的 一 次 算术 运算 (+，-，*,/) . 

forward phase (of row reduction ) [ 行 简 化 的 向 前 阶段 ] 简化 一 个 抢 阵 为 阶梯 矩阵 的 第 一 部 分 算法 . 

Fourier approximation (of order n〉[n 阶 傅 里 时 通 近 ] 在 n 阶 三 角 多 项 式 子 空间 中 ， 与 空间 C[0,2x] 中 
给 定 函 数 的 距离 最 近 的 点 . 
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Fourier coefficients [ 傅 里 时 系数 ] 在 健 里 叶 描 近 一 个 函数 中 ， 三 角 多 项 式 的 系数 . 

Fourier series [ 傅 里 叶 级 数 ] ”一 个 无 穷 级 数 ， 在 内 积 空间 C[0,2xj 内 收敛 于 一 个 函数 ， 其 内 积 由 一 个 定 
积分 确定 . 

free variable [自由 变量 ] 一 个 线性 方程 组 中 不 是 基本 变量 的 任意 变量 . 

full rank (matrix) 【 满 秩 矩阵 ] 一 个 mxn 矩阵， 它 的 秩 等 于 m 入 的 最 小 值 . 

fundamental set of solutions [基础 解 系 ] 齐 次 线性 方程 或 齐 次 微分 方程 所有 人 解构 成 的 集合 的 一 个 基 . 

fundamental subspaces (determined by 4) [4 的 基础 子 空间 ] A 的 等 空间 和 4 的 列 空间 以 及 A4' 的 零 
空间 和 47 的 列 空间 ，Col A' 常 称 为 4 的 行 空 间 . 


6G 


Gaussian elimination [高 斯 消 元 ] 见 行 化 简 方 法 . 

general least-squares problem [一 般 的 最 小 二 乘 问题 ] 给 定 一 个 mxn 和 矩阵 4 和 一 个 属于 及” 的 向 量 b， 
求 属于 RR" 的 土 ， 使 得 已- 48 和 区- Ax| 对 所 有 RR" 中 的 x 成立. 

general solution (of a linear system) [一 个 线性 方程 组 的 通 解 ] 参数 表示 的 解 集合 ， 它 用 任意 参数 形 
式 的 自由 变量 表示 基本 变量 ,在 1.5 节 之 后 ， 参 数 表示 被 写成 向 量 形式 . 

Givens rotation [ 吉 温 斯 旋转 ] 计算 机 中 使 用 的 从 了 R" 到 RR" 的 线性 变换 ， 其 作用 是 产生 一 个 向 量 ( 常 指 
矩阵 的 一 列 ) 中 的 替 元 素 . 

Gram matrix (of A) [矩阵 4 的 格拉 姆 矩阵 ] 和 矩阵 474 

Gram-Schmidt process [格拉 姆 - 施 密 特 方 法 ] ”对 生成 子 空间 的 给 定向 量 集合 ， 生 成 正 交 或 单位 正 交 基 
的 一 个 算法 . 


H 


homogeneous coordinates [ 章 次 坐标 ] 在 下- 中 ， 对 任何 互 #x0 ， 将 (x,y,z) 表 示 为 (X,Y,Z,H)， 此 处 
X=X/H,y=Y/H 和 z=Z/H . 在 RR 中, 电 常 取 作 1，(x,y) 的 齐 次 坐标 常 写成 (x,y,1). 

homogeneous equation [ 齐 次 方程 ] 一 个 形 如 4xr =0 的 方程 ,可 能 写成 是 一 个 向 量 方程 或 一 个 线性 方程 组 . 

Householder reflection [ 豪 斯 鹤 尔 德 镜 像 ] 一 个 变换 x 卢 Ox ,此 处 CQ=7-2uu7 且 w 是 一 个 单位 向 量 (u 人 Tu=1). 


identity matrix ‘(denoted by I or 1,〉[ 单 位 和 矩阵 《 记 作 71 或)] 一 个 对 角 线 上 为 1、 其 他 元 素 为 0 的 方 阵 . 

il-conditioned matrix [病态 矩阵 ] 一 个 具有 大 的 (或 者 无 穷 大 ) 条 件数 的 矩阵 ; 如 果 和 矩阵 中 的 一 些 元 素 
改变 一 点 ， 和 矩阵 是 奇异 矩阵 或 会 变 成 奇异 矩阵 . 

Image (of a vector x under atransformation 7) [一 个 向 量 在 一 个 变换 了 下 的 像 ] 用 TT 指定 给 x 的 向 量 T(x). 

Implicit description (of a subspace W of RRR" ) [RR' 的 一 个 子 空间 W 的 隐 式 描述 ] 一 个 或 多 个 齐 次 方程 
的 解 集合 描述 W 中 点 的 特性 . 
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Imx [x 的 虚 部 ] 由 C' 中 向 量 x 的 虚 部 元 素 所 形成 的 RR" 中 的 向 量 . 

inconsistent linear system [不 相 容 线性 方程 组 ] 一 个 没有 解 的 线性 方程 组 . 

indefinite matrix [不 定 矩 阵 ] 一 个 对 称 和 矩阵 4， 使 得 x"Ahx 的 值 既 有 正 值 又 有 负 值 . 

indefinite quadratic form [不 定 二 次 型 ] 一 个 二 次 型 0， 使 得 Q(x) 既 有 正 值 又 有 负 值 . 

infinite-dimensional (vector space) [无 限 维 向 量 空间 ] ”一 个 非 零 问 量 空间 没有 有 限 基 . 

inner product [内 积 ] 数量 w'y ， 常 写成 wv ， 此 处 w 和 vv 是 RR" 中 的 向 量 ， 作 为 nx1 和 矩阵 ， 也 称 为 u 和 
v 的 点 积 . 一 般 地 ， 一 个 向 量 空间 中 的 函数 ， 给 出 每 一 对 向 量 & 和 vw 对 应 的 一 个 数 <wu,v > ， 它 满足 
一 些 公理 ， 见 6.7 节 . 

inner product space [内 积 空间 ] 一 个 已 定义 了 内 积 的 向 量 空间 . 

input-output matrix [投入 产 出 和 矩阵] 见 消费 矩阵 . 

input-output model [投入 产 出 模型 ] ” 见 列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 . 

intermediate demands [中 间 需 求 ] ”对 货物 或 服务 的 需求 会 被 消耗 在 其 他 货物 生产 过 程 中 或 顾客 的 服务 
中 ， 如 果 x 是 生产 水 平 且 C 是 消费 和 矩阵， 那么 Cx 列 出 中 间 需 求 . 

interpolating polynomial [插值 多 项 式 ] 一 个 多 项 式 ， 其 图 像 通过 及 ’ 中 的 一 个 点 集 的 每 一 个 点 . 

invariant subspace ( for 4 ) [4 的 不 变 子 空间 ] 一 个 子 空间 五 ,， 使 得 当 xeH 时 ，Ahx 仍然 属于 HH. 

inverse (of annxn matrix 4A) [一 个 mxn 和 矩阵 4 的 道 ] 一 个 mx 和 矩阵 4 使 得 44 = 4 "A=1,. 

inverse power method [ 逆 村 法 ] 当 具 有 4 的 一 个 好 的 初始 估计 时 ， 一 个 估计 方 阵 特 征 值 4 的 算法 . 

invertible linear transformation [可 逆 线 性 变换 ] 一 个 线性 变换 T:R" 一 下" ， 使 得 存在 一 个 函数 
9: 月 "一 及 "对 所 有 xxe 玉 " ,满足 T(S(x))=x 和 S(T(x))=x. 

invertible matrix [可 逆 的 矩阵 ] ”一 个 具有 道 阵 的 方 阵 . 

isomorphic vector spaces [ 同 构 向 量 空间 ] 两 个 向 量 空 间 了 和 W， 且 存在 一 个 一 对 一 线性 变换 T, 将 V 
映 上 到 WwW. 

isomorphism [ 同 构 ] 从 一 个 向 量 空间 到 另 一 个 向 量 空间 的 一 个 一 对 一 线性 映射 . 


K 


kernel (of a linear transformation T:V 一 W ) [一 个 线性 变换 T:V 一 多 的 核 ] V 中 满足 T(x)=0 的 所 
有 x 的 集合 ， 

Kirchhoff's Laws [ 基 尔 霍 夫 定律 ] (1)( 电 压 定律 ) 环 路 中 一 个 方向 上 的 电压 降 RI 的 代数 和 等 于 环 路 
中 同一 方向 电源 电压 的 代数 之 和 .( 2 )( 电流 定律 ) 一 个 分 支 中 的 电流 是 流向 该 分 支 环 路 电流 的 代数 和 . 


L 


ladder network [梯形 网 络 ] 一 个 由 两 个 或 更 多 电路 串联 而 成 的 电路 网 络 . 

leading entry [ 首 项 元 素 ] 一 个 和 矩阵 一 行 中 最 左边 的 非 零 元 素 . 

least-squares error [最 小 二 乘 误差 ] 从 bb 到 寻 的 距离 上 -4 外， 其 中 是 hx = 的 一 个 最 小 二 乘 解 . 
least-squares line [最 小 二 乘 直线 ] 直线 y= + 有 x ， 使 得 方程 y=XB+e 的 最 小 二 乘 误差 达到 最 小 . 
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least-squares solution (of Ax =b ) [方程 hx =6b 的 最 小 二 乘 解 ] 一 个 向 量 使 得 对 所 有 属于 及 "的 x 有 
jp -4s|<bp -ax| 

left inverse (of 4) [4 的 左 逆 ] 任何 矩形 矩阵 C 使 得 CA=1. 

left-multiplication (by A4)〉 [用 4 左 乘 ] 用 4 左 乘 一 个 向 量 或 一 个 矩阵 . 

left singular vectors (of 4) [4 的 左 奇异 向 量 ] 在 奇异 值 分 解 A4=UZV' 中 的 U0 的 列 . 

length (or norm of ") [v 的 长 度 或 范 数 ] 数 且 |=Vrv = Vv,v). 

Leontief exchange (or closed) model [ 列 昂 惕 夫 交 换 (或 封闭 ) 模型 ] 经 济 体系 中 的 一 个 投入 和 产 出 
都 固定 的 模型 ， 且 部 门 产 出 的 一 组 价格 ， 要 求 满足 每 个 部 门 的 收入 等 于 该 部 门 的 支出 . 这 个 “平衡 ” 
条 件 表示 为 一 个 价格 未 知 的 线性 方程 组 . 

Leontief input-output model (or Leontief production equation ) [ 列 昂 惕 夫 投 入 产 出 模型 (或 列 昂 惕 夫 产 
量 方程 ) ] 方程 x=Cx+d ， 其 中 x 是 产量 ,4d 是 最 终 需 求 ，C 是 消费 (或 投入 产 出 ) 矩阵 . C 的 第 
j 列 给 出 该 部 门 第 j 个 顾客 每 单位 产 出 的 投入 . 

linear combination [线性 组 合 ] 向 量 标量 乘法 之 和 ， 其 中 标量 称 为 权 值 . 

linear dependence relation [线性 相关 关系 ] 一 个 齐 次 向 量 方程 具有 特殊 的 权 值 系数 ， 且 至 少 一 个 权 值 
不 为 零 . 

linear equation (in the variables xp 和 ) [变量 xz 的 线性 方程 ] 一 个 可 以 写成 形 如 
ax 十 42Xy 十 … 二 qnxn =b 的 方程 ， 此 处 b 和 系数 qa1,…,a, 是 实 或 复数 . 

linear filter [线性 滤波 ] 一 个 线性 差分 方程 用 于 变换 离散 时 间 信 号. 

linearly dependent (vectors) [线性 相关 向 量 ] 带 标 号 向 量 的 集合 {y1,…,v,} 具 有 性 质 ， 存 在 不 全 为 零 的 
权 值 c1,…,c, ， 使 得 cmw +…+crp =0， 即 向 量 方程 ey) + cov， +…+cop=0 有 一 组 非 零 解 . 

linearly independent (vectors ) [线性 无 关 向 量 ] 带 标号 向 量 的 集合 {y1,…,v,} 具 有 性 质 ， 向 量 方程 
cy +czyz 十 …+copp =0 只 有 平凡 解 ce=…=cvr=0. 

linear model (in statistics) [统计 中 的 线性 模型 ] ”任何 形 如 ?=XpB+e 的 方程 ， 此 处 X 和 yy” 是 已 知 的 ， 
有 的 选取 ， 使 得 剩余 向 量 e 的 长 度 最 小 . 

linear system [线性 系统 ] ”一 个 或 多 个 包含 同样 变量 如 和 的 线性 方程 集合 . 

linear transformation T (from a vector space V into a vector space W) [从 向 量 空间 到 向 量 空间 太 的 
线性 变换 ”一 个 法 则 了 指定 V 中 任 一 向 量 x 对 应 W 中 惟一 向 量 T(x) ,使 得 (i) 对 任意 V 中 的 向 
量 wv， 有 Tu+v)=T(w)+T(v). 上 且 ( 让 ) 对 Y 中 所 有 向 量 w 和 所 有 数 ce， 有 T(cu)=cT(w) .记号 : 
7T:Y 一 多 ; 当 T:R" 一 R” 和 4 是 7T 的 标准 矩阵 时 ， 也 可 表示 为 x 局 hz . 

line through p parallel to v [通过 p 有 目 平 行 y 的 直线 ] 集合 {pt+w:teR}. 

loop current [闭路 电流 ] 流 过 一 个 回路 电流 的 总 和 ， 使 得 回路 中 RI 电压 降 的 代数 和 等 于 回路 中 电源 电 
压 的 代数 和 . 

lower triangular matrix [下 三 角形 和 矩阵] 一 个 对 角 线 以 上 的 元 素 全 为 零 的 矩阵 . 

lower triangular part (of4) [4 的 下 三 角形 部 分 ] 一 个 下 三 角形 矩阵 ， 它 的 位 于 主 对 角 线 和 对 角 线 以 下 
的 元 素 与 4 中 同样 位 置 的 元 素 相 同 . 

LU factorization [LU 分 解 ] 一 个 矩阵 4 形 如 4=ZU 的 表示 ， 此 处 工 是 对 角 线 上 元 素 为 1 的 下 三 角形 方 
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阵 ( 一 个 单位 下 三 角形 矩阵 )，U 是 4 的 一 个 阶梯 矩阵 . 
M 


magnitude (of a vector) [一 个 向 量 的 长 度 ] 见 范 数 . 

main diagonal (of a matrix) [一 个 矩阵 的 主 对 角 线 ] 具有 相同 行 下 标 和 列 下 标的 元 素 ， 

mapping [映射 ] 见 变 换 . 

Markov chain [马尔 可 夫 链 ] 一 个 概率 向 量 序列 xoz,xzz… 连 同 随机 矩阵 P， 使 得 x ,= Px, 对 任意 
上 = 0,12,……, 成立. 

matrix[ 和 矩阵 ] -个 和 矩形 数组 . 

matrix equation [矩阵 方程 ] 一 个 至 少 包含 一 个 矩阵 的 方程 ， 例 如 ，Ax =8 . 

matrix for 7 relative to bases 8 and C [相对 于 基 召 和 基 C 的 和 矩阵 有 ”对 一 个 线性 变换 T:V 一 W 的 矩阵 
M, 具 有 性 质 , 对 任何 属于 V 的 x, 有 [T(x)]c =M[Lxjs ,此 处 8 是 V 的 基 ,C 是 WW 的 基 . 当 W =V 和 C=8B8 
时 ， 和 矩阵 M 被 称 为 了 的 8 矩阵， 和 且 记 为 [T]s. 

matrix of observations [观测 矩阵 ] 一 个 pxN 矩阵 , 它 的 列 是 观测 向 量 ， 每 一 列 给 出 一 个 特定 总 体 或 集 
合 中 的 个 体 或 对 象 的 p 个 测量 值 . 

matrix transformation [矩阵 变换 ] 一 个 映射 x hr ， 此 处 4 是 一 个 mxn 和 矩 阵 ，x 表示 RR" 中 的 任意 向 
量 . 

maximal linearly independent set (in V) [V 中 最 大 的 线性 无 关 集 ] V 中 一 个 线性 无 关 和 集合 8， 使 得 属于 
V,， 但 不 属于 8 的 一 个 向 量 V 添 加 到 8 中 ， 则 新 集合 是 线性 相关 的 . 

mean-deviation form (of a matrix of observations) [一 个 观测 矩阵 的 平均 偏差 形式 ] 一 个 矩阵 ， 它 的 
行 问 量 是 平均 偏差 形式 ， 任 一 行 元素 之 和 为 零 . 

mean-deviation form (of a vector) [一 个 向 量 的 平均 偏差 形式 ] 一 个 元 素 之 和 为 零 的 向 量 . 

mean square error [ 均 方 误差 ] 内 积 空 间 中 一 个 通 近 的 误差 ， 此 处 的 内 积 由 定 积分 来 定义 . 

migration matrix [迁移 矩阵 ] ”一 个 矩阵 给 出 不 同位 置 间 从 一 个 阶段 到 下 一 阶段 移动 的 百分比 . 

minimal spanning set(for a subspace 有 H) [一 个 子 空间 的 最 小 生成 集 ] 集合 8 生成 晶 并 且 具 有 性 质 ， 
如 果 B 中 的 任 一 元 素 从 5 中 去 掉 ， 则 新 的 集合 不 能 生成 H. 

mxn matrix [mx 和 矩阵 ] 一 个 具有 m 行 和 nn 列 的 矩阵 . 

Moore-Penrose inverse [ 穆 尔 - 彭 罗 斯 送 ] 见 伪 逆 . 

multiple regression [多 元 回归 ] 一 个 线性 模型 包含 多 个 线性 无 关 变 量 和 一 个 相关 变量 . 


N 


nearly singular matrix [几乎 奇异 矩阵 ] 一 个 病态 矩阵 . 

negative definite matrix [ 负 定 矩阵 ] 一 个 对 称 和 矩阵 A4， 使 得 对 所 有 x0 ， 有 x'Ahx <0 成 立 . 
negative definite quadratic form [ 负 定 二 次 型 ] 一 个 二 次 型 G， 使 得 对 所 有 x0， 有 Q(x)<0 成 立 . 
negative semidefinite matrix [ 半 负 定 矩 阵 ] 一 个 对 称 和 矩阵 A4， 使 得 对 所 有 x， 有 x'Ax < 0 成 立 . 
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negative semidefinite quadratic form [ 半 负 定 二 次 型 ] 一 个 二 次 型 @， 使 得 对 所 有 x，Q(x)< 0 成 立 . 

nonhomogeneous equation [ 非 齐 次 方程 ] 一 个 形 如 hx =b 且 b5zx0 的 方程 ,也 可 以 表示 一 个 向 量 方程 或 
一 个 线性 方程 组 . 

nonsingular (matrix) [ 非 奇 异 和 托 阵 ] ”一 个 可 逆 和 矩阵 . 

nontrivial solution [ 非 平凡 解 ] 齐 次 方程 或 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 非 零 解 . 

nonzero (matrix orvector) [ 非 零 (矩阵 或 向 量 ) ] 一 个 矩阵 ( 可 能 仅 有 一 行 或 仅 有 一 列 ) 包含 至 少 一 
个 非 零 元 素 . 

norm (or length of ") [»v 的 范 数 或 长 度 ] 标量 上 p= Vyrv = Vvv) . 

normal equations [标准 方程 ] 表示 为 4I4x = 4 冯 的 方程 ， 它 的 解 给 出 Ax =5 的 所 有 最 小 二 乘 解 . 
在 统计 学 中 ， 常 见 的 记号 是 X"XB=X'y. 

normalizing (a nonzero vector vy ) [一 个 非 零 向 量 的 单位 化 ] 用 v 的 正 倍 数 得 到 一 个 单位 向 量 w 的 过 程 . 

null space(of an mxn matrix 4)[ 一 个 闫 xn 矩阵 4 的 零 空 间 ] 齐 次 方程 hx =0 的 所 有 解 的 集合 Nul A. 
Nul A={x:x 属 于 R"HAx=0). 


O 


observation vector [观测 向 量 ] 线性 模型 y=XB+e 中 的 向 量 y， 此 处 y 的 元 素 是 因 变 量 的 观测 值 . 

one-to-one (mapping) [一 对 一 映射 ] 一 个 映射 7:R" 一 民 ”", 使 得 RR” 中 的 每 一 个 b 是 RR" 中 最 多 一 个 元 
素 x 的 像 . 

onto (mapping) [ 映 上 映射 ] 一 -个 映射 T: 民 " 一 及 ”, 使 得 及 ”中 的 每 一 个 元 素 是 及 " 中 至 少 一 个 元 素 x 的 像 . 

origin [原点 ] 零 向 量 . 

orthogonal basis [ 正 交 基 ] 一 个 基 ， 它 也 是 一 个 正 交 集合 . 

orthogonal complement (of W) [多 的 正 交 补 ] 与 W 中 所 有 向 量 都 正 交 的 集合 Wt. 

orthogonal decomposition [ 正 交 分 解 ] 一 个 向 量 y 表示 为 两 向 量 之 和 , 一 个 向 量 在 特定 的 子 空间 W 中 ， 
男 一 向 量 在 空间 W*. 一 般 地 ， 分 解 y=cw+…+cpu, ， 这 里 {u,…,u,】 是 包含 y 的 子 空间 的 一 个 正 
交 基 . 

orthogonally diagonalizable (matrix) [可 正 区 对 角 化 矩阵 ] 和 矩阵 4 有 一 个 分 解 4= PDP- ,其 中 P 是正 
交 答 阵 (P"=P') 且 DD 是 对 角 和 矩阵 . 

orthogonal matrix [ 正 交 和 矩阵] 一 个 可 北方 阵 U， 使 得 U1=UT. 

orthogonal projection of y onto u (or onto the line through u and the origin, foru #0 ) [y 在 zx 上 的 正 交 


投影 (或 在 通过 wx 和 原点 的 直线 上 的 投影 ， 其 中 xz0) ] 向 量 $ 了 定义 为 =u. 
HH 


orthogonal projection of y onto W Ly 在 W 上 的 正 交 投影 ] W 中 的 惟一 向 量 了 ,使 得 y-9 了 与 W 正 交 ， 
记号 了 人 = projwy . 

orthogonal set [ 正 交 集 ] 向 量 5 的 集合 ， 使 得 对 5 中 的 不 同 向 量 w,v ， 有 wv =0 成 立 . 

orthogonal to W [与 W 正 交 ] 与 W 中 任 一 向 量 正 交 . 

orthonormal basis [单位 正 交 基 ] 一 个 由 单位 正 交 向 量 集 合 构成 的 基 . 
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orthonormal set [单位 正 交 集 ] 一 个 由 单位 向 量 构 成 的 正 交集 合 . 

outer product [外 积 ] ”一 个 矩阵 乘积 tp ， 此 处 & 和 vy 是 避 " 中 作为 nx1 和 矩阵 的 向 量 . ( 转 置 符 号 在 符号 
和 v 的“ 外侧 ”) . 

overdetermined system [ 超 定 方程 组 ] 一 个 线性 方程 组 中 ,方程 的 个 数 多 于 未 知 变量 的 个 数 . 


P 


parallelogram rule for addition [加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ] ”两 个 向 量 w 和 vy 之 和 是 w,v 和 0 确定 的 平行 四 
边 形 的 对 角 线 的 几何 解释 . 

parameter vector [参数 向 量 ] 线性 模型 y=XXB+e 中 的 未 知 向 量 有 . 

parametric equation of a line [一 条 直线 的 参数 方程 ] 一 个 形 如 x=p+rm (上 属于 及 ) 的 方程 . 

parametric equation of a plane [一 个 平面 的 参数 方程 ] 一 个 形 如 x=pt+su+tv (5 属于 下 ) 的 方程 ， 
其 中 & 和 v 是 线性 无 关 的 向 量 . 

partitioned matrix (of block matrix) [矩阵 分 划 (或 分 块 矩 阵 ) ] 一 个 矩阵 ， 它 的 元 素 本 身 是 适当 大 小 
的 矩阵 . 

permuted lower triangular matrix [ 羡 换 下 三 角形 矩阵 ] 一 个 和 抢 阵 ,通过 行 置换 后 构成 一 个 下 三 角形 和 矩阵， 

permuted LU factorization [置换 LU 分 解 ] 一 个 形 如 4=ZU 的 和 矩阵 分 解 表示 ， 此 处 工 是 一 个 行 置换 后 
形成 的 单位 下 三 角形 方 了 省，U 是 4 的 一 个 阶梯 形 和 矩阵 . 

pivot [ 主 元 ] 一 个 非 零 数 ， 或 者 在 主 元 位 置 通过 行 变换 用 于 生成 零 ， 或 者 变 成 主 项 为 1， 再 用 于 生成 零 . 

pivot column [ 主 元 列 ] 一 个 包含 主 元 位 置 的 列 . 

pivot position [ 主 元 位 置 ] 和 矩 阵 4 的 阶梯 和 矩阵 的 主 元 元 素 所 在 的 位 置 . 

plane through u,v and the origin [过 w, v 和 原点 的 平面 ] 一 个 形 如 x=su+trw ( ?属于 及 ) 的 矩阵 
方程 集合 ， 此 处 w 和 vv 线性 无 关 . 

polar decomposition (of4) [和 矩阵 4 的 极 分 解 ] 一 个 分 解 A= PO ， 此 处 己 是 一 个 mx 半 正 定 和 矩阵 且 与 
4 的 秩 相 同 ，@C 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵 . 

positive definite matrix [正定 矩阵 ] 一 个 对 称 和 矩阵 4， 使 得 对 所 有 x0，x" "Ax >0 成 立 . 

positive definite quadratic form [正定 二 次 型 ] 一 个 二 次 型 0， 使 得 对 所 有 x 0，Q(x)>0. 

positive semidefinite matrix [ 半 正 定 和 矩阵 ] ”一 个 对 称 和 矩阵 4， 使 得 对 所 有 x，x'Ax >0 成 立 . 

positive semidefinite quadratic form [ 半 正 定 二 次 型 ] 一 个 二 次 型 0， 使 得 对 所 有 x0，0QO(x)>0. 

power method [可 算法 ] 估计 一 个 方 阵 严格 占 优 特征 值 的 一 个 算法 ， 

principal axes (of a quadratic form x'Ax ) [一 个 二 次 型 xr"Thx 的 主轴 ] 正 交 和 矩阵 P 的 单位 正 交 列 ( 这 
些 列 是 4 的 单位 特征 向 量 ), 使 得 P" 4P 是 对 角 阵 , 通常 P 的 列 按 4 的 对 应 特征 值 大 小 的 递减 顺序 来 
排序 . 

principal components (of the data in a matrix B of observations) [观测 矩阵 B 中 数据 的 主 成 分 ] B 的 
样本 协 方差 矩阵 $ 的 单位 特征 向 量 , 其 特征 向 量 以 对 应 5 特征 值 的 递减 顺序 来 排列 . 如果 B 是 平均 偏 
差 形式 ， 那 么 主 成 分 分 量 是 B 奇异 值 分 解 中 的 右 奇 异 向 量 . 
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probability vector [概率 向 量 ] 一 个 及 "中 的 向 量 ， 它 的 元 素 非 负 且 和 为 1. 

product 4x [乘积 4x ] 4 中 列 的 线性 组 合 ， 利 用 x 的 对 应 元 素 作为 权 值 . 

production vector [生产 向 量 ] 列 昂 惕 夫 投入 产 出 模型 中 的 向 量 ， 它 列 出 一 个 经 济 体系 中 各 部 门将 要 生 
产 的 数量 . 

projection matrix (or orthogonal projection matrix) [投影 矩阵 或 正 交 投影 矩阵 ] ”一 个 对 称 和 矩阵 B， 使 
得 B* =8， 一 个 简单 例子 是 有 =mT7， 此 处 "是 一 个 单位 向 量 . 

proper Subspace [真子 空间 ] 向 量 空间 V 中 ,任何 一 个 不 是 自己 本 身 的 子 空间 . 

pseudoinverse (of 4) [4 的 伪 逆 ] 和 矩阵 VD"U"， 当 UDV7 是 4 的 一 个 简化 奇异 值 分 解 . 


Q 


quadratic form [二 次 型 ] 一 个 定义 在 民 " 上 的 函数 QO(x)=x hx ， 此 处 4 是 一 个 nxn 对 称 矩阵 ( 称 为 二 
次 型 的 矩阵 ) . 

QR factorization [QR 分 解 ] 一 个 mxn 和 矩阵 4 的 分 解 ， 其 中 4 具有 线性 无 关 的 列 ，4=OR ， 此 处 口 是 
一 个 mxn 和 矩阵 ， 它 的 列 构成 Col 4 的 一 个 单位 正 交 基 ，R 是 一 个 axm 上 三 角形 可 北 矩 阵 ， 它 的 对 角 
线 是 正 元 素 . -~ 


R 


range ‘of a linear transformation 7T) [一 个 线性 变换 了 的 值 域 ] ”对 于 变换 了 定义 域 中 所 有 x， 构 成 形 如 
T(x) 的 所 有 向 量 的 集合 . 

rank (of a matrix 4) [ 答 阵 4 的 秩 ] 4 的 列 空间 的 维 数 ， 记 为 rank 4. 

Rayleigh quotient [ 瑞 利 商 ]  RGz)=(xr74xz)Mxzrxz) ， 和 矩阵 4 的 -一 个 特征 值 估 计 (4 常 为 对 称 和 矩阵 ) . 

recurrence relation [ 递 推 关 系 ] 见 差分 方程 . 

reduced echelon form (or reduced row echelon form) [简化 的 阶梯 形式 〈 或 简化 的 行 阶梯 形式 ) ] 一 
个 行 等 价 于 给 定 矩 阵 的 简化 阶梯 和 矩阵. 

reduced echelon matrix [简化 的 阶梯 矩阵 ] ”一 个 阶梯 形式 的 矩形 矩阵 上 共有 下 列 附加 性 质 ， 每 一 非 零 行 的 
主 元素 为 1， 每 一 主 元 素 1 是 它 所 在 列 的 惟一 非 零 元 素 . 

reduced singular value decomposition [简化 的 奇异 值 分 解 ] 对 秩 为 + 的 mxn 和 矩阵 的 一 个 分 解 
4=UDV ， 此 处 U 是 具有 单位 正 交 列 的 mxr 和 矩阵 ，D 是 一 个 rxr 对 角 和 矩阵 ， 且 D 的 对 角 线 上 有 
个 非 零 奇异 值 ,V 是 一 个 具有 单位 正 交 列 的 nxr 和 矩阵 . 

regression coefficients [回归 系数 ] 最 小 二 乘 直线 y= p+ Bx 中 的 系数 BO 和 B. 

regular stochastic matrix [正则 随机 和 矩阵 ] ”一 个 随机 和 矩阵 PP， 使 得 一 些 矩 阵 客 P' 仅 包含 严格 正 元 素 . 

relative change or relative error(in &)[b 中 的 相对 改变 或 相对 误差 ] 数量 lab/ 上 8| ,其 中 5 改变 为 b+A5. 

repellor (of a dynamical system in RR* ) [R? 动 力 系统 的 排斥 子 ] 当 所 有 轨迹 ( 除 常 零 序列 或 常 零 函 
数 外 ) 都 远离 0 时 的 原点 . 
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residual vector [残余 向 量 ] 一 般 线性 模型 y=XB+e 中 出 现 的 量 e ， 即 gs=y-Xp ， 关 于 y 的 观测 值 和 
预测 值 之 间 的 差 . 

Re x [ 实 部 ] RR 中 的 向 量 ,， 它 由 C” 中 的 一 个 向 量 x 的 元 素 实 部 所 构成 . 

right inverse (of 4) [4 的 右 逆 ] 任何 窍 形 和 矩阵 C， 使 得 4C = 了. 

right-multiplication (by 4)〉 [用 4 右 乘 ] 用 4 右 乘 一 个 矩阵 . 

right singular vectors (of 4) [4 的 右 奇 异 向 量 ] 在 奇异 分 解 A4=UZV" 中 ,Vy 的 列 . 

roundoff error [ 售 入 误差 ] ”计算 结果 被 伟人 ( 或 截断 ) 到 数字 的 浮 点 数字 存储 位 数 所 引起 的 浮 点 算术 误 
差 .也 就 是 说 , 一 个 数 ( 如 1/3 ) 用 十 进 制 小 数 表 示 为 具有 有 限 位 数字 的 浮 点 数 近 似 结果 所 产生 的 误差 . 

row-column rule [行列 法 则 ] 计算 乘积 48 的 法 则 ，4B 中 (i, 门 位 置 的 元 素 是 4 的 第 ; 行 与 B 的 第 j 列 对 
应 元 素 乘 积 之 和 . 

row equivalent (matrices ) [ 行 等 价 矩 阵 ] 两 个 矩阵 通过 有 限行 变换 ， 使 得 一 个 矩阵 变 为 另 一 个 矩阵 . 

row reduction algorithm [ 行 化 简 算 法 ] 一 个 系统 方法 , 它 利用 基本 行 变 换 将 一 个 矩阵 化 简 为 阶梯 形式 或 
简化 的 阶梯 形式 . 

row replacement [ 行 准 换 ] 一 个 基本 行 变换 ， 它 将 矩阵 的 一 行 替换 为 本 行 与 另 一 行 标 量 乘法 后 的 和 . 

row space (of a matrix 4) [一 个 矩阵 4 的 行 空间 ] 由 4 的 行 向 量 的 所 有 线性 组 合 形成 的 集合 Row 4 ， 
同样 记 作 Col 4”. 

row Sum [ 行 和 ] 一 个 和 抢 阵 中 ， 一 行 元 素 的 和 . 

row vector [ 行 向 量 ] 只 有 一 行 的 矩阵 ， 或 具有 几 个 行 的 矩阵 中 的 某 一行 . 

row-vector rule for computing Ax [计算 乘积 Ax 的 行 向 量 法 则 ] 其 中 hx 的 第 i 个 分 量 是 4 的 第 i 行 和 
癌 量 x 的 对 应 元 素 乘 积 之 和 . 
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saddie point (of a dynamical system in 及” ) [RR? 中 动力 系统 的 鞍点 ] 当 一 些 轨 迹 被 吸引 到 0， 另 外 一 
些 轨迹 排斥 出 0 时 的 原点 . 

same direction (as a vector y) [与 向 量 "同一 方向 ] 用 正 数 乘 向 量 "得 到 的 向 量 . 

sample mean [样本 均值 ] ”一 个 向 量 集合 夺 ,于 的 平均 M 表示 为 

M = (IN)( 十 十 于) 

scalar [标量 ] 一 个 实数 ， 常 用 于 乘 一 个 向 量 或 者 一 个 矩阵 . 

scalar multiple of u by c [用 标量 c 乘 zx] 向量 cu 是 用 标量 c 乘 z 的 每 一 个 分 量 元 素来 确定 的 . 

scale (a vector) [一 个 向 量 的 度量 ] 用 一 个 非 零 数 乘 一 个 向 量 (或 一 个 矩阵 的 -一行 或 者 一 列 ) . 

Schur complement [ 舒 尔 补 ] 一 些 由 一 个 2x2 分 块 矩 阵 4=[4y] 所 形成 的 矩阵 .如 果 A 可逆， 它 的 命 尔 
补 是 hw - hhi 4 .如 果 4 可 关 ， 它 的 舒 尔 补 是 入 1 4A424 . 

Schur factorization (of 4,for real scalars) [实数 矩阵 4 的 舒 尔 分 解 ] 具有 n 个 实 特征 值 的 nxn 和 矩阵 4 
的 一 个 分 解 4=URU” ， 此 处 U 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵 ， 且 R 是 一 个 上 三 角形 和 矩阵. 

Set spanned by {v1,…,v,} [由 {vy;,…,v,} 所 生成 的 集合 ] 集合 Span{y1,…,v,}. 
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signal (or discrete-time signal) [信号 〈 或 离散 时 间 信号 ) ] 一 个 两 边 无 穷 的 数列 ，{y;} ; 一 个 定义 在 
整数 范围 内 的 函数 ; 它 属于 向 量 空间 S. 

similar (matrices) [相似 和 矩阵] ”矩阵 4 和 B， 存 在 可 首 阵 了， 使 得 P"AP=B 或 4=PBP” 成立. 

similarity transformation [相似 变换 ] 一 个 变换 将 4 变 为 已 4P. 

singular (matrix) [奇异 矩阵 ] 没有 逆 的 一 个 方 阵 . 

singular value decomposition (of an mxn matrix 4) [一 个 xm 和 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 ] A=UZV'， 
此 处 尽 是 一 个 严 x 闫 正 交 和 矩阵 ，y 是 一 个 nxn 正 交 和 矩阵 ，zZ 是 一 个 mxn 和 矩阵 且 非 零 元 素 位 于 主 对 角 
线 上 (大 小 以 递减 顺序 排列 )， 零 位 于 其 他 位 置 . 如 果 rank 4=r， 那么 恰好 具有 7 个 正 元 素 (4 的 
非 零 奇异 值 ) 在 其 对 角 线 上 . 

singular values (of A) [A 的 奇异 值 ] 矩阵 474 特征 值 的 正 的 平方 根 ， 其 大 小 按 递减 顺序 排列 . 

size (of a matrix) [矩阵 的 大 小 ] 写成 mxn 的 形式 的 两 个 数 ， 给 出 一 个 矩阵 中 行 的 数目 m 和 列 的 数目 
Hn. 

solution(of a linear system involving variables (x,…,x,)) [关于 变量 x,…,x, 的 线性 方程 组 的 解 ] 一 列 
数 (s1,s，…,s,) 使 得 当 值 5…,s, 分 别 代替 x,…,x, 后 ， 线 性 方程 组 中 每 一 个 方程 都 成 立 . 

solution set[ 解 集 ] ”线性 方程 所 有 解 的 集合 . 

Span {yi,…,v,}】【 {v1,…,y,} 所 生成 的 子 空间 ] vy,…,v, 的 所 有 线性 组 合 的 集合 ,也 是 由 v…,v, 所 生成 ( 或 
张 成 ) 的 子 空间 . : 

spanning set (for a subspace 妨 ) [一 个 子 空间 H 的 生成 集 ] H 中 的 任何 集合 {y,…,v,} 使 得 
H =Span{v,…,v,}. 

spectral decomposition (of 4) [4 的 谱 分 解 ] 表达 式 4= Mai +…+4wrur .此 处 ，{z zj 是 4 的 特 
征 向 量 的 一 个 单位 正 交 基 ， 且 …… 九 是 4 的 对 应 特征 值 . 

spiral point (of a dynamical system in R’ ) [了 中 动力 系统 的 螺 线 极点 ] 当 轨 迹 绕 0 螺旋 时 的 原点 . 

stage-matrix model [分 级 矩阵 模型 ] 一 个 差分 方程 xn = hrt ,此 处 x 列 出 时 间 k 时 , 全 体 人 口中 女性 的 
数目 ， 其 中 女性 根据 不 同 发 展 阶段 来 分 类 〈 如 青少年 、 接 近 成 年 、 成 年 ) . 

standard basis [标准 基 ] ”由 nxn 单位 矩阵 的 列 所 构成 的 民 " 的 基 ，E={e1…,e,} ， 或 也 的 基 {1,1,…,1"】 

standard matrix (for a linear transformation 7) [一 个 线性 变换 7 的 标准 矩阵 ] 和 矩阵 4 使 得 T(xz)= Ax ， 
对 了 的 定义 域 中 所 有 x 成 立 . 

standard position [标准 位 置 ] 当 4 是 一 个 对 角 和 矩阵 时 ,方程 x Ax =c 的 图 形 所 处 的 位 置 . 

state vector [状态 向 量 ] 一 个 概率 向 量 ， 一 般 地 ， 一 个 向 量 表示 一 个 物理 系统 的 “状态 ”， 常 常 与 一 个 
差分 方程 zt = Ax' 联系 在 一 起 . 

steady-state vector (for a stochastic matrix P) [一 个 随机 和 矩阵 P 的 稳 态 向 量 ] 存在 一 个 概率 向 量 g 使 
得 Pq =g 成 立 . 

stiffness matrix [刚性 和 矩阵] 一 个 弹性 矩阵 的 道 , 刚性 矩阵 的 第 j 列 给 出 相应 的 负载 施加 于 一 个 弹性 梁 的 
特定 点 ， 使 得 在 梁 的 第 j 点 产生 一 个 单位 弯曲 . 

stochastic matrix [随机 甜 阵 ] ”一 个 方 阵 ， 其 列 是 随机 向 量 . 

strictly dominant eigenvalue [严格 占 优 特 征 值 〈 主 特征 值 ) ] 矩阵 4 的 一 个 特征 根 入 ， 对 所 有 4 的 其 


大 语 并 9” 


他 特征 值 么 具有 性 质 | 加 | >| 色 | . 

submatrix (of 4) [4 的 子 矩 阵 ] ”任何 由 划 去 4 的 一 些 行 和 4 的 一 些 列 所 得 到 的 矩阵 ，4 目 身 也 是 . 

subspace [ 子 空间 ] 由 V 中 一 些 向 量 构成 的 子 集 互 , 使 得 厂 具 有 人 性质, ( 1 )V 中 的 零 向 量 在 五 中 ; (2) 
HH 对 向 量 加 法 封 闲 ;( 3 ) 妃 对 标量 乘法 封闭 . 

symmetric matrix [对 称 和 矩阵 ] ”一 个 矩阵 使 得 4 = 4. 

system of linear equations (or a linear system ) [线性 方程 组 或 一 个 线性 系统 ] 一 个 或 多 个 与 相同 变量 
集 如 x,…,x, 有 关 的 线性 方程 的 集合 . 
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total variance [方差 总 和 ] ”一 个 观测 矩阵 的 协 方差 矩阵 的 迹 . 

trace (of a Square matrix 4) [一 个 方 阵 4 的 迹 ] 4 中 对 角 线 元 素 之 和 ， 记 为 t 4. 

trajectory [轨迹 ] 一 个 动力 系统 x, = Ax; 解 的 图 像 [xo,x1,x2…} . 常 与 一 条 曲线 联系 起 来 ， 使 得 轨迹 容 
易 观 察 . 也 是 :>0 时 ，x(i) 的 图 像 ， 其 中 x(z) 是 微分 方程 zx(D) = hx(1) 的 解 . 

transfer matrix 【转换 和 矩阵 ] 与 一 个 电路 有 关 的 矩阵， 具有 输入 和 输出 端 ， 使 得 输出 向 量 是 4 与 输入 向 
量 乘 积 . 

transformation (or function or mapping) T from R"toR” [从 屎 "到 及 ”的 变换 了 (或 函数 、 映 射 ) ] 一 
个 法 则 , 它 指 定 R" 中 每 一 个 向 量 x 对 应 及 ” 中 惟一 的 向 量 T(z) . 记号 : T:R” 一 R”", 也 是 T:V 玉 W 
表示 一 个 法 则 ， 它 指定 Y 中 一 个 x 对 应 W 中 惟一 的 向 量 T(x). 

translation (by a vector p) [平移 一 个 向 量 p 的 变换 ] 一 个 向 量 加 p 后 的 变换 ,或 对 给 定 集 合 中 任 一 向 
量 加 p 的 变换 ， 

transpose (of 4) [4 的 转 置 ] 一 个 nx 闫 矩阵 4 ， 它 的 列 对 应 mxn 矩阵 4 的 行 . 

trend analysis [趋势 分 析 ] 通过 计算 在 有 限 点 集 处 的 内 积 ， 用 正 交 多 项 式 拟 合 数据 . 

triangle inequality [三 角 不 等 式 ] 对 所 有 ww 和 mw， 已 + 相 系 加 + 反感 立 . 

triangular matrix [三 角 矩 阵 ] 一 个 矩阵 4， 或 者 对 角 线 上 方 的 元 素 为 0， 或 者 对 角 线 下 方 的 元 素 为 0. 

trigonometric polynomial [三 角 多 项 式 ] 由 常数 函数 1 和 正弦 区 数 和 余弦 函数 ， 例 如 cosm 和 sinnt 的 线 
性 组 合 所 构成 . 

trivial solution [平凡 解 ] 齐 次 线性 方程 组 4x =0 的 解 ，x =0. 
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uncorrelated variables [不 相关 变量 ] 任意 两 个 变量 x 和 x(izx j) ， 它 们 取 遍 一 个 观测 矩阵 中 观测 向 量 
的 i 坐标 和 j 坐标 ， 且 协 方 差 sy 是 零 . 

underdetermined system [不 确定 系统 ] 方程 个 数 少 于 未 知 数 个 数 的 线性 方程 组 . 

uniqueness question [惟一 性 问题 ] “方程 组 是 否 有 解 ? 它 的 解 是 否 惟一 ? 即 只 有 一 个 解 吗 ? ” 

unit consumption vector [单位 消费 向 量 ] 列 昂 锡 夫 投入 产 出 模型 中 的 列 向 量 ， 它 给 出 每 一 单位 的 输出 
所 需 的 每 一 个 部 门 的 输入 ; 是 消费 矩阵 的 一 个 列 . 


456 天 证 于 
unit lower triangular matrix [单位 下 三 角形 矩阵 ] ”一 个 下 三 角形 方 阵 ， 其 主 对 角 线 上 的 元 素 是 1. 
unit vector [单位 向 量 ] 一 个 满足 上 b=1 的 向 量 v. 
upper triangular matrix [上 三 角形 矩阵] 一 个 矩阵 UV ( 不 一 定 方 阵 )， 其 零 元 素 位 于 对 角 线 上 上 元素 


Hi 于 222 之 下 方 . 


V 
Vandermonde matrix [ 范 德 蒙 德 矩阵 ] ”一 个 矩阵 Y 或 它 的 转 置 ，VY 的 形式 是 
1 如 x .,， x 
1 x 
Vv=|. 
] x XH x 
variance (of a variable x)) [一 个 变量 x 的 方差 ] ”一 个 观测 矩阵 的 协 方差 矩阵 5 的 对 角 线 上 元 素 s, ， 


此 处 xj 取 遍 观 测 癌 量 的 j 个 坐标 . 

vector [向 量 ] 一列 数 ; 只 有 一 列 的 矩阵， 一 般 指 一 个 向 量 空间 中 的 任 一 元 素 . 

vector addition [向 量 加 法 ] 通过 对 应 元 素 相 加 得 到 向 量 相 加 . 

vector equation [向 量 方 程 ] 含 未 知 权 值 的 向 量 线 性 组 合 所 得 到 的 方程 . 

vector space [向量 空间 ] ”以 向 量 为 对 象 所 形成 的 集合 ， 且 定义 被 称 为 加 法 和 标量 乘法 的 两 种 运算 ， 必 
须 满足 十 个 公理 ， 见 4.1 节 的 第 一 个 定义 . 

vector Subtraction [向 量 减 法 ] 计算 w+(-1l)v 且 将 其 写成 uy. 
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weighted least squares [ 带 权 的 最 小 二 乘 ] 带 有 权 值 内 积 所 对 应 的 最 小 二 乘 问题 ， 例 如 
Ty >= WA + + Wx yn 


weights [ 权 值 ] 一 个 线性 组 合 中 所 用 的 数 . 
2 


Zero Subspace |[ 堆 空间 ] ” 仅 包 含 一 个 零 向 量 的 空间 {0] . 
zero vector [ 零 向 量 ] 惟一 的 向 量 ， 记 为 6， 使 得 w+0=w 对 所 有 成立， 在 RR" 中， 0 是 一 个 所 有 元 素 
为 零 的 向 量 . 


奇数 习题 侣 案 


第 1 章 


1 .1 


1 . 解 是 (xix2) = (—8,3) 9 或 简单 写成 (一 8,3) . 


3. 


( 4/7,977 ) 


5. 替换 第 2 行为 第 2 行 加 3 乘 以 第 3 行 ， 然 后 替 


换 第 1 行为 第 1 行 加 -5 乘 以 第 3 行 . 


7. 解 集 为 空 集 . 

9. (4,8,5,2) 11. 不 相 容 

13. (5,3,—1) 15， 相 容 

17, 这 三 个 平面 有 一 个 交点 . 

19. hz*2 21. 所 有 hh 

23. 标记 一 个 命题 为 真 当 且 仪 当 这 个 命题 总 是 真 


25. 
27. 


29. 
31. 


33. 


的 . 只 给 出 答案 会 达 不 到 判断 题 的 意义 ， 即 帮 
助 你 学 会 仔细 阅读 教材 是 重要 的 .“ 学 习 指 导 ” 
告诉 你 在 哪里 可 以 找到 答案 , 但 你 不 应 该 在 没 
有 尝试 自己 寻找 答案 之 前 就 去 查看 “学 习 指 导 ”. 
k+2g+h=0 
行 化 简 |， 3 人 为 | 3 7 
cd 8 0 d-3c gg-cef 

示 d -3c 必定 不 为 零 ， 因 为 上 和 8 是 任意 值 . 
否则 ， 对 了 和 8 的 某 种 取 值 , 第 2 行 对 应 于 
形式 为 0=b 的 方程 ， 其 中 4b 不 为 零 ， 因 此 
dz 3c. 
交换 第 1 行 和 第 2 行 ; 交换 第 1 行 和 第 2 行 . 
用 第 3 行 加 -4 乘 第 1 行 替 换 第 3 行 ; 用 第 3 
行 加 4 乘 第 1 行 替换 第 3 行 . 
4 - 也 - T,=30 
-+4TD— =60 
-T+4B- T, =70 

一 天 +4Pm =40 


| 


一 


1 


1 . 


3. 


六 


tk 


15 


17. 


19 


21. 


je 


23. 


25. 


1. 


2 
简化 阶梯 形 ， a,b; 阶梯 形 ，d; 非 阶 梯形 ; c. 
1 0 -1 -2 
0 1 2 3|， 主 元 列 是 第 1,2 列 : 
00 0 0 
123 4 
4 5 6 | 
6 .78 9 


辐 三 一 9 一 37 司 三 4 十 3 如 
nna 9， ER 
二 3 如 是 日 由 变量 
如 二 9 十 375 
3 3 x =1+ 4x 
x 是 自由 变量 13. 4 加 是 自由 变量 
是 自由 变量 Xa 二 4 一 9 
Xs 是 自由 变量 
.a. 相 容 ， 有 惟一 解 ”b. 不 相 容 
h=7/2 
. a， 当 有 hh=2,k8 时 不 相 容 


b. 当 hz#2 时 有 惟一 解 

c. 当 h=2,k=8 时 有 多 解 

仔细 阅读 课本 ， 查 阅 “ 学 习 指 导 ” 之 前 写 出 你 
的 答案 ， 记 住 ， 一 个 论断 是 正确 的 ， 当 且 仅 当 
所 有 情形 论断 都 正确 . 

是 的 . 方程 组 相 容 是 因为 它 有 三 个 主 元 ， 在 系 
数 矩 阵 的 第 三 行 必 有 一 个 主 元 . 其 简化 阶梯 形 
不 会 含有 形式 为 [0 0 0 0 0 1 的 行 . 
如 果 系 数 和 矩阵 中 的 每 一 行 有 一 个 主 元 位 置 , 那 
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么 在 底 行 有 一 个 主 元 位 置 ， 从 而 在 增 广 列 没 
有 主 元 位 置 ， 所 以 ,根据 定理 2， 方程 组 是 
相 容 的 . 

27. 如 果 方 程 组 是 相 容 的 , 则 解 是 惟一 的 当 且 仅 当 
系数 矩阵 的 每 一 列 都 是 主 元 列 ， 和 否则 ， 方 程 组 
有 无 穷 多 解 . 

29. 一 个 不 确定 的 方程 组 中 , 未 知 变量 的 个 数 总 多 
于 方程 的 个 数 ， 基 本 变量 的 个 数 不 多 于 方程 
的 个 数 ， 所 以 ， 至 少 有 一 个 自由 变量 ， 这 个 变 
量 可 以 被 指定 无 穷 多 个 值 . 如 果 方 程 组 是 相 
容 的 , 自由 变量 的 每 一 个 不 同 值 会 产生 一 个 不 
同 解 . 

31. 是 的 , 一 个 线性 方程 组 的 方程 个 数 多 于 未 知 变 
量 的 个 数 ， 它 可 以 是 相 容 的 . 下 面 的 方程 组 有 


一 个 解 :(% =% =1): 
p 和 号 和 
X— X=0 
3n+2% =5 
33. [M] p(t)=7+6t—?’ 
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和 


牙 玫 了 了 赴 多 莱 


6m—3x,= 1 
一 为 十 4x2 = 一 7 
Sx =—5 

通常 不 写 中 间 过 程 . 

7. a=u—2y,b=2u—2v, c=2U—3.5, d=3u—4y 
0 1 $5| |0 
4 6 | 0 

| 3 -8| |0 

11. 是 ，b 是 ai,as,a; 的 线性 组 合 

13. 否 ，b 不 是 4 的 列 的 线性 组 合 . 

15. 当然 , 非 整 数 权 值 也 可 以 接受 , 但 一 些 简 单 选 

择 是 0.y,+0:v,=0, 有 


十 Xx» + Xa 三 


3 -5 
1l:p+O0:v,=| 1|, 0:v+1:»v, = : 
6 0 
2 12 
1.w+l.v=| 4|,1:y-1.y,=| -2 
-6 = 站 
17. h=-17 
19. Span{v1,v2} 是 在 通过 v, 和 原点 的 直线 上 的 点 集 . 
21. 提示 : 正明 | 、 1 | 对 所 有 和 上 是 相 容 


的 ， 解 释 这 个 计算 能 说 明 Span{u,v} 是 什么 . 
在 你 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 ， 先 仔细 阅读 整 节 
内 容 . 特别 注意 定义 和 定理 的 叙述 ， 和 在 其 前 
后 的 言论 . 
25. a, 百 ，3 b. 是 ， 无 穷 多 

c. ai=1:a:+0:a;,+0:a; 
27.a.，5v1 是 5 天 工作 1# 矿 的 产 出 . 

b. 总 的 产 出 是 ap + xm ， 所 以 冯 和 为 应 该 满 
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足 XV 十 XV = bb | * 


c. [M]1.5 天 生产 1# 矿 和 4 天 生产 2# 了 矿 . 
29. (1.3, 0.9, 0) 


eb 
2 


b. 在 (0,1) 点 加 3.5 克 , 在 (8,1) 点 加 0.5 
克 , 在 (2,4) 点 加 2 克 . 
33. 复习 练习 题 1 再 写 出 解答 ,“ 学 习 指导 ”有 参 
考 解 答 . 


23. 


Ww 
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1.4 


1. 乘积 无 定义 ， 因 为 3x2 和 矩阵 的 列 数 为 2， 而 向 
量 的 元 素 个 数 是 3， 两 者 不 匹配 . 


6 5 6 5 
3. Ax=|-4 -3 | -2 本 
本 7 6 
a Tl 9 
Ls 
4 | l=18| |=4 
6 5], 6:2+5.(C-9) - 
Ax=|-4 -3 ee | 
7 6 yy -4 


在 这 里 以 及 习题 4~6 展示 你 的 工作 , 以 后 的 习 
题 计算 过 程 用 心算 . 


salable 


4 -5 7 6 
Xl 
-] 3 -8 —8 
7 X2 | 二 
7 -3 0 0 
X3 
下 1 2 一 7 


HH 


1 2 4 -2 Xl 0 
加 0 1 3 这 | Elm1=|-3 
-2 -4 -3 9 X3 1 


13. 是 ( 验证 你 的 答案 ) . 


& 在 这 里 ! 

15. 当 3b, +b, 非 零 时 , 方程 Ax =b 不 相 容 . (给 出 
理由 . ) 所 有 使 方程 hx =b 相 容 的 b 组 成 的 集 
合 ， 是 一 条 通过 原点 的 直线 b, = -3b,. 

17. 只 有 3 行 含 有 主 元 . 由 定理 4, 方程 Ax =b 不 
是 对 了 及 中 的 每 个 b 都 有 和 解 . 

19. 习题 17 说 明定 理 4 命题 ( d ) 不 真 ， 因 此 不 是 
R“ 中 的 所 有 向 量 都 可 以 写成 4 的 列 的 线性 组 


合 有 解 ， 即 4 的 列 不 能 生成 R”. 

21. 和 矩阵 [vy，v。 v3] 不 是 每 一 行 都 有 主 元 , 因此 由 
定理 4, 矩阵 的 列 不 能 生成 RR”, 即 {v1,v2,v3} 不 
能 生成 R“. 

. 仔细 阅读 教材 ， 在 查阅 “学 习 指导 ”之 前 先 判 
断 习 题 中 每 个 命题 的 真 假 . 习题 29~30 中 的 许 
多 命题 是 这 种 形式 的 蕴涵 式 :“ 如 果 < 命题 1>， 
则 < 命题 2>” 或 等 价 的 ,“ 有 < 命题 >， 如 果 < 命 
题 1> 成 立 .” 当 < 命题 1> 为 真 时 ， 如 果 在 任何 
情形 下 < 命题 2> 都 成 立 ， 则 将 这 样 的 蕴涵 式 标 
记 为 真 . 

23,. C=36 =1c6=2 


iD 
(ULD 


Xl 


X2 注意 ， 


2 OO=y, 其 中 @ =[g q? qx= 


X3 
如 果 你 的 答案 是 方程 Ax =b , 你 需要 说 明 4 和 
b 是 什么 . 
29. 提示 :从 有 3 个 主 元 位 置 的 3 x3 阶梯 形 和 矩阵 有 如 
开始 寻找 . 
31. 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 写 出 你 的 解答 . 
33. 提示 : 4 有 多 少 主 元 列 ? 为 什么 ? 
35. 给 出 hx =y,4rz=y ， 你 需要 说 明 方 程 
Ax=w 有 了 和解， 其 中 w=y+y, .观察 到 
w = Axi + Ax， ， 利 用 定理 5 (a) 将 zz 分别 
代替 w,v ， 即 w = Axi+ Ax, = A(xi1+x,) ， 因 此 
问 量 x=xi+x; 是 Ax =w 的 解 . 
37.[M] 列 不 生成 R“. 
39.，[M] 列 生成 民 “. 
41. [M] 在 习题 39 中 划 掉 矩阵 的 第 4 列 . 也 可 以 
不 划 掉 矩阵 的 第 4 列 ， 而 是 划 掉 矩阵 的 第 3 列 . 


1.5 


1. 方程 组 有 非 平凡 解 ， 因 为 有 自由 变量  . 
3. 方程 组 有 非 平凡 解 ， 因 为 有 自由 变量 x. 
5 
~ 
1 


Xl 


> X2 | 三 X3 


X3 


荆 表 习题 但 英 


站 


be 


ea 


21. 


23. 


1. 
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入 | 一 9 8 
二? 4 一 9 
克 一 一 Xa 十 4 
3 ] 
4 0 上 
-2 
+x| 0 


3 
二 XX; | 
0 1 


提示 : 由 阶梯 形 推出 的 线性 方程 组 是 


Xi — 4x; + $xe =0 


Xa 一 xXx=0 

xs—4xc=0 

0=0 
基本 变量 是 x,xw,xs ， 其 他 变量 是 自由 变量 . 
“学 习 指导 ”讨论 了 两 种 这 类 型 题目 常 犯 的 铺 误 . 


5 4 
.=| -2 + 如 | 7 |= p+xg .在 几何 上 ， 解 集 是 
0 ] 
9 4 
通过 | -2 | 且 平 行 于 |-7| 的 直线 ， 
0 1 
XI 一 2 9 一 2 
x=|x|=| 1|+xws| -21. 解 集 是 通过 | 1 | 的 
3 0 l 0 


直线 , 平行 于 习题 5 中 齐 次 线性 方程 组 解 集 的 
直线 . 


_0 4 一 2 
. 令 &=| 1l,v=|10|,p=| 0|， 齐 次 线性 方程 组 
0 1 0 


的 解 是 x = xzu+xv ,由 ww 和 v 所 生成 的 通过 原 
点 的 平面 . 非 齐 次 方程 的 解 集 是 
x 二 p+xzU 二 X39 ， 此 平面 通过 p ,平行 于 齐 次 
线性 方程 组 解 集 的 平面 . 


,X=a+ 吉 ， 其 中 1 为 参数 . 


| |-2 一 9 _ X=—2— 5 
leo es 
X=p+i(p—gqg)= ?4 站 

-pip 9)= _5 6 


非常 重要 的 是 仔细 阅读 课本 , 然后 写 出 你 的 答 
案 . 完成 之 后 ， 如 果 需 要 ， 用 “学 习 指导 ”校对 


答案 . 
25. a. Aw= A(ptvi)= Ap+Ar, =b+0=b 
b. Av; =AWw—p)=Aw— Ap=b-b=0 
27. 当 4 是 3x3 非 零 矩 阵 ，R’ 中 任 一 x 满足 方程 
Ax =0 ， 因 此 解 集 是 及 "中 所 有 元 素 . 
29. a. 当 A 是 3x3 和 矩 阵 ， 有 3 个 主 元 位 置 ， 方程 
Ax =0 没有 自由 变量 ， 因 此 没有 非 平凡 解 . 
b. 有 3 个 主 元 位 置 时 ， 4 在 每 一 行 有 一 个 主 
元 , 由 1.4 节 定理 4， 方程 hx =b 对 每 个 可 
能 的 5 都 有 一 个 解 . “可 能 ”的 意思 是 此 处 
考虑 的 向 量 是 及 中 的 问 量 , 因为 4 有 三 行 . 
31. a. 当 4 是 3x2 和 矩阵 ， 有 2 个 主 元 位 置 ， 每 一 
列 是 主 元 列 ， 方程 hx =0 没有 自由 变量 ， 
因此 没有 非 平凡 解 . 
. 有 2 个 主 元 位 置 和 三 行 时 ，4 不 可 能 在 每 一 
行 有 一 个 主 元 , 由 1.4 节 定 理 4, 方程 4x =b 
不 可 以 对 每 个 了 下 : 中 可 能 的 5 都 有 一 个 解 . 


33. 一 个 答案 是 z=| | 


TT 


-1 
35. 你 的 例子 中 应 该 有 每 行 的 元 素 之 和 等 于 零 . 
为 什么 ? 


1 -4 
37 一 个 等 案 是 4|， 3 “学 习 指导 ”给 出 如 


何 分 析 问 题 以 构造 4. 如 果 &5 不 是 4 的 第 一 
列 的 数 倍 , 则 4x =5 的 解 集 为 空 ， 因 此 不 可 能 
平移 4x =0 的 解 集 来 得 到 Ax =5b 的 解 . 这 并 
不 与 定理 6 相 矛 盾 ， 因 为 定理 6 仅 当 方程 
Ax =b 有 非 空 的 解 集 时 才 成 立 . 

39. 如 果 c 是 数 ， 则 由 1.4 节 和 定理 S (b) 有 
Alcu)=chu ， 如果 站 满足 4r=0 ， 则 
Au =0,chAu=c.:0=0， 因 此 A(cu)=0. 


1.6 
1. 一 通 解 是 pra =0.875pims, 此 处 pas# 是 自由 变 


量 ， 一 个 平衡 的 解 是 pgx =1000 和 pws =875. 
使 用 分 数 ， 一 般 解 可 写成 pwn = (7/8)pm%, 一 个 
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”OU 一 


格 的 比例 是 重要 的 ， 经 济 平衡 不 会 受 一 个 价格 


变化 的 影响 


3. a. 
产 出 分 配 
化 工 石油 机 械 
产 出 JJ J 1 投入 购买 部 门 
0.2 08 04 一 化 工 
0.3 0.1 04 一 石油 
05 0.1 02 一 机械 


-0.3 0.9 -0.4 0 


0.8 -0.8 -0.4 0 
b 
-0.5 -0.1 08 0 


c. [M] pr =141.7, piiw =91.7,pym =100. 精确 


到 两 位 有 效 数字 ， 
Pn 城 二 100.， 


5. B,S,+6H,0 一 2H,BO,+3H,S 
7. 3NaHCO, + H,C.H,O, — Na,C.H.,O, + 3H,O 
+3C0O, 


9. [M]15PbN;, +44CrMn,O0, — 5Pb;O0, + 22Cr,O,， 
+88MnO, + 90NO 


Xi = 20— x 
X; = 60+ x 
11，] 是 自由 变量 ， 六 的 最 大 值 为 20， 
J4 一 60 
X=X3—40 
xX; 三 十 10 已 一 50 
:是 目 由 变量 X=40 
13， a Xa4 一 Xe 十 90 b. 妃 二 30 
Xxs=Xe+60 x,=00 
xe 是 自由 变量 
1.7 
对 习题 1~22 验证 你 的 答案 ， 
1. 线性 无 关 3. 线性 相关 


pr1 =140, pi = 92, 


5. 线性 无 关 
9.a. 没有 上 h 

. h=6 

. 线性 相关 
. 线性 无 关 
. 如果 在 思考 判断 题 之 前 查阅 “学 习 指 导 ， 会 


23， 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


7. 线性 相关 
b. 所 有 h 

13. 所 有 h 

17. 线性 相关 


失去 做 这 类 题目 的 意义 . 


四 玉 本 
0 是 

25. 或 
0 0 


0 0 0 0 

7x5 矩阵 4 的 所 有 5 列 一 定 是 主 元 列 . 否则 方 
程 4x =0 有 自由 变量 , 此 时 ，4 的 列 线性 相关 . 
4: 任 何 有 两 个 非 零 列 的 3x2 矩阵， 但 两 列 不 
是 相互 有 倍数 关系 ， 此 时 ， 这 两 列 线性 无 关 ， 
因此 方程 Ax =0 只 有 平凡 解 . 

下 :任何 有 一 列 是 另外 一 列 倍数 的 3x2 和 矩阵. 


0 mn * 


0 0 


0 二 
0 0 
0 0 


由 定理 7 可 知 ， 真 (“学习 指 导 ” 补 充 了 男 

外 的 验证 . ) 

错 ， 向 量 v, 可 能 是 零 向 量 . 

正确 , yi,v2,y; 之 间 的 线性 相关 ,通过 选取 vv 的 

权 值 为 零 可 以 扩展 为 yi,v2,v3,v1 之 间 的 线性 

相关 . 

你 有 能 力 在 没有 帮助 的 条 件 下 做 这 个 重要 的 

题目 . 在 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 写 出 你 的 解答 . 
8 -3 2 


[MJB=| 了” 《4 一 |， 其 他 可 能 性 如 
6 -2 4 

3 -1 10 

2 8 -7 2 

-7|1-9 11 -7 

4||6 -4 4| 

10 $ 0 10 

[M] 4 中 不 属于 8 的 每 一 个 列 , 属于 8 的 列 所 


| 
‘OO 
-| OD 


在 珊 习 题 仍 次 


402 
生成 的 集合 . 
1.8 
1 [sh | 3，x=|1 | ,惟一 解 
-0||21 
3 
5. x=|1 |， 不 惟一 7. a=5,b=6 
0 
9 一 7 
| 
。 三 X33 1 Xa4 0 
0 1 


11. 是 ， 因 为 [4 b] 所 表示 的 方程 组 是 相 容 的 . 


13: 


到 x 轴 上 的 投影 
+ 国 国 四 
3 6 9 本 Sx + Ox» 
21. 仔细 阅读 课本 ,在 查阅 “学 习 指导 ”之 前 写 出 


你 的 答案 , 注意 练习 21(e ) 是 下 列 形式 的 句子 ， 
“命题 1〉 当 且 仅 当 〈 命 题 2》” 


标 出 这 样 的 句子 是 真 的 , 如 果 《 命 题 1) 真 时 ， 
在 任何 情况 下 《〈 命题 2〉 是 真 的， 并且 如 果 〈 命 题 
2》 真 时 ， 在 任何 情况 下 《命题 1》 是 真 的 . 
23. 


x2 


Uty 


T(u) 
T(u+y) 


25. 提示 : 利用 直线 的 参数 方程 表示 直线 的 像 ( 即 
直线 上 的 点 的 像 组 成 的 集合 ) . 
27. a. 通过 p 和 9g 的 直线 平行 向 量 qg-p. ( 见 1.5 
节 图 1-27. ) 由 于 通过 p 点 的 直线 的 参数 方 
程 是 x=p+t(q 一 p). 进而 x=p- 力 + 委 ,得 到 
x=(l-1)p+itg. 
b. 对 0<t<1 考 虑 x=(1-t)p+tg , 通过 7 的 线 
性 ， 对 0<t<1 有 
T(x)=T((1 -Dp+tg)=(1-D)T(p)+itT(q) (*) 
如 果 T(p) 和 7T(q) 不 同 , 则 方程 (* ) 构 成 T(p) 
和 7T(q) 之 间 的 一 个 线段 , 如 (a) 所 示 . 否则 ， 
像 集 只 是 一 个 点 T(p) ， 因 为 
(1-DT(p)+tT(q)=(1-DT(p)+1tT(p)=T(p). 
29. a. 当 b=0,f(x)=mx ， 对 任何 及 中 的 x,y 和 任 
何 数 c,d . 
f(cx+dy)=m(cx+ dy)= mcx+ mdy 
=cC(mx)+d(my)=c: f(x)+d. f(y) 
这 说 明 f 是 线性 的 . 
b， 当 f(x)=mx+b 时 ， 其 中 b 非 零 ， 
f(0)=m(0)+b=bz0. 
c. 在 微 积 分 中 ，f 称 为 线性 函数 ， 因 为 f 的 
图 像 是 一 直线 . 


31. 提示 : 由 于 {vi,v2,v3} 线性 相关 ,你 能 写 出 一 些 


方程 且 解 出 它 . 


33. 一 种 可 能 性 是 验证 T 不 将 零 向 量 映射 为 零 向 
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量 : 7T(0,0)=(0,4,0) ， 但 是 ， 每 个 线性 变换 必 
须 将 零 向 量 上 映射 为 零 向 量 . 
35. 取 R 中 的 w 和 ， 
CU+ 息 =(c + dvi,cuz +daci + dy;), 
换 7 是 线性 的 ， 因 为 
Tlcu+dy)= (cu + dv,cu2 + dv;,—(cua 十 dh )) 
=(cut+ dv,cu + dy;,—cus — dv;) 
= (cui, cH2,—CU3) + (dvi,dv,,—dv,) 
=cC(u, M2,—U3) + d (Vi, v2, —Y3) 
=cT(u)+aT(y) 
37. [M] 所 有 ( 7,9,0,2 ) 的 倍数 . 
39. [M] 是 ， 对 x 的 一 个 选择 是 ( 4,7,1,0 ) . 


1.9 


cd 为 数 ， 则 
线性 变 


3 -5 
,1 2 To 1 0 
3 0 1 0 -2 1 
1 0 
-1/vV2 1/V2 BE 了 
| UV vvV2 |-! 2 


11. 所 描述 的 变换 T 将 el 映射 为 -el , 将 e, 映射 为 
-ez， 旋转 x 弧度 也 可 以 将 6 映射 为 -e,， 将 
el 映射 为 -e,. 因为 一 个 线性 变换 完全 由 它 
对 单位 矩阵 的 列 的 映射 而 确定 ,这样 的 旋转 变 
换 对 入 “中 的 每 个 向 量 的 作用 跟 7 是 一 样 的 . 


13， 
Xx2 
T(2, 1) 
27(e1) 
| 
0 0 
3 0 一 1 1 0 0 
15. |4 0 0 lilo]110 
1 一 1 
001 1 
1 一 
19. > 4 21. x= ’ 
0 1 -6 —4 
23. 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 先 回 答 问 题 . 


对 习题 25~28 验证 你 的 答案 . 


25. 不 是 一 对 一 的 和 不 是 将 限 ' 上 映 上 到 RR“ 的 映射 . 
27. 不 是 一 对 一 的 ， 但 是 将 下: 映 上 到 RR? 的 映射 


29 | 0 

0 a 

0 0 

31. n. (解释 为 什么 ， 然 后 查阅 “学 习 指 导 ”. ) 

33. 提示 : 如 果 e, 是 单位 矩阵 的 第 / 列 ， 那 么 Be 
是 B 的 第 j 列 . 

35. 提示 : zi> 站 可 能 吗 ? 对 m<n 怎 么 样 ? 

37. [M] 否 (解释 为 什么 ) 

39. [M] 否 (解释 为 什么 ) . 


1.10 
110 1301 [295 
4 3 9 
1. a. A 20 + Xz 18 = 48 | 此 处 x 是 Cheerios 
2 5 8 
份 数 ，x, 是 100% 天 然 麦 片 的 份 数 . 
110 130 295 
4 3|[ 9 
b. = ,混合 1.5 Cheeri 
20 18 加 48| 混合 15 份 的 Cheerios 
2 5 8 


和 1 份 100% 的 天 然 麦 片 . 

36 51 13 80 lfx | f33 

52 34 74 0 lx,| 145 

0 7 1.1 3.4 x, 3 

1.26 0.19 0.8 0.18|| x | 10.8 

2 分别 表示 将 用 于 混合 物 所 需 的 脱脂 
牛奶 , 大 豆 粉 , 乳 清 和 大 豆 蛋 白 的 单位 ( 100 
克 ) 数量 . 

b，[M]“ 解 ”是 x, =0.64, x =0.54, x = 一 0.09， 
x = 一 0.21. 解 不 是 可 行 的 , 由 于 负数 量 的 乳 
清和 大 豆 蛋 白 是 不 可 能 的 . 

5 -2 0 0lfn 40 
5 mn 
0 0 -4 25||1| |-10 


攻 般 忆 题 体 英 


A404 
了 7.56 形 为 
1» 一 1.10 窗 六 六 水 国 六 米 米 0  * * 
[M]:i = 二 x 
1 0.93 0 * +*| 或 10 0 a *| 或 |0 0 a 
1 | |-0.25 0000| lo000 0 0 0 0 
my 15 -6 02 30 形 为 六 . 
oe -| 有 20 c. 任 一 具有 3 个 变量 和 3 个 方程 的 不 相 容 的 方 
-4 0 -5 13||7 | 1-10 程 组 
hi | 「11.43 5. a. 解 集 : (i) 如 果 h=12 且 kz#2， 是 空 集 ，(ii) 
[My 2=| 11055 如 果 有 12 ,包含 一 个 惟一 解 , (iii) 如 果 h=12 
| | 8.04 且 上 =2， 则 包含 无 穷 多 解 ， 
Ls, 5.84 


9. ri = 二 Mx, 大 =0,1,2,…, 此 处 


wy 210.95 0.04 和 600 000 
一 nn 二 
0.05 0.96 “| 400 000 


、 _[573 260 
2002 年 的 数量 ( 当 K 上 =2 ) 是 =| 32267240| 


oe 85 0.002 2 
ll.a, M= 


0.01715 0.997 42 
30 223 000 
218 487 000 
13，[M] a. 城市 的 人 口 减少 , 7 年 后 , 人 口 会 相等 ， 
但 城市 人 口 数量 继续 减少 . 20 年 后 , 城市 人 
口 仅 有 417 000 人 . ( 注意: 417 456 在 千 位 
上 四 全 五 人. ) 但 每 年 的 人 口 变化 数量 会 越 
来 越 小 . 
b. 城市 人 口 缓慢 增长 ， 郊 区 人 口 减少 ,20 年 
后 ， 城 市 人 口 将 从 350 000 增长 到 370 000 
(注意 : 370283 在 千 位 上 四 合 五 人 ) ， 
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l. aF bF cT dF eT 
人 LT gF hF iT j.F 
kT LF mT nT o.T 
p.T qF rT SF {tT 
uF VvF wF xF yT z.F 


3. a. 任 一 具有 3 个 方程 的 相 容 的 方程 组 ， 其 阶梯 


b. [M] xi -| ， 达到 最 接近 4 位 . 


7. 


2 -4 - 
b. 令 4=|-5 1 1 


b. 解 集 为 空 ， 如 果 丰 +3=0 ， 否 则 解 集 包含 一 


个 惟一 解 . 
2 一 4 一 2 b, 
a. 令 记 =| -5 ;p23=| 1|,v;3=| 1| 和 = b, | . 
| -3 b 


“判断 Vi,V2,V3 是 否 可 以 生成 及- ， 管 案 : 合 . 


,判断 4 的 列 是 否 可 以 


7 -5 -3 
生成 限 3 ” 


c. 定义 T(x)= hx ,“ 判 断 7 是 否 将 耻 : 映 上 到 


R’ bE 


* [ole 


10. 
当 方 程 组 有 一 个 自由 变量 时 , 解 集 是 一 条 直线 . 


提示 : 在 A1X2 平面 夯 出 由 4a 和 ae: 确定 的 格 线 ， 


如 果 系 数 矩 阵 是 2x3， 则 三 列 中 有 两 列 是 主 元 


列 . 例如 ， 取 系 数 生 了 | 。 3 ,| 在 第 3 列 随 


便 放 值 ， 所 得 矩阵 是 阶梯 形 . 对 第 2 行 做 -- 次 
行 变换 以 产生 不 是 阶梯 形 的 和 矩阵， 例如 


1 21| I1 2 1 
0 3 1| |I1 5 2 


. 提示 : 方程 4x =0 中 有 多 少 个 自由 变量 ? 


在 复 习题 伟 半 


I 


15. a 如果 三 个 向 量 线性 无 关 ， 则 a,c,f 必定 全 不 
为 零 . 
b， 数 a,…,f 可 取 任 意 值 . 

16. 提示 : 从 右 向 左 将 列 写 为 Vy,…,v. 

17. 提示 : 使 用 定理 7. 

19. 设 M 为 通过 原点 的 直线 且 平 行 于 Vv 三 局 7. 
所 连 成 的 直线 ， 则 vy, 一 和 vy 一 v 都 在 M 上 ， 
因此 两 个 向 量 成 倍数 关系 ， 比 如 
V2 一 y 一 大 (y3 一 六 ) . 这 个 方程 给 出 了 线性 相关 关 
系 : (Kk 一 Dvi+v2— Ky;3=0. 第 二 种 解法 : 直线 的 
参数 方程 是 zx= 上 +t 一 V1) , 由 于 vw; 在 直线 上 ， 
存在 一 to 使 得 vy =v +toGv2 一 D1)= (一 to)vi 十 fop2 . 
因此 vy, 是 ww 和 的 线性 组 合 ， 并 且 {v1,v,,v3} 


je 


1 00 13 
21. |0 -1 0 23. a=4/5,b=-3/5 15 
0 0 1 17 
25. a.、 当 建造 x 层 的 A 设计 时 ， 问 量 列 出 有 3，2 
和 1 个 卧室 的 公寓 数目 . 1 
3 4 5 
b. xl7|l+x|4|+x|3 
8 8 9 
c，[M] 利用 A 设计 的 2 层 和 B 设计 的 15 层 ， 
或 A 设 计 的 6 屋 、B 设 计 的 2 层 和 C 设 计 21. 
的 8 层 . 这 些 是 仅 有 的 可 行 解 . 也 存在 其 他 
25. 
数值 解 , 但 它们 需要 一 个 或 两 个 设计 的 负数 
的 楼 层 ， 这 没有 实际 意义 . 27 
第 2 章 
2 .1 29 
-4 0 23 -5 3 、[ 1 13 
1. ， ， 
1 10 | 6 J 这 有 宇文 颈 轴 四 
3 [-1 1|[12 -3 
|-5s 51|15 -6 33 


1. 


. 提示 


4 -7 4 
5.a. Ab, = 人 人 7 -6 
12 12 -7 


—]1:3+ 2(-2) +2. 1 -7 4 
5:3+4(-2) 5(-2)+4. | 7 
了 2.3—-3(-2) 2(-2)-—3:1 12 一 7 
3x7 9. 大 一 
2 3 5 2 2 2 
AD = 6 15|, DA=I3 6 9 
2 12 25 5 20 25 


被 刀 右 乘 ( 即 在 右边 乘 ) 是 用 DD 相应 的 对 角 元 


素 乘 以 4 的 每 一 列 . 被 D 左 乘 是 用 D 相应 的 
对 角 元 素 乘 以 4 的 每 一 行 . “学 习 指 导 ” 告 诉 
你 如 何 使 A4B= BA ， 但 你 应 该 在 查阅 之 前 先 自 


己 试 一 试 . 


. 在 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 回答 这 个 问题 . 


四 


.4B 的 第 3 列 是 4B 前 两 列 之 和 ， 以 下 是 原因 . 


记 B8=[b 4b。 b;] ,根据 定义 ，48 的 第 3 列 
是 4b; ， 如 果 妃 =b+b, ， 那 么 由 和 矩阵 向 量 乘 
法 的 性 质 可 知 4B 的 第 三 列 是 
Ab; = A(b +b,)= 45 + Ab;. 

4 的 列 是 线性 相关 的 ， 为 什么 ? 

提示 : 假若 x 满足 Ax =0, 且 证 明 x 必须 是 0. 
提示 : 使 用 习题 23 和 24 的 结果 ， 并 对 乘积 
C4D 使 用 乘法 结合 律 . 


,UV=y WU=-24a+3b-4c 


2a -2b -2c -24 3a ~4a 
uw '=| 3a 3b 3c|,vu'=|-2b 3b -4b 
4a -4b -4c -2c 3c -4c 


. 提示 : 对 定理 2 (b), 证 明 4(B+C) 中 心 门 元 


素 和 AB+A4C 中 的 (i, 站 元素 相等 . 


. 提示: 利用 乘积 I,,Ah 的 定义 和 对 恨 "” 中 的 x 有 


Ix = 的 事实 . 


. 提示 :首先 写 出 (4B)" 的 (i, 门 元 素 , 它 是 48 的 


(j, 站 元 素 ， 然 后 利用 B" 中 第 i 行 的 元 素 是 


芝 犁 忆 题 釜 英 


466 
全 


As ， 它 们 来 自 B 的 第 i 列 ， 并 且 ，A7 中 
第 J 列 的 元 素 是 dd jn， 它们 来 目 A 的 第 J 
行 ， 由 行 一 列 法 则 ，85"47 中 元 素 (i, 让 是 
biaji +:……+ brayn ， 

35. [MJ] 这 里 的 管 案 依 赖 于 你 选取 的 和 矩阵 程序 ， 对 
MATLAB， 利 用 帮助 命令 查阅 zeros, ones, eye 
和 diag. 对 TI-86 计算 器 ,学习 dim,fill 和 iden 
指令 . 在 TI-86 中 没有 一 个 “diagonal” 指 令 . 

37. [M] 报告 你 的 结果 . 

39. [M] 和 矩阵 $ 移动 向 量 (a,b,c,d,e) 中 的 元 素 得 到 
(b,c,d,e,0) . 5 是 5x5 的 零 矩 阵 .， 5 也 是 如 


1[-5 -5 1 1 
3 -~ E 
中 7 s 或 | a 


-9| ll 61] [13 

7. 对 a 和 bb，x 的 解 : [下 引 了 引 引 

9. 在 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 写 出 你 的 答案 . 

11. 证 明 可 以 类 似 定理 5 的 证 明 那 样 完成 . 

1l3. AB=AC= A "AB=A"AC=IB=IC— B=C . 
否 . 一 般 地 ， 如果 4 不 可 道 , 则 BB 和 Cc 可 能 不 
间 . 见 2.1 节 习 题 10. 

15. D=C"B"A"， 验 证 DD 满足 要 求 . 

17.，A= 8B8CB”( 一般 地 ，BCB"'#C ). 

19， 当 找到 X=CB- 4A 后， 验证 X 是 一 个 解 . 

21. 提示 : 考虑 方程 Ax =0. 

23. 提示 : 如 果 hx =0 仅 有 平凡 解 ， 那 么 方程 
4r =0 没 有 自由 变量 ， 且 4 的 每 个 列 是 一 主 
元 列 ， 

25. 提示 : 考 虚 当 a=4b=0 的 情形 ， 然 后 考虑 向 量 


| | 县 利 用 事实 aa-be =0， 
27. 提示 : 对 (a), 将 2.1 节 中 例 6 后 的 方 框 中 公 


式 中 的 4 和 B 互 换 位 置 , 然后 用 单位 矩阵 代替 
rowi(A) 
row2(A) 


B. 对 (b) 和 (c), 先 将 4A 写 为 4= 
row3(A) 
8 3 1 
10 4 1 


-7 2 
29. | 4 | 31. 
7/2 3/2 1/2 


1] 0 0 :… 0 
-1 1 0 0 
33.4” =B=| 0 -1 1 


. 提示 : 对 


0 0 ... -1 1 
j=D…,n ， 设 aj,bj,ej 分 别 表 示 4,B,7 的 第 j 
列 ， 利 用 对 j=1…,n-1 ， 有 amw -em=e 和 
bj=e;—ejn ,并且 a,=b,=e,. 
3 


-6|， 通 过 行 化 简 [L4 ej] 求 得 . 


1 1 -1 
37, C= 
四 


39. 分 别 是 0.27，0.30 和 0.23 英寸 . 
41. [MI 分 别 为 12，1.5，21.5 和 12 牛顿 的 力 . 


2.3 


为 节约 答案 的 篇 幅 ， 我 们 用 IMT 表示 可 逆 矩 

阵 定 理 ( 定理 8) . 

1. 可 逆 ， 由 IMT， 列 线性 无 关 ， 因 为 矩阵 的 任 一 
列 不 是 其 他 列 的 倍数 ， 并 且 ， 由 2.2 节 定 理 4， 
行列 式 不 等 于 零 ， 因 此 抢 阵 是 可 北 的 . 

5 0 

0 -7 0 


0 0 -1l 


35. 


3. 可 逆 ,， 由 IMT, 矩阵 行 变 换 后 变 为 


且 右 3 个 主 元 位 置 . 


10 2 
5. 不 可 逆 , 由 IMT, 矩阵 行 变换 后 变 为 10 3 | 
00 0 


且 不 是 行 等 价 于 六. 
7. 可 逆 ， 由 IMT， 和 矩阵 是 行 变换 后 变 为 


夏 改 习题 条 笑 
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-1 -3 0 1 
0 -480 
0 030 
0 001 
9，[M] 4 x4 和 矩阵 有 4 个 主 元 位 置 ， 由 IMT， 和 矩阵 
可 道 ， 
11. “学 习 指 导 ” 会 帮助 你 , 但 首先 要 建立 在 仔细 
阅读 课本 的 基础 上 ， 尝 试 回答 问题 . 
注意 ,一 个 蕴涵 论断 是 错 的 仅 当 存在 一 个 实例 
使 得 ,论断 2， 是 错 的 ， 但 ‘论断 1〉 是 正确 的 . 
13. 一 个 上 三 角形 方 阵 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 
所 有 在 对 角 线 上 的 元 素 非 零 , 同样 结论 对 一 个 
下 三 角形 方 阵 也 成 立 . 为 什么 ? 
注意 : 习题 15~29 的 答案 与 IMT 有 关 . 在 许 
多 时 候 ， 部 分 或 全 部 的 答案 可 以 是 基于 用 来 建立 
IMT 的 结论 . 
15. 如 果 4 有 两 个 相同 的 列 , 则 它 的 列 是 线性 相关 
的 . IMT 的 (e ) 命题 说 明 4 不 可 能 是 可 逆 的 . 
17. 如 果 A 可逆 ,由 2.2 节 和 定理 6，4- 也 可 道 ， 对 
4 应 用 IMT 的 命题 (e )， 得 到 4- 的 列 是 线 
性 无 关 的 . 
19. 根据 IMT 中 的 命题 (ee )， 刀 是 可 逆 的 . 于 是 由 
IMT 中 的 命题 ( g ), 方程 Dx =b 对 所 有 属于 及 
的 b 有 一 个 解 ， 你 有 更 多 结论 吗 ? 
21. 由 2.2 节 定 理 5 或 IMT 下 面 的 段落 ,和 矩阵 G 不 
可 能 是 可 逆 的 . 因此 IMT 中 的 命题 (g ) 是 假 
的 ,同样 (h ) 也 是 假 的 , 即 G 的 列 不 能 生成 R". 
23. 对 天 ,IMT 的 命题 (b ) 是 假 的 , 因此 命题 (e ) 
和 (h ) 也 是 假 的 ， 即 天 的 列 线性 无 关 ， 且 其 
列 不 能 生成 民 ”. 
25. 提示 : 首先 利用 IMT. 
27. 由 于 48 是 可 逆 的 ， 存 在 一 个 矩 阵 W 使 得 
ABW =1 且 有 A(BW)=1， 但 是 ， 由 这 个 计算 
本 身 不 能 证 明 4 是 可 道 , 为 什么 不 能 ”在 查阅 
“学 习 指 导 ” 之 前 完成 证 明 . 
29. 因为 变换 x 4xr 不 是 一 对 一 的 ，IMT 的 命题 
(f) 是 假 的 ， 因 此 命题 (i) 也 是 假 的 ， 变 换 


且 有 4 个 主 元 位 置 . 


hy hx 不 能 将 有 R" 映 上 到 RR"， 并 且 4 是 不 可 
逆 的 ， 由 此 根据 定理 9 推出 变换 x F> hx 是 不 
可 道 的 . 

. 提示 : 如 果 对 任 一 5 ,方程 hx =b 有 一 个 解 ， 
那么 4 的 每 一 行 有 一 个 主 元 ( 根据 1.4 节 定 理 
4) . 方程 hx =b 是 否 有 自由 变量 ? 

33. 提示 : 首先 证 明 7 的 标准 矩阵 是 可 道 的 ,然后 


使 用 定理 证 明 7-(x)= Bx ， 其 中 -| 引 


35. 提示 : 为 了 证 明了 是 一 对 一 的 ， 假 设 对 了 下" 中 
的 问 量 & 和 ,有 7(O=7T) ,证 明 z=v. 为 
了 证 明了 是 映 上 上 的， 假设 y 表 示 疏 "中 的 任 一 
癌 量 ， 利 用 5 的 逆 来 产生 一 个 向 量 x 使 得 
T(x)=y. 第 二 种 证 明 可 以 使 用 定理 9 及 1.9 
节 中 的 一 个 定理 . 

37. 提示 : 考虑 T 和 U 的 标准 和 矩阵, 

39. 因为 了 是 满 射 ， 给 定 R" 中 的 任 一 ， 存 在 某 
向 量 x ， 有 v=T(x). 则 5 和 U 的 性 质 说 明 
SV)= S(T(x))=x 和 UG)=U(T(x))=x ， 因 此 
SL) 和 Uly) 对 每 个 y 都 相同 ， 亦 即 $ 和 U 是 
从 民 " 映射 到 RR" 的 同一 个 函数 . 

[M] a. (3 ) 的 精确 解 是 x =3.94 和 x, =0.49. 

(4 ) 的 精确 解 是 x, =2.90 和 x, = 2.00. 

b， 当 用 (4 ) 的 解 作为 (3 ) 的 一 个 近似 解 ， 
近似 解 x 取 2.90 时 误差 为 26%, 近似 解 x 
取 2.0 时 误差 为 308%. 

. 系数 矩阵 的 条 件 是 3363， 从 (3) 和 (4) 
的 解 改 变 的 百分比 大 约 是 7700 倍 方程 右 端 
改变 的 百分比 . 这 与 条 件数 是 同样 阶 的 大 小 . 
条 件数 大 约 给 出 方程 hx =b 的 解 随 b 改变 的 
敏感 性 的 粗略 度量 . 更 进一步 关于 条 件数 
的 信息 在 第 6 章 的 最 后 和 第 7 章 中 给 出 . 

. [M] cond(4) = 69 000 ,位 于 10 和 10’ 之 间 ， 所 
以 大 约 4 或 5 位 数字 的 精度 可 能 丢失 ， 一 些 用 

MATLAB 的 实验 可 以 验证 ， 和 x, 有 大 约 11 
或 12 位 数字 相 一 致 . 

45. [M] 当 要 求 对 一 个 阶 数 为 12 或 更 大 的 使 用 浮 点 


3 


[ 


41. 


[ee 


人 


4 


ty 
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数 的 希 尔 伯 特 抢 阵 求 道 时 ,MATLAB 给 出 一 个 
警告 ， 乘 积 44- 的 非 对 角 元 素 会 有 非 零 值 . 如 
果 没 有 出 现 这 种 情况 ， 党 试 : 一 个 更 大 的 矩阵 . 


2.4 

| A B 3 上 | 
EA+C EB+D W X 

5. Y=B” (解释 为 什么 ).， X=-8"A,Z=C 

7.， 针 =A71( 为 什么 ”), 了 =-B84 "1,Z =0( 为 什么 ? ) 

9. X=—AAn', Y=-AAn, By = A — A A A 

11. 你 可 查阅 “学 习 指 导 ” 中 的 参考 . 

13. 提示 : 寿 4 是 可 道 的 ， 昌 取 全 -| 人 | 证 
明 BD=7 和 CG=7， 这 说 明 有 和 C 可 闭 . ( 解 
释 为 什么 ! ) 相 反 , 车 B 和 CC 可逆, 为 证 明 4 是 
可 道 ， 猜 测 4 是 什么 并 检查 . 


Is {A 4 -70409744 
[hh 4 14414 10 Sito 1 | 
此 处 $= A,, 一 AlAr A 

XE: 

了 


17, Gin =[X Xe | ja 


= Gi + Kini 
只 有 外 积 和 矩阵 rtuxzi 需 要 计算 (然后 加 到 Gy 
|). 
19. W(s)=1,—C(A-s1,)'B . 
A 一 si 的 舒 尔 补 . 


jy -| | 1 1 0+0 
3 -|13 -1 3-3 0+({-1) 
[1 0 
“Io 1 
bp | | 1 1 
7 -4||7 -A 
| 4+0 0+0 | [71 0 
1A-A 0+C42| 10 7 
23. 如 果 4 和 怠 是 +DxKk+D 且 为 下 三 角形 , 那 


么 我 们 可 以 写 出 4 |aa-|， | 
v A w 8B 


这 是 系统 矩阵 


圳 戏 卫 十 侠 甘 


于 及 *, 朋 a 和 465 是 适合 的 数 ,假若 任意 kxk 下 
三 角形 矩阵 的 乘积 是 下 三 角形 矩阵, 然后 计算 


乘积 4 有 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 
25. 利用 习题 13 求 形 如 a-| | . | to 


的 逆 ， 其 中 Bi 是 pxp， B2 是 gxg， B 可逆 . 
将 和 矩阵 4 分 块 ， 用 两 遍 你 的 结果 求 得 


-5 2 0 0 0 
3 一 ! 0 0 0 
A =|0 0 1/2 0 “0. 
0 0 0 3 —4 
0 0 0 -3/2 7/2 


27，[M]ja, b 习题 中 要 使 用 的 命令 依赖 于 所 使 用 的 
矩阵 程序 . 


4 0 XI| b, 
c. 从 分 所 短 隆 方程 | 和 | 国 昌 E 


中 x1,b 属 于 RR”， x2,b, 属于 R™, 可 以 得 到 
Aixi =b, ， 从 而 可 以 求 出 XI， 从 方程 
42Xi + 42x2 = 二 Bb, 得 到 Ayyxs =b, 一 Ax!， 再 


通过 行 简化 矩阵 [4 cj] 求 出 xz ， 其 中 
CC 三 六 一 4 
2.5 
一 7 3 
1. y=b=y=|-21, Ur=y=x=| 4 
6 -6 
| 1 -2 
3 | 5 -1 
y=|3|, x=| 3 5. = | = 7 
3 3 3 _3 
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1 0 0 0|l|I1 3 -5 -3 
13 -1] 10 0|1|10 -2 3 1 
中 湛 夺冠 | -和 
-2 -1 0 1|1I10 0 0 0 
1 0 0||2 -4 4 -2 
15 3 1 0|l|0 3 -5 3 
-]l]/2 -2 1|1|10 0 0 5 
1/4 3/8 1/4 
a. 
ll, Ul 0 <12 2 Sr 
0 0 /之 -0.25 1 0 0 0 0 0 0 
-0.25 -0.0667 1 0 0 0 和 场 
1 0% 1) -| 0 -02667 -02857 1 0 0 0 0 
| 二 人 | 0 0 -0.2679 -0.0833 1 0 0 0 
0 0 0 -02917 -02921 1 0 0 
-2 01 0 0 0 0 -02697 -00861 1 0 
0 0 0 0 0 -0.2948 -0.2931 1 
1/8 3/8 1/4 "i _] 0 0 0 0 0 
3 "1/2 YW2 0 3%.025. -1 0 0 0 0 
0 0 3.7333 -1.0667  -l 0 0 0 
i 0 1/2 lo 0 0 3.4286 -02857 -1 0 0 
19. 提示 : 考虑 行 简 化 [4 71]. yr 0 3.7083 -1.0833 -1 0 
加 出 加 0 0 0 0 0 3.3919 -0.2921 
21. 提示 :将 行 变换 表示 为 一 系列 初等 矩阵 的 乘积 . SO -0 0 0 0 3.7052 -1.0861 
0 0 0 0 0 0 3.3868 


23. a. 将 DD 的 行 表示 为 列 向 量 的 转 置 . 那么 从 分 
块 矩 阵 的 乘法 得 到 : 


vi 
=CiVi 十 十 C4P4 
V4 
b. 4 有 40 000 个 元 素 , 由 于 C 有 1600 个 元 素 
且 DD 有 400 个 元 素 ， 两 者 合 在 一 起 只 占 存 
储 A 所 需 的 5%. 
25. 解释 为 什么 U,D 和 V" 是 可 逆 的 ， 那 么 对 可 道 


和 矩阵 的 乘积 的 逆 运 用 一 个 定理 . 


4=CD=|c c4] 


后 | 1+ R,/R, —R, 
[=-VR-R/(RR)-1/R 1+R,/R; 


二 
4. a. 2 
| 


b. x=(3.9569, 6.5885, 4.2392, 7.3971, 5.6029, 8.7608, 9.41 15, 12.0431) 


0.2953 0.0866 0.0945 0.0509 0.0318 0.0227 0.0100 0.0082 
0.0866 0.2953 0.0509 0.0945 0.0227 0.0318 0.0082 0.0100 
0.0945 0.0509 0.3271 0.1093 0.1045 0.0591 0.0318 0.0227 
-1_|0.0509 0.0945 0.1093 0.3271 0.0591 0.1045 0.0227 0.0318 
|0.0318 0.0227 0.1045 0.0591 0.3271 0.1093 0.0945 0.0509 
0.0227 0.0318 0.0591 0.1045 0.1093 0.3271 0.0509 0.0945 
0.0100 0.0082 0.0318 0.0227 0.0945 0.0509 0.2953 0.0866 
0.0082 0.0100 0.0227 0.0318 0.0509 0.0945 0.0866 0.2953 


可 直接 得 到 4” 然 后 计算 4A" -Um"'L"' ,比较 两 种 
计算 矩阵 逆 的 方法 . 


2.6 


0.10 0.60 0.60 60 
1. C=|0.30 0.20 ”01, {中间 需求 } =| 20 
0.30 0.10 0.10 10 


11 
3 弟 己 
120 
LT 
b. 
121.2 


82.8 


9. x=|131.0 
110.3 
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11. 提示 : 利用 转 置 的 性 质 得 到 p =p"'C+v ,使 
得 prx=(p'C+t+v')x=p'Cx+v'x 现在 用 乘积 
方程 计算 p'x. 

13. [M] x = (99 576, 97 703,51231,131570,49 488， 
329 554，13 835) . 答案 x 中 的 元 素 比 在 4 中 
只 精确 到 接近 千 位 的 元 素 更 准确 , 所 以 , 更 实 
际 的 x 的 答案 是 x=1000x(100，98，51，132, 
49，330，14) . 

15，[M] x"” 是 第 一 个 向 量 , 其 元 素 精 确 到 接近 千 
位 ，x"” 的 计算 需要 1260 次 浮 算 ， 而 
[(1 -0C) 4 的 行 变换 仅 花 费 550 次 浮 算 . 如 果 
C 是 大 于 20x20， 那么 用 和 迭代 计算 x"” 比 用 行 
变换 计算 平衡 向 量 x 需要 更 少 的 浮 算 . 随 着 
C 的 阶 数 增加 ， 和 迭代 方法 的 优势 会 更 加 明显 . 
而 且 ， 在 经 济 学 的 较 大 模型 中 的 C 变 得 更 稀 
玖 ， 较 少 的 迭代 就 能 得 到 所 需要 的 精度 . 


2.7 
1 0.25 0 V212 -V212 V2 
1. |0 1 0 3. |V2/2 V212 2V2 
0 0 1 0 0 1 
V3/2 1/2 0 
5. 11/2 -V3/2 0 
0 0 1 
1/12 V3/2 3+4V3 
7. |vV3/2 -1/2 4-3V3 
0 0 ] 
见 练习 题 . 


9.，A(B8D) 需要 1600 次 乘法 ，(4B)D 需要 808 次 乘 
法 ， 第 一 种 方法 乘法 次 数 大 约 是 第 二 种 方法 的 
两 倍 . 如 果 刀 有 20 000 列 ， 两 种 计算 次 数 分 别 
为 160 000 和 80 008 次 . 

11. 利用 以 下 事实 : 


1 sin’g 
secp 一 tanpsiny = —-—— =cosg 


cos@ cosp 


Ap 7 pllA dO 
13. = 施加 线性 变 
|- ?|| .首先 
换 4 ， 然 后 对 之 平移 p. 
1 0 0 0 
0 1/2 -V3/2 0 
15. (12,-6,3) 17. V3 
0 V3/2 1/2 0 
0 0 0 1 
19. 三 角形 项 点 在 ( 7,2,0 ), (7.5,5,0 ), (5,5,0). 
2.2586 -1.0395 -0.3473] fFX]1 [R 
21. [M]|-1.3495 2.3441 0.0696| |Y |=|G 
0.0910 -0.3046 1.2777||zZ| 1B 
2.8 


5. 


. 集合 对 加 法 封闭 ， 但 对 一 个 负数 ， 标 量 乘法 不 


封闭 . (给 出 一 个 简单 例子 ，) 


. 集合 在 加 法 或 标量 乘法 下 不 封闭 . 包含 在 直线 


上 的 点 的 子 集 是 一 个 子 空间 ， 因 此 任何 反例 必 
须 使 用 至 少 一 个 不 在 这 条 直线 上 的 点 . 
否 . 对 应 于 Ly，v。 wj] 的 方程 组 不 相 容 . 


7. a. 3 个 和 癌 量 py,,v;. 
b， 无 穷 多 向 量 . 
c. 是 ，p 属于 4 的 列 空间 ， 因 为 方程 Ax=p 有 


9. 


11. 


13. 


13. 


17. 


一 个 解 . 
否 ， 因 为 Ap 0. 
P=4, 9=3,Nulh 是 RR“ 的 一 个 子 空间 ， 因 为 
Ax =0 的 解 必然 有 四 个 元 素 , 以 便 与 的 列 相 匹 
配 . Col4 是 下 的 一 个 子 空间 ， 因 为 每 个 列 向 
量 有 三 个 元 素 . 
对 Nul4 作为 例子 选 ( 1,-2,1,0 ) 或 (一 1,4,0,1 )， 
对 Col4 ， 选 4 的 任意 一 列 . 
是 , 设 4 是 用 所 给 向 量 做 为 列 的 矩 阵 ， 因 为 行 
列 式 不 等 于 零 ， 因 此 4 是 可 逆 的 ， 根 据 IMT 
(或 例 5)， 其 列 构成 恨 ? 的 一 组 基 ，( 也 可 给 出 
4 可 逆 的 其 他 理由 ) 
是 , 设 4 是 列 为 给 定向 量 的 矩阵 ，4 的 行 变换 
表明 有 3 个 主 元 . 所 以 A 是 可 道 的 ,根据 IMT 
4 的 列 构成 恨 ! 的 一 个 基 . 
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19. 否 , 设 4 是 3x2 和 矩阵 , 它 的 列 是 给 定 的 向 量 ， 
A 的 列 不 能 张 成 Ri? ， 因 为 4 中 不 是 每 一 行 有 
一 个 主 元 , 所 以 列 不 能 构成 Ri 的 一 个 基 .( 它 
们 是 Ri 中 的 平面 的 一 个 基 . ) 

仔细 阅读 这 一 节 ， 然后 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 
写 出 你 的 答案 , 这 一 节 内 容 和 关键 概念 你 必须 
现在 学 习 ， 然 后 才能 继续 学 习 下 面 的 内 容 . 


21, 


一 


4 一 7 
41 15 
23，Col4 的 基 5|; Nul4 的 基 : | 1 
3| |4 
0 1 
1 4 一 3 
一 ] 2 3 
25，Colh 的 基 : a 2 Ess 
3 6 —5 
2 一 7 
一 2.5 0.5 
Nul4 的 基 : 1 0 
0 一 4 
0 1 
27. 构造 一 个 非 零 的 3x3 和 矩阵 4, 用 4 的 列 的 任 
意 方便 的 线性 组 合作 为 b. 
29. 提示 : 你 需要 一 个 非 零 的 矩阵 ， 其 列 是 线性 相 
关 的 . 


如 果 ColF 及 5 ， 则 FF 的 列 不 能 生成 民 . 由 于 

F 是 方 阵 ，IMT 说 明 下 是 不 可 道 的， 方程 

Fx =0 有 非 平凡 解 ， 即 NulF 包含 非 零 癌 量 . 

另外 的 描述 方式 是 Nul F {0}. 

33. 如 果 Col1 0 =R*, 则 8 的 列 生成 及 . 由 于 Q 是 
方 阵 , IMT 说 明 QO 是 可 道 的 ,方程 Qx = 对 下 
中 的 每 个 b 都 有 一 个 解 ， 而 且 由 2.2 节 和 定理 3， 
每 个 解 是 惟一 的 . 

35. 如 果 B 的 列 线性 无 关 , 则 方程 Bx =0 只 有 平凡 
( 零 ) 解 ， 即 NulB={0}. 

37. [M] 写 出 4 的 简化 阶梯 形 ， 将 4 的 主 元 列 选 为 

Col4 的 一 个 基 . 对 于 Nul4 ， 写 出 Ax =0 的 解 

的 参数 向 量 形式 . 


31. 


一 


3 -5 
—7 9 

ColA 的 基 : 5 | ， 
3 一 7 


Nul4 的 基 : | 1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
2.9 


dh 


X2 


2 
he [ws -| 9 


9，Col4 的 基 :dim Col A=3 


Nul4 的 基 : :dim Nul A=1 
1 2 0 
11. Col4 的 基 : : 9. :dim Col A=3 
-3| D9| "nly 
3 10 11 
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9| [-5 b. 提示 : C 的 维 数 是 多 少 ? 
-2| | 3 c. 提示 : B 和 C 与 4 关系 如 何 ? 

Nul4 的 基 : | 直上 0| ;dim Nul4=2 29. [MJ 你 的 计算 应 该 说 明 fy，vy。 x] 对 应 于 一 个 
1 村 相 容 的 方程 组 ，x 的 8 一 坐标 向 量 是 ( -$/3.8/3 ) . 


13, 原 和 矩阵 的 第 1，3 和 4 列 构成 五 的 一 组 基 ， 因 
此 dim FH =3. 

15，Col4= 民 ” ,因为 4 的 每 -- 行 有 一 个 主 元 , 4 的 
列 生 成 民 * .Nul4 不 等 于 及 ， 因 为 Nul4 是 
月 -的 子 空 间 . 但 Nul 4 是 二 维 的 ， 理 由 : 方程 
Ax =0 有 两 个 自由 变量 , 因为 4 有 5 列 ,当中 
只 有 3 列 是 主 元 列 . 

17. 在 给 出 你 的 理由 后 再 查看 “学 习 指 导 ”. 

19. Ax =0 的 解 空 间 有 一 组 三 个 向 量 组 成 的 基 ， 意 
味 着 dimNul4=3. 因为 Sx7 和 矩阵 4 有 7 列 ， 
秩 定 理 说 明 rank4=7-dimNul4=4， 见 “学 
习 指 导 ” 中 不 用 秩 定理 来 论证 . 

21. 一 个 7x6 和 天 阵 有 6 列 , 根据 秩 定理 ， 
dimNul4=6-rank4 . 因为 其 秩 是 4， 故 


dim Nul4=2,， 即 4r=0 的 解 空间 的 维 数 是 2. 


23. -个 3x4 和 矩阵 4， 有 2 维 的 列 空间 ， 则 4 有 
2 个 主 元 列 . 剩 下 的 两 列 对 应 于 方程 中 的 自由 
变量 . 因此 ， 直 接 构造 这 样 的 矩阵 是 可 能 的 . 
主 元 列 有 6 种 可 能 的 位 置 ， 其 中 之 一 是 


下 来 玫 水 
OQ mm * * 
0 0 0 0 


中 取 两 个 明显 线性 无 关 的 向 量 , 将 它们 按 任意 
顺序 放 在 矩阵 中 .所 得 矩阵 将 显然 具有 2 维 的 
列 空间 . 无 需 担 心 Nul 4 是否 有 正确 的 维 数 ， 
因为 秩 定 理 保证 了 有 dim Nul4=4-rank4. 

25. 由 定义 4 的 p 列 生成 Col4 ， 如果 
dim Col 4= p ， 则 根据 基 定 理 ，p 列 的 生成 集 
自然 成 为 Col 4 的 一 组 基 ， 特 别 地 ， 这 些 列 是 
线性 无 关 的 . 

27.a. 提示 : 8 的 列 生成 W ,每 个 向 量 a, 属 于 W. 

问 量 c, 属 于 R? 是 因为 B 有 p 列 . 


一 种 简单 的 构造 方法 是 在 Ri 


第 2 章 补充 习题 


l.a.T b.F c.T d.F 
eF f.F g.T h.T 
iT jF KkT 1F 
mF n.T oF p.T 
3. 1 
5. 4 =24-7 ， 乘 以 4 得 到 : 43=242-4. 
将 4 =24-7 代 入 : 4=2(024- 门 -4=34-27 
再 乘 以 4: A’=A4(34-21)=34’-24. 
再 将 4 =24-7 代入 一 次 ; 
4 =3(24- 门 -24=44-37 
7. 见 2.2 节 的 习题 12，[4 B] 的 行 变换 得 到 
10 -1 
[747Bj 产 生 4-1B=| 9 "| 
9 3 | 
-8 27 


11., a. p(x) = C0 ox 二 十 CaX 


-9 一 3 


Co 
-| : EX 
Cn 
b. 假 奉 和，…, 是 不 同 的 ， 并 设 对 某 向 量 c 有 
Ve =0, 那么 c 中 的 元 素 是 一 个 在 x,…,x, 处 
为 零 的 多 项 式 的 系数 , 但 是 , 一 个 n-1 次 多 
项 式 不 可 能 有 nn 个 零点 , 因此 这 个 多 项 式 必 
然 便 等 于 零 ， 也 就 是 ec 中 的 元 素 必须 都 是 
零 ， 这 表明 V 中 的 列 是 线性 无 关 的 . 
c. 提示 : 当 %…,x 是 不 同 的 , 存在 -个 向 量 c 
使 得 Ve =y . 为 什么 ? 
13.a. P=(uu )(uu') =u(u uu =u(DuT=P 
b，P =(uu) =u Tu =uu =P 


c¢. QO’=(1~2P)(I -2P) 因为 (a) 
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”UL 一 一 一 


=1—1(2P)-2PI+2P(2P) 
=1-4P+4P’=1 

15. 用 初等 矩阵 左 乘 产 生 一 个 行 初 等 变换 : 
B~EB~ EB~ EEEB=C， 所 以 B 是 行 等 
价 于 C ,因为 行 变换 是 可 道 的 ，C 行 等 价 于 B 
( 换言之， 利用 El 的 道 作 行 变换 可 证 明 C 被 变 
为 B.) 

17. 由 于 下 是 4x6( 列 数 多 于 行 数 )， 它 的 6 列 线 
性 相关 ， 且 有 非 零 x 使 得 Bx=0 ， 于 是 
ABx = A0=0 ,由 可 道 矩 阵 定 理 , 说 明和 矩阵 4B 
是 不 可 逆 的 . 

19，[M] 对 4 位 小 数 ， 当 增加 时 ， 

0.2857 0.2857 0.2857 
A” | : 


0.4286 0.4286 0.4286 
0.2857 0.2857 0.2857 
0.2022 0.2022 0.2022 
0.3708 0.3708 am 
0.4270 0.4270 0.4270 


或 用 有 理 数 形式 : 
2/7 2/7 2/7 


317 3/7 377 
217 2/7 2/7 


18/89 18/89 18/89 
B" —|33/89 33/89 33/89 


38/89 38/89 38/89 


B* — 


日 


4 — 
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3.1 


1. 1 3. -5 5. -23 7. 4 

9. 10， 从 第 3 行 开 始 . 

11. -12， 从 第 1 列 或 第 4 行 开始 . 

13.6， 从 第 2 行 或 第 2 列 开始 . 

15. 1 17. -5 

19. ad -bc, cb-da ,交换 两 行 改 变 行 列 式 的 符号 . 

21，-2, (18+126-(20+12 所 = -2 .一 个 行 的 奉 换 
不 改变 一 个 行列 式 的 值 . 


23， -5 K(4)-K(2)+K(-7)=-5k ， 用 一 个 常数 上 乘 
一 行 后 的 行列 式 等 于 大 乘 以 原 行列 式 . 

25. 1 27. k 29.-] 

31. 1, 矩阵 是 上 三 角形 或 下 三 角形 形式 , 在 对 角 线 
七 只 有 1. 行列 式 等 于 1, 是 对 角 线 元 素 的 乘积 . 


d 
33. det EA=det| © y=-ed -CD (ad 一 pe) 
人 
= (det E)(det A) 
a+kc b+kd 
35. det EA = det 1 
[机 


=(a+kc)d — (b+ kd)c 
=ad+kcd—bc—kdc=(+1) (ad -boc) 
=(detE) (det A) 


1]4 5 
37, $A= ， 芷 
民 | 合 


39. 在 “学 习 指 导 ” 中 有 提示 . 
41 平行 四 边 形 的 面积 和 [u 中 的 行列 式 都 等 于 6 
如 果 对 任何 xy=| | 面积 仍 为 6， 在 每 种 情 


形 下 ， 平 行 四 边 形 的 底 边 没 有 改变 ， 且 高 度 保 
持 为 2， 因为 ”的 第 二 个 坐标 总 是 2. 
43. [M] 一 般 地 ，det(4+B) 不 等 于 det A+detB. 
45. [M] 在 学 到 3.2 节 时 ， 你 可 以 检查 你 的 猜测 ， 


3.2 


1. 交换 两 行 改变 行列 式 的 符号 . 
3. 行 替换 变换 不 改变 行列 式 . 


5. 3 7.0 9.3 11. 120 
13.6 15.35 17.-7 19.14 
21. 可 道 23. 不 可 首 

25. 线性 无 关 27. 见 “ 学 习 指 导 - 
29. -32 

31, 提示 : 证 明 (det A) (det A ')=1. 


33. 提示 : 用 定理 6. 
35. 提示 : 用 定理 6 和 另 一 个 定理 . 


6 
37, det AB = det 0 
17 4 


= 24 
(det A) (detB)=3.8= 24 
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39. a.-l2 b.500 cc.-3 dd. e. 64 


4]. detA=(ate)d—-(b+f)c=ad+ted-—bc-fc 
=(ad—bc)+(ed— fc)=detB+detC 

43. 提示 : 用 第 3 列 的 余 因 子 展开 计算 det 4 . 

45. [M] 在 你 做 出 关于 474 和 447 的 猜测 后 参考 


“学 习 指 导 ”. 
3.3 
5/6 4 3/2 
1 . 5. 4 
—1/6 $/2 
—7/2 
4 —15 
7 $s#+tV3 :x = + m= 
0( 一 3) 4(5 一 3) 
9. s*#0,—1;x= | = 
3(s+1) Gs(s+t+1) 


2 00 ,12? 00 
15. adj 4=| 2 6 0|, A"'=-= 2 60 
-1 -9 3 -1 -9 3 


b 
17.， 如 果 4-| ， 那 么 C=d,C =—c,C 
Cc 


=b,Cw=a . 共 罗 算 阵 是 余 因 子 的 转 置 ， 


-| ?| 

-CC [A 
根据 定理 8， 我 们 用 det A 来 除 , 得 到 与 2.2 节 
中 … 样 的 公式 ， 

19. 8 21. 14 23. 22 

25. 一 个 3x 3 和 矩阵 4 不 是 可 闭 的 充分 必要 条 件 是 
它 的 列 是 线性 相关 ( 由 和 矩阵 可 道 定理 ) . 这 种 
情形 出 现 的 充分 必要 条 件 是 其 中 一 个 列 是 在 
其 他 两 列 所 生成 的 平面 内 , 这 等 价 于 由 这 些 列 
所 确定 的 平行 六 面体 具有 零 体 积 , 也 就 是 等 价 
于 条 件 det A =0. 


夏 放 习题 父 莱 


27.24 29. 2| detly, v2]| 
2 


31. a. 见 例 5 b. 4nabc/3 


33. [M] 在 MATLAB 中 ,Binv(4) 中 的 元 素 近 似 为 
10” 或 更 小 ， 见 “学 习 指 导 ” 的 建议 ， 它 也 许 
会 节省 你 工作 中 的 键盘 输入 . 

35., [M]MATLAB 学 生 版 4.0 用 57 771 次 浮 算 来 计 
算 inv(4) 和 14,269 045 次 浮 算 来 计算 求 道 公式 . 
inv(4) 命令 仅 需 要 求 道 公式 中 0.4% 的 运算 量 . 
“学 习 指 导 ” 给 出 如 何 使 用 flops 命令 . 


第 3 章 补 充 习 题 


1. 3. 工 b. 工 c.F d.F 
e.F f.F g.T h.T 
i.F Jj-F k.T 1.F 
m.F n.T o.F p.T 
习题 2 ~ 4 的 解 基 于 这 样 的 事实 ， 如 果 一 个 所 
阵 包 含 两 行 ( 或 两 列 ) 相互 为 倍数 , 那么 由 定理 4， 
因为 矩阵 不 可 道 ， 和 矩阵 的 行列 式 为 零 . 
3. 做 两 次 行 替 换 变 换 且 提出 第 2 行 的 公共 因子 ， 
和 第 3 行 的 公共 因子 . 


1 a p+cl | a b+c 
] P atcl=|0 b-a a-b 
] c at+bhbl I0 c-a a-c 
] a b+c 
=(b-a) (c-a)l0 1 -1l 
0 1 一 


=0 
5. —12 
7. 当 行列 式 用 第 一 行 的 余 因 子 展开 ,方程 具有 形 
式 axtby+c=0， 此 处 b 和 c 至少 有 一 个 非 零 . 
这 是 一 条 直线 的 方程 ， 很 明显 (zi 六) 和 (xX2, y2) 
在 直线 上 ， 因 为 当 用 其 中 一 个 点 的 坐标 代入 x 
和 >》 了 时， 行列 式 的 两 行 相 等 ， 于 是 行列 式 为 零 . 
] a a” 
0 b-a b*-a’ 


0 c-a ca 


9. 人 ~ . 因此 ， 由 定理 3 


竹 复 怀古 你 英 
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1 a ad 
detT=(b~a) (c—-a)det|l0 1 b+a 
0 1 c+a 


2 
1] a a 


=(b—a) om 1 b+a 
0 0 c-b 
=(b-a) (c-a) (c-b) 
11. 面积 =12. 如 果 从 四 个 顶点 减 去 一 个 顶点 ， 记 
新 顶点 是 0, y, v;, 和 v;，， 那 么 变换 后 的 图 形 
( 因此 原来 的 图 形 ) 是 平行 四 边 形 的 充分 必要 
条 件 是 在 vp,v,,v， 中 ， 某 一 个 是 另外 两 个 向 
量 之 和 ， 
13. 由 求 逆 公式 ， (adj A)-— A=A-"A=1, 由 可 
det A 
逆 逢 阵 定理 ，adj4 是 可 逆 的 ， 昌 
(adj 4)! = 二 4 
15.a. X = C4 ,Y= D-CAh'B. 现在 利用 练习 14(c) 
b. 从 (a) 部 分 和 行列 式 的 乘积 性 质 ， 


det| 8 =det[ A(D— CA TB)] 
CD 


=det[ AD— ACA-'B] 
=det(AD ~— CAA'B) 
=det(AD ~ CB) 
其 中 等 式 4C = Ch 在 第 三 步 中 用 到 . 
17. 首先 考虑 n=2 的 情形 ， 通 过 直接 计算 B 和 Cc 
的 行列 式 来 证 明 公 式 成 立 . 现 假设 该 公式 对 
所 有 (-Dx(k-D 和 矩阵 成 立 ,， 设 48 和 C 是 
kxk 短 阵 . 使 用 按 第 一 列 的 余 因 子 展开 和 归 
纳 假 设 来 求 det 8 . 对 C 做 行 变换 得 到 第 一 个 
主 元 下 面 为 零 元 素 的 三 角形 和 矩阵. 求 该 矩阵 
的 行列 式 ， 然 后 加 到 det 8 中 得 到 最 后 结果 . 
19. [M1 计算 . 


DD 一 
DD iD 一 
中 
ee 
je 
th hhD 一 
Lo Li 一 
人 上 DiD 赤 


猜想 : 
| 2 3 . n 
为 肯定 这 个 猜想 ， 使 用 行 替 换 变换 产生 第 一 个 
主 元 下 面 的 零 元 素 ， 然 后 再 用 第 一 个 主 元 ， 如 
1 1 1 … 1 


0 1 1 1 
此 类 推 最 终 和 矩阵 是 |0 0 1 1 ， 是 行列 


000 .1 
式 为 1 的 上 三 角形 和 矩阵. 


第 4 章 


4.1 
1.a. ut+tv 在 VV 中， 因为 它 的 元 素 都 是 非 负 的 。 
b. 例子 :如 果 z=| 了 | 和 c=-1 那么 w 在 V 中 ， 


但 cp 不 在 Y 中 . 
3. 例子 ， 各 果 4u=|03| 和 c=4， 那么 4 在 妨 中 ， 


但 cu 不 在 五 中 . 
5. 是 ,由 定理 1， 因 为 集合 是 Span{1?} , 它 是 的 
一 个 子 空间 . 
7. 人 否 ， 该 集合 对 不 是 整数 的 标量 乘法 不 封闭 . 
1 
9， 如 =Span{v} ， 此 处 y=|3|. 由 定理 1,， 如 是 Ri 


2 
的 一 个 子 空间 . 
5 2 
1 W=Span{u,v} , 此 处 有 =|1 |, y=|01, 由 定理 
0 1 


1]，W 是 民 的 一 个 子 空间 . 

13. a {Vi,V2,V3} 中 仅 包含 三 个 向 量 ， 且 w 不 在 其 中 . 
b. 在 Span{vi,v2,v3} 中 有 无 穷 多 向 量 . 
c, w 在 Span{vi,v2,v3} 中 . 

15. 不 是 向 量 空间 ， 因 为 零 向 量 不 在 W 中 . 
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] 一 0 
17. SS 由 1 , | ， -| 
—] 0 l 
0 ] 0 


19. 提示 : 利用 定理 1. 
注意 ”尽管 “学 习 指 寻 ”对 每 一 个 单数 的 这 里 

的 答案 仅 是 “提示 ”的 练习 有 一 个 完整 解答 ,但 体 

必须 自己 真正 去 求 这 些 问 题 的 解 否则 ， 你 不 能 从 

习题 中 受益 . 

21. 是 ,对 一 个 子 空 间 的 条 件 是 明显 满足 的 : 零 矩 
阵 在 中 ,两 个 上 三 角形 矩阵 的 和 是 上 三 角形 
矩阵, 且 任 何 一 个 上 三 角 和 矩阵 的 标量 乘法 仍然 
是 上 三 角形 矩阵 . 

23， 写 出 答案 后 ， 参 考 “ 学 习 指 导 ” 


25. 4 27.3.8 b. 3 C. d. 4 

29. 8 十 (一 URE = 1u+(—l)u 公理 10 
=[1+(-Djz 公理 8 
=0x=0 习题 27 


从 习题 26， 得 出 (-Du=-u . 

31. 任何 包含 & 和 vw 的 子 空间 五 必须 包含 uw 和» 
的 所 有 标量 乘法 ， 因 而 包含 & 和 * 所 有 标量 乘 
法 之 和 ， 于 是 必须 包含 Span{u,v}. 

33. 提示 : 对 部 分 解 ， 考 虑 H+K 中 的 wl 和 w，， 
并 把 wi 和 w;, 分 别 写 成 w=w+v， 和 
WwW; = Wz +b2 ,其 中 ww 和 ww 属于 瑟 , 而 Vv 和 vv, 属 
于 大. 

35，[M] 简 化 的 [vi v; vi; w| 阶 梯形 式 表明 
WwW = 17.p, + 3y, 十 9.9V3 . 


37.，[M] 函 数 是 cos4! 和 cos6r ， 见 4.5 节 习 题 34. 


3 -5 -3]1f 1 
lI. |16 -2 0!|3 
-8 4 11-4 


0 
0 . 


7| 1-6 ， 7 

3. | < 5. |0|,| 9 
] 0 

0 1 9 ! 

0 0 


牙 才 了 本 题 父 莱 


7. W 不 是 有 R* 的 一 个 子 空 间 ， 因 为 零 问 量 (0,0,0) 
不 属于 W. 

9. 多 是 取 的 一 个 子 空间 ， 由 于 W 是 下 列 方程 组 
的 解 集 : 

a—2b-—4c =0 

2a 一 c—3d=0 
. W 不 是 子 空间 ， 因 为 0 不 在 W 中 ,验证 : 如 果 
一 个 元 素 (b-24d,5+d,b+3d,d) 是 零 ， 那么 


5+d=0 和 d=0 ， 这 是 不 可 能 的 . 


pk 
Dk, 


1 -6 
13. W=Col4 ， 其 中 4=|0 ” 11， 所 以 由 定理 3， 
1 0 
W 是 一 个 向 量 空间 . 
0 2 3 
1 1 -2 
15. 
4 1 0 
3 -1 -1 
17.a.2 b.4 19.a.5 b.2 
2 
3 -1 
51 1 在 Nul4 中 ，| | 在 Col A 中， 其 人 答案 可 
3 
能 . 


23. w 属于 Nul4 和 Col4. 
25. 见 “ 学 习 指导 ”"， 现 在 你 应 知道 如 何 合理 使 用 它 . 


3 1 -3 -3 
27. 令 x=| 2| 和 4=|-2 4 2|, 那么 x 属于 
-1 -|] 5 7 


Nul 4 ,由 于 Nul4 是 及 的 一 个 子 空间 ，10x 属 
于 Nul4. 
29.a8，40=0 ， 所 以 零 向 量 在 Col 4 中. 
b. 由 矩阵 乘法 的 性 质 ，Ax + Aw = 4(x+w) , 它 
表明 Ax + hw 是 4 的 列 的 线性 组 合 ， 因 此 属 
于 Col4. 
c. c(hx)=A(cx) ,这 表明 对 所 有 数 c ， c(hx) 在 
Col 4 中 . 
31. a. 对 任何 在 也 中 的 多 项 式 p,q 和 任何 数 c ， 


禾 履 了 本 了 题 人 在 甘 


(p+g) (0) 2 
T 
P+ be | oa 


gq(0) 
=T T 
-| 中 | | (p)+T(g) 


P(O) 
T = =cT 
~) 2o|- | 0 ep) 


所 以 T 是 一 个 从 书 到 了 P, 的 线性 变换 . 
b. 任何 在 0 和 1 点 为 零 的 二 次 多 项 式 必须 是 
Pl)=t(1 一 ]) 的 倍数 ，7 的 值 域 为 R?. 
33. a. 对 属于 Mw 中 的 4,B 和 任何 标量 c ， 
T(A+B)=(A+B)+(A+B) 
=A+B+A'+B' 转 置 性 质 
=(A+A')+(B+B')=T(A)+T(B) 
T(cA)= (cA)+(cA)' =cA+cAT 
=c(A+A')=cT(A) 
所 以 了 是 一 个 从 M 到 Mw 的 线性 变换 
b. 如 果 B 是 Mo 中 任 一 元 素 且 具有 性 质 


BT 有， 若 4=5B ， 那么 
] 


-二 B+ 工 B -及 
2 2 


c.(b 部 分 说 明了 的 值 域 包含 所 有 满足 BT = 
的 8, 所 以 , 它 充分 说 明 任 何在 7 值 域 中 的 
B8 有 这 个 性 质 , 如 果 B=7T(4), 那么 由 转 置 
性 质 ,，B" =(A+A') =AT+A™T=AT+A=B 


d. 7 的 核 是 已 | 全 和 数 | 


35. 提示 : 验证 子 空间 的 三 个 条 件 ，7T(U) 中 的 典型 
元 素 具有 形式 7T(w) 和 7T(w,), 此 处 ,wu, 属 于 U . 

37. [M1]w 属于 Col4 ， 但 不 属于 Nul4. (解释 为 什 
么 ? ) 

39. [M] 4 的 简化 阶梯 形式 是 


] ] 下 
A)=— 一 至 
T(A) 38+ [3 | 


1! 0 1/3 0 10/3 
0 1 1/3 0 -26/3 
00 0 1 -4 
00 0 0 0 
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4.3 
1 1 1 
1. 是 , 3x3 矩阵 4=10 1 1 具有 3 主 元 位 置 , 由 
0 0 1 
可 逆 和 矩阵 定理 ，4 是 可 道 且 它 的 列 构成 有 R? 的 一 
个 基 .( 见 例 3. ) 


3. 否 ， 问 量 线 性 相关 且 不 能 生成 R?. 
5. 否 ， 集 合 是 线性 相关 ， 因 为 零 向 量 在 集合 中 ， 


1 -20 0| [1 -20 0 
-3 9 0 -3|- 3 0 -3 
0 00 5||0 00 5 
年 阵 的 每 一 行 有 主 元 ， 因 而 它 的 列 生成 RR’. 


7. 否 ， 癌 量 是 线性 无 关 ， 因 为 他 们 不 是 倍数 关系 
(更 精确 地 讲 ， 没 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 售 


-2 6 
数 ) . 然而 ,向 量 不 能 生成 腿 ; ,和 矩阵 | 3 -1 
0 5 


最 多 有 2 个 主 元 , 因为 它 仅 有 2 列 . 所 以 , 并 不 
是 每 一 行 有 一 个 主 元 . 


3 一 2 
一 2 一 ] 
5 一 4 
9. ， 1]1.| 1 | , 
1 0 
0 1 
0 ] 
-6 一 9 
$5/2| |-31/2 
13 Nul h 的 基 4 
] 0 
0 1 
—2 4 
Col 4h 的 基 :| 2|,|1-6 
一 3 8 
15. {pi,p2,V4} 17., [M] {py1,v2 ,v3} 


19. 3 个 最 简单 的 答案 是 {v1,v,} 或 fps] 或 {y2,v;}. 
其 他 答案 也 可 能 . 

21. 见 “ 和 学 习 指 导 ” 的 提示 . 

23. 提示 : 利用 可 首 和 矩阵 定理 . 


25. 
27. 


29. 


pet 


31. 


33. 


35. 


37. 


478 


否 .( 为 什么 集合 不 是 H 的 基 ? ) 
{cos@t,sin@rt}. 

设 4 是 nxk 和 矩阵 [yp，… v;] ， 由 于 Ah 的 列 少 于 
行 ， 不 可 能 4 的 每 一 行 有 一 个 主 元 位 置 ， 由 
1.4 节 的 定理 4，4 的 列 不 能 生成 民 * ， 因 此 不 
是 及" 的 基 . 

提示 :如 果 {yp1…,v,} 是 线性 相关 ， 那 么 存在 不 
全 为 零 的 c1…,c, ， 使 得 cwvi+…+cy, =0. 利 
用 这 个 方程 . 

任 一 多 项 式 不 是 其 他 多 项 式 的 倍数 ， 因 此 
{p',P2} 是 也 中 的 线性 无 关 集 . 

设 {v1,v3} 是 向 量 空 间 V 中 的 任 一 线性 无 关 集 ， 
并 设 mw 是 和 vw 的 线性 组 合 ， 则 {v1,v3} 是 
Span{v1,y2,vV3,V4) 的 一 组 基 . 

[MI 你 可 能 很 聪明 且 找 出 特殊 1 值 使 得 (5) 中 的 
方程 产生 几 个 零 ， 从 而 得 到 可 以 很 容易 用 手工 
求解 的 线性 方程 组 ， 或 者 ， 你 可 利用 1 值 ， 如 
1 二 0, 0.1, 0.2, … , 产生 一 个 能 用 和 矩阵 程序 来 解 
的 线性 方程 组 . 


2 


“学 习 指 导 ” 有 提示 . 


. 100 3 + (无穷 多 解答 ) . 
. 提示 : 由 假设 , 零 向 量 可 惟一 表示 成 5S 中 元 素 


的 线性 组 合 . 


4 


. 提示 : 车 [wu]s =[w]js 对 V 中 一 些 w 和 w 成 立 ， 


且 记 [ujs 中 的 元 素 为 ccn .利用 [ul]s 的 定义 . 


. 一 个 可 能 的 方法 : 首先 ， 说 明 如 果 1,…,u, 是 


牙 履 了 了 十 侠 莱 


线性 相关 的 ， 那 么 [fu]s，…,[us]s 是 线性 相关 
的 .其 次 ， 说明 如 果 [aa]s,…,[a js 是 线性 相关 
的 ， 那 么 zz 是 线性 相关 的 ， 利 用 习题 中 
显示 的 两 个 方程 ,一 个 稍微 不 同 的 证 明 在 “学 
习 指 导 ” 中 给 出 . 

27. 线性 无 关 ( 验证 习题 27~34 中 的 答案 ) . 

29. 线性 相关 


1] [-31 f-4 1 
31. a. 坐标 向 量 |-3|,) 51, 51,| 0| 不 能 生成 
5| 1-7| |-6| |-1 
了 . 因为 恨 * 和 了 PB 同 构 ， 对 应 的 多 项 式 不 
能 生成 >. 
0 1| 『[-3 2 
b. 坐标 向 量 |5|, -81, 4|1,|-31 生 成 及: . 因 
1 | -2 2 0 


为 及 和 了 B 同 构 ， 对 应 的 多 项 式 生 成 Pp. 
3 5 0 ] 
7 | 1 16 4 
33. [M] 坐 标 向 量 0| ol | 是 恨 " 中 的 
0| |-2| | 0 2 
线性 相关 子 集 . 因 为 及 :和 耶 同 构 ， 对 应 的 多 项 式 
构成 书 的 线性 相关 子 集 ， 因 此 不 能 构成 巴 的 基 . 


1.3 
_5/3 
35. [MI] | 3| 37. [M] 10 
0.8 
4.5 
1] 「-2 
1. | 1 ,| 1|; 维 数 是 2 
0 3 
0 0 2 
1| |-1 0 
3 0| 1 维 数 是 3 
1 2 0 
1| [-4 
2 5 
5. |， 0|; 维 数 是 2 
-3 7 
7. 没有 基 ; 维 数 为 零 . 9.2 11. 2 


丰 黎 习题 伟业 


2,，3 15.2,，2 17.0，3 19. 见 “ 学 习 指 导 ”. 


. 提示 : 你 只 需 验证 前 4 个 埃 尔 米 特 多 项 式 是 线 


性 无 关 ， 为 什么 ? 


3 
Lp] -| 3 2 2 | 


. 提示 : 若 5 确 实生 成 V ,有 旦 用 生成 集 定理 ,这 


会 导致 一 个 予 外， 从 而 证 明生 成 假设 是 错 的 . 


. 提示 : 利用 每 一 个 PB 是 P 的 一 个 子 空间 的 事实 . 
. 验证 每 一 个 答案 : a. 真 ，b. 真 ，c. 真 . 
. 提示 : 由 于 H 是 有 限 维 空间 的 一 个 非 零 子 空 


旧 ， 瑟 是 有 限 维 的 且 有 基 ， 如 vy,…,v, ， 首 先 
证 明 {TG@)…,TCy,)} 生 成 T(H). 


33，[M]a. 一 个 基 是 fp1,v2,v3,e22,e3} ， 事 实 上 ， 
e:……es 中 的 任何 两 个 癌 量 可 将 {fy1,v2,v3} 扩 展 
成 为 民 ” 的 一 个 基 . 

4.6 


1 


rank A=2.: dmNul 4=2， 
一 ] 


上 


5 
Row 4 的 基 为 : (1,0,-1,$) ,(0,-2,5,-6) 


| -5 
5/2| | -3 
1 | 10 
0 1 


Col A 的 基 为 . 


Nul 4 的 基 为 : 


，Tank 4=3: dmNul A=2: 


2 6 2 

一 2 一 3 一 3 

Col 4 的 基 : 4 ’» 9 » 4 
一 2 3 -4 


3/2 9/2 
| 0 
Nul 4 的 基 :| 0 |, | -4/3 
0 -3 
0 1 


5. 5,3,3 


7. 


29. 


31. 


33. 


35. 
4.7 
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是 ; 不 是 .由 于 Col 4 是 RR' 的 一 个 4 维 子 空间 ， 
它 和 RR’ 一 致 , 它 的 零 空间 不 是 及 ,由 于 Nul 4 
中 的 向 量 有 7 个 元 素 . 由 秩 定理 , Nul 4 是 及 中 
的 一 个 三 维 子 空间 . 

2 11.3 


.5.5. 在 这 两 种 情形 ， 主 元 的 个 数 不 能 超过 列 数 


或 行 数 . 


.2， 17. 见 “ 学 习 指 导 ”. 

. 是 , 在 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 , 试 给 一 个 解释 . 
. 否 ， 解 释 为 什么 . 

. 是 ， 仅 需要 6 个 齐 次 线性 方程 组 成 的 方程 组 . 
. 否 ， 解 释 为 什么 . 

. Row A 和 Nul A 属于 RR”， 


Col 4 和 Nul A' 
属于 RR"”,， 仅 有 4 个 不 同 子 空间 .因为 
Row 4 =Col A 和 Col A'=Row 4. 

记 住 者 Col 4=R" 时 , 精确 地 有 dimCol A=m， 
或 等 价 地 ， 对 所 有 45 方程 hx =b 相 容 . 由 习题 
28(b), 当 dim Nul 47 =0 , 精确 地 有 Col A=m， 
或 等 价 地 ， 方程 A'x =0 只 有 平凡 解 . 


2a 2b 2c 
Uv" =| -3a -3 -3c|， 所 有 列 是 w 的 倍数 ， 
Sa S$p 9c 


所 以 ， 除 非 a=b=c=0,Col uv' 是 一 维 的 . 
提示 : 设 A=[u wu，w] ,如果 wz0, 那么 u 是 
Col 4 的 一 个 基 ， 为什么? 

[M] 提 示 : 见习 题 28 和 例 4 之 前 的 论述 . 


牙 习 了 了 十条 莱 


A480 
11. 见 “ 学 习 指 导 ”. 3. 信号 2: 和 (-4)* 是 线性 无 关 , 由 于 没有 一 个 是 男 
1 3 0 5 外 一 个 的 倍数 .例如 ， 不 存在 数 c 使 得 
3. P=|-2 -5 2|,L-l+2s=|—2 2 =c(-4)* 对 所 有 大 成立, 由 定理 17, 习题 1 
“ ! 中 差分 方程 的 解 集 妃 是 二 维 的 ,由 4.5 节 的 基 
1 Ve 定理 ， 两 个 线性 无 关 的 信号 2 和 (-4) 形成 如 
b. 坐标 变换 是 一 个 线性 变换 的 个 业 
_ 个 个 向 1 
“一 个 矩阵 和 一 个 向 基 的 乘积 5 如 果 几 -CC3)5， 那么 对 所 有 天， 有 


d. vy 相对 于 8 的 坐标 癌 量 . 


.a. [IM] 
32 0 16 0 120 10 

32 0 24 0 20 0 

16 0 16 0 15 

P- = 8 0 10 0 

4 0 6 


2 0 
1 
b. PP 是 从 C 到 8 的 坐标 变换 矩阵 ， 根 据 方程 
(5)， 所 以 P"' 是 8 到 C 的 坐标 变换 矩阵 . 由 
定理 15, 这 个 矩阵 的 列 是 8 中 基 向 量 的 C- 
坐标 向 量 . 
[M] 提 示 : 设 C 是 基 f,v,,v3}， 那 么 PP 的 列 是 
[uje,[wzjec 和 [wsje .利用 C- 坐 标 向 量 的 定义 和 
矩阵 代数 计算 uw,wz,u; . 解法 在 “学 习 指 导 ” 
中 有 讨论 , 这 里 有 数值 解答 


4.8 


* 如 果 yi = 2" 9 


那么 Pi+l 一 2 且 +2 一 2 … 9 将 这 


些 公式 代 人 方程 左边 得 到 : 
yy 十 2 一 8 =2 +2.2. -8.2* 
=2(2 +2.2—8) 
=2 (0)=0 (对 所 有 ) 
由 于 对 所 有 ， 差 分 方程 成 立 ，2* 是 一 个 解 ， 
同样 的 计算 对 w = (-4; 成 立 . 


=(-3)"? +6(—3)"" +9(—3): 
=(-3)*[(-3)* +6(-3)+9] 
=(-3)"(0)=0 
类 似 地 ， 如 果 y =k(-3 ， 那 么 对 所 有 大， 有 
yrr2 十 OH 十 9 从 

= (+2)(-3) +6(k+1)(-—3)" +9k(-3): 

= (-3) [ET+2) (-3)” + 6(k +1)(—3)+ 9k] 

=(-3)[9k +18—18k—18+9k] 

=(-3) (0) 
这 样 ，(-3) 和 大 (-3) 都 是 在 差分 方程 的 解 空间 
中 . 而 且 ， 没 有 数 c， 使 得 k(-3)* =c(-3): 对 
所 有 上 成 立 ， 因 为 c 的 选取 必须 与 & 无 关 . 同 样 ， 
没有 数 c 使 得 (-3}# =ck(-3)* 对 所 有 大 成立 ， 所 


Vrr2 + Oy 十 9 vy 


以 两 个 信号 线性 无 关 , 由 于 dimH =2 ， 由 基 定 
理 ， 信 号 形成 总 的 一 个 基 . 
7. 是 9. 是 
11. 否 ， 两 个 信和 号 不 能 生成 三 维 解 空间 . 
1 /2Y ， 
13. 目 (3 15. 5* , (—5) 
17. ¥=c(0.8Y +c2(0.5) +10 王 10 ， 当 00 时 


19. yi:=c(-2+V3) +c(-2— V3) 
21. 7,5,4,3,4,5,6,6,7,8,9,8,7, 见 下 图 . 


I Sr 


23. a. 


= -450，w =10 000 
25, 大 十 Ci (一 4 + CC» 
27. 2 一 2K+ci .4* +c2.2™* 


YEH 一 1.01y， 


节 复 习题 丛 舌 


29. ri = Ax: ， 此 处 
0 1 00 
0 0 10 
0 0 01 
9 -6 -8 6 


J 
| 
Dr+2 
Dk+t3 


， 才 二 


31. 方程 对 所 有 大 成 立 ,所 以 其 中 大 用 人 -1D 和 替换 ， 


可 将 原 方程 变 为 ; 


Ver2 + 5 yn 十 6 和 =0 对 所 有 k 成 立 


方程 是 2 阶 的 . 


33， 对 所 有 ，Gasorati 矩阵 CCK) 不 可 逆 ， 在 这 种 
情形 ，Gasorati 矩阵 没有 给 出 信号 集合 线性 无 
关 和 线性 相关 的 信息 . 事实 上 没有 一 个 信和 号 是 
其 他 信号 的 倍数 ， 所 以 它们 线性 无 关 . 

35. 提示 : 验证 定义 线性 变换 的 两 个 性 质 , 对 5 中 
的 {fy} 和 {z) ， 研 究 T(yi}+{zi})) ， 如 果 r 是 
任意 数 ， 那 么 rty } 的 第 k 项 是 ry ; 因此 
T(r{y)) 是 序列 {wi} ， 由 下 式 给 出 : 


Wi = Tyr + a(ryen) + b(ry:) 


4.9 
从 新 闻 音乐 到 
1. 0.7 0.6 | 新 闻 
- 0 0 | 
从 健康 疾病 ”到 
3. 0.95 0.45] 健康 
本 0 疾病 


c. 0.925; 使 用 x。 -| 


5 0.4 7 1/4 
| 0.6 | 
1/4 

9, 是 ， 由 于 户 都 具有 正 元 素 . 
2/3 

ll.a. b. 2/3 

| 

0.9 

13. a. b. 0.10, 

a 0 0.10， 否 


15. [M] 大 约 13.9% 的 美国 人 口 . 


b. 15%, 12.5% 


17. a. PP 的 一 个 列 的 元 素 之 和 为 1!， 和 矩阵 P-7 中 
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一 个 列 具 有 与 P 同 样 的 元 素 , 除了 其 中 一 个 
元 素 减 了 1， 因此 每 一 列 的 和 为 0. 

b. 由 (a)，P-z 的 最 后 一 行 是 其 他 行 之 和 的 相 
反 数 . 

c. 由 (b) 和 生成 定理 ，P-7 的 最 后 一 行 可 以 删 
去 , 而 剩 下 的 ( -TD 行 ,仍然 生成 行 空间 . 另 
一 种 方法 ,利用 (a) 和 行 变换 不 改变 行 空 间 的 
事实 ， 取 4 是 P-7 将 其 他 行 加 到 最 后 一 行 
的 矩阵 ， 由 (a), 行 空间 可 由 4 的 前 (n 一 ]) 行 
所 生成 . 

d. 由 秩 定 理 和 (c)，P--1 的 列 空间 的 维 数 小 于 
n ， 因 而 它 的 零 空 间 是 非 平凡 的 .你 可 以 不 
用 秩 定 理 , 而 用 可 逆 和 矩阵 定理 , 因为 已-7 是 
一 个 方 阵 . 

19. a. 乘积 Sx 等 于 x 中 元 素 之 和 ， 对 一 个 概率 向 
量 ， 这 个 和 一 定 等 于 1. 

b. P=Lp，p，… p,], 此 处 p; 为 概率 向 量 , 由 
矩阵 乘积 和 (a)， 

SP=[Sp: Sp2 … 兄 ,]=[L 1 … 果 =5 

c. 由 (b)，S(Px)=(SP)x=sSx=1, 同样 Pr 中 的 
元 素 是 非 负 的 (由 于 已 和 具有 非 负 元 素 )， 
因此 ， 由 (a)，Px 是 一 个 概率 向 量 . 


第 4 章 补充 习题 


i.a.T b.T c.F d.F e.T 
f.T g.F hh, 下 1. 工 j.F 
k.F i.F m. 工 n.F o.T 
p. 工 qd. 下 T. 工 s.T t.F 

3. 所 有 (b,b,b) 的 集合 ， 满 足 b+ 2b, + 3b; =0. 

5. 问 量 p, 不 是 零 ， PD; 不 是 jp 的 倍数 ， 因此 保留 
这 两 个 向 量 . 由 于 p; =2p1+2p,， 排除 p; .由 于 
Pp: 及 项， 它 不 可 能 是 pi,p, 的 线性 组 合 ， 故 
保留 p, 最 后 ps = pi+ p; ， 故 排除 p,. 结果 基 
是 {pi,p2, pa}. 

7. 齐 次 方程 组 的 解 集 是 由 两 个 解 生成 的 ， 在 这 种 
情形 下 , 18x20 的 系数 矩阵 4 的 零 空间 最 多 是 2 
维 . 由 秩 定 理 dimCol 4>20-2=18 ， 这 说 明 
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牙 冻 了 了 契合 莱 


Col A=R"* ， 因 为 4 有 18 行 且 每 一 个 方程 

hx =b 是 相 容 的 . 

”9. 设 4 是 线性 变换 7 的 标准 的 mxn 和 矩阵 . 

a. 如 果 7T 是 一 对 一 映射 ， 则 4 的 列 向 量 线性 无 
关 (1.9 节 定 理 12). 因此 dim Nul A =0 .由 秩 定 
理 ，dimColA=rankA=n .因为 7 的 值 域 是 
Col A ，7 的 值 域 的 维 数 是 n. 

b. 如 果 T7 是 满 射 ， 则 4 的 列 向 量 生 成 R” (1.9 
节 定 理 12)， 所 以 dimCol A=m .由 秩 定 理 ， 
dimNul A=n-dimColA=n--m .因为 7T 的 核 
是 Nul A ,TT 的 核 的 维 数 是 n 一 m. 

11. 如 果 5 是 V 中 有 限 的 生成 集 , 那么 5 的 一 个 子 
集 , 如 5 , 是 Y 的 一 个 基 . 由 于 5’ 一 定 生 成 V ， 
5' 不 能 是 5 的 一 个 真子 集 ， 因 为 8 是 最 小 的 ， 
这 样 ，$S =S ， 从 而 证 明 S 是 V 的 一 个 基 . 

13. 由 习题 9，rank PA<rank 4 ,上 且 rank A=rank 
P "(PA)< rank PA 于 是 rank PA=rank 4 . 

15. 方程 4B=0 说 明 B 中 的 每 一 列 属于 Nul4 .由 
于 Nul4 是 子 空间 ，B 的 列 的 所 有 线性 组 合 都 
属于 Nul4 ， 因 此 Col8B 是 NulA 的 子 空间 . 由 
4.5 节 定 理 11，dimCol B < dimNulA. 应 用 秩 
定理 ， 得 到 

n=rank A+dim Nul A> rank A+rank B 
17.a. 设 4 由 4 的 ~ 个 主 元 列 组 成 ,4 的 列 是 线性 
无 关 ， 所 以 ，4 是 秩 为 了 > 的 mxr 阵 . 

b. 将 秩 定 理应 用 于 A ，Row A 的 维 数 是 7 ， 
所 以 4 有 r 个 线性 无 关 的 行 . 利用 这 些 行 
构造 4, ， 那 么 4 是 rxr 的 ， 且 有 线性 无 关 
的 行 . 由 可 道 和 矩阵 定理 ， hs 是 可 道 的 . 

0 1 0 


I -0.9 0.81 
i053 0.25 


1 -0.9 0.81 
1 0 

0 .9 -全 
这 个 矩阵 的 秩 为 3， 所 以 (4,B) 是 可 控制 的 . 

21. [M] rank(B AB 42B AB)=3, (A,B) 不 可 控制 . 


19. [B AB A’B]= 


~ 


第 5 章 


5.1 


1. 是 3. 否 5$. 是 ，4=0 7. 是 ， 


19. 0. 验证 你 的 答案 . 
21. 写 出 答案 之 后 ， 见 “学 习 指 导 ”. 
23. 提示 : 用 定理 2. 
25. 提示 : 利用 方程 hx = hx 找 出 包含 4 的 方程 . 
27. 提示 : 对 任何 4,(4-41) =A' -41 ， 由 定理 
( 哪 一 个 ? ) A" -A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 
A 一 4 可 道 . 
29. 设 vy 是 民 " 中 向 量 ,其 元 素 全 是 1, 那 么 hp = sy. 
31. 提示 : 如 果 4 是 7 的 标准 矩阵, 找 一 个 非 零 向 
量 " (平面 上 一 点 ) 使 得 hp =v. 
33. a Vin=cN "wtody 
b. Ax: = A(cA'u+cN'y) 
=cA’Autcu'Av 
=cA'Au +c Lv 


ph, 


线性 性 质 
u 和 v 是 特征 向 量 


Xk 


35. [MI] 


在 我 忆 题 休 英 
-1 
0 


5 一 2 
-2|;4=13:| 1|， 
9 0 1 


“学 习 指 导 " 中 讨论 的 nulbasis 程 序 加 速 你 的 计算 . 


37. [M] 14.=3: . 你 可 以 用 


-2 3 
7 7 
39. [M] A4=-2:| -5|,|-5|; 
5 0 
0 5 


5.2 


1. 12-44-45 ;9,-5 3. A’~214-1;1tV2 
5. 12-64+9 ;3 

7，A? -94+32 ; 无 实 特征 值 

9. -4 +44 -94-6 11.-4 +94’ -264+24 
13，-4 +184 -9$4+150 15.4, 3,，3, 1 
17.3, 3, 1, 0 

19. 提示 : 方程 对 所 有 成立， 

21. 见 “ 学 习 指导 ”的 提示 . 

23， 提示 : 求 一 个 可 逆 和 矩阵 已， 使 得 RO = P74P. 


25. a，{v1,v2)】 ， 此 处 -| 是 对 应 和 =0.3 的 特征 
问 量 . 
1 


b. xo=V——r,. 
0 "147 


1 1 
C. XI=y 7203)y; ,YY = -五 (03) » ,Xk 一 


y, -二 03) . 当 上 二 o0 时 , (0.3) 0， 所 


WM x or. 
27. 8a，Avi=vi,Av; =0.5v,,Ahv;3 =0.2y;3.( 这 也 证 明 4 
的 特征 值 为 1，0.5 和 0.2. ) 
b，{vi,v2,V3) 线性 无 关 ， 因 为 特征 向 量 对 应 于 
不 同 的 特征 值 ( 定理 2) .由 于 集合 中 包含 
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三 个 向 量 ， 集 合 是 Ri 的 一 个 基 . 所 以 存在 
(惟一 ) 常 数 使 得 xo = civ1+czv;+cxy3， 那 么 
W Yo 一 CI Vtcw yr tcw v3 (*) 
由 于 xo 和 vl 是 概率 向 量 ， 有 是 v, 和 vs 的 元 素 
之 和 为 0，(*) 表 明 1=c. 
c. 由 (b), xo = 二 Vi+cxv2 二 Cv3. 利用 (a)， 
ri = A'xo= A'y+cAy, +cA'y, 
=y1+c(0.5) v2 + c3(0.2)°y, 
-Vi; 当 Kk 一 00 
29，[M] 报 告 你 的 结果 和 结论 ， 如 果 使 用 “学 习 指 
导 ” 中 讨论 的 gauss 程序 ,你 可 避免 复杂 计算 . 


5.3 
226 —525 a” 0 
1. 3. 
90 -209 3(a"—b*) bt: 
1 1 2 
5, A=5:|1|; A=1: ,| -1 
1 一 | 0 


当 一 个 答案 包含 一 个 对 角 化 时 ， A= PDP"， 
因子 P 和 DD 不 惟一 ， 所 以 你 的 答案 也 许 与 这 里 给 


1 2 1 3 0 0 
ll. P=|3 3 1|,D=|0 2 0 
4 31 0 0 1 


DO OD 
NOOOD 
DOOODO 
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21. 见 “ 学 习 指导 - 

23. 是 . (解释 为 什么 ? ) 

25. 否 ， 4 一定 可 以 对 角 化 . (解释 为 什么 ? ) 

27. 提示 : 写 4= PDP"', 由 于 4 是 可 道 , 0 不 是 4 
的 特征 值 ， 所 以 ，D 在 对 角 线 上 有 非 零 元 素 . 


29. 一 个 答案 是 如 -| : | , 它 的 列 是 对 应 疡 特 


je 


2 -1 
征 值 的 特征 向 量 . 
31. 提示 : 构造 一 个 合适 的 2x2 三 角形 和 矩阵 . 
33. [MI] 
2 2 1 6 50 0 .0 
1 -1 1 -3 01 0 0 
P= ,D= 
-| -7 1 0 00 -2 0 
2 20 4 00 0 -2 
35. [MI] 


3 0 -1 S$ 0 

0 3 4 0 5 

50000 

0 500 0 
D=|0 0300 

0 .00 1 0 

0 000 1 


5.4 


[3 -10 
|-5 6 4 


3. a. 了 (el) = -加 +b;,, T(es)=—b,—b;, T(e)=b, —b, 


0 —] 
b. [T(e)]s =| -1|, [Tr(e)], =| 0|, 
Hal 
1 
[T(es)Js =| -1 
0 -1 1 
C. - 0 -il 
1 -1 ， 


牙 弄 了 了 十 全美 


5.a. 10~-3t1+4t :+f 
b. 对 任意 属于 取 的 p,qg 和 任意 数 c， 
TLp(t)+q()]= (t+5)p() + gqg(0)] 


={(t+S)p() + (t+5)g() 
=T[p(t)]+T[g(t)] 
Tle: p(1)]=(t+5)e: p(t)=ce:(t+5)p() 
=c:TLp()] 
30 0 
1 3 0 
1 5 
0 .0 1 
3 0 0 
7. : 一 2 
0 4 1 


b. 提示 : 对 任意 也 中 的 p,q 和 任意 数 c ， 计 算 
7T(P+9) 和 和 T(c.:p). 
1 -1 1 
c.| 1 0 0 


1 1 
1 5 

11. 
。 
-2 1 

15. b=| “| ,有 = 
有 


17.a. Ab =25 ， 所 以 b&b 是 4 的 特征 向 量 ， 然而 ， 
4 仅 有 一 个 特征 值 ，4=2 ， 且 特征 子 空间 
仅 是 一 维 的 ， 所 以 ，4 不 可 对 角 化 . 


pb k 四 
0 2 
19. 由 定义 , 如 果 4 与 B 相似, 存在 一 个 可 道 矩 阵 
P ,使 得 PhP=8B.( 见 5.2 节 .) 那 么 B 是 可 逆 
的 ， 因 为 它 是 可 道 矩 阵 的 乘积 为 证 明 4 与 
B” 相似 ,利用 方程 PhP=B. 见 “ 学 习 指导 ”， 
21. 提示 : 复习 练习 题 2. 
23. 提示 : 计算 BCP-z) . 
25. 提示 : 写 出 4=PBP-=(PB)P-! ， 且 利用 迹 的 
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性 质 . 
27. 对 每 一 个 j, 1(5,)=b; ， 由 于 了 R" 中 任意 向 量 的 
标准 坐标 向 量 恰好 是 向 量 自身 ，[18,)] =b,， 


1 相对 于 8B 和 标准 基 & 的 矩阵 简单 表示 为 
[bb,…b,] .这 个 矩阵 就 是 4.4 节 定义 的 坐标 变 
换 和 矩阵 Ps. 
29. 恒 等 变换 的 8 和 矩阵 是 1[, ， 因 为 第 j 个 基 疝 量 
b, 的 8 坐标 向 量 是 1 的 第 j 列 . 
-7 -2 -6 
0 -4 -6 
0 0 -1! 


31. [MI] 


5.5 
i 
1 42+i | + | 4=2-i, | 
1 1 
-3 1+3i 
3. 4=2+3, | | | 
2 2 
. 1 | 1 
5. A=2+2i,， 1; 4A=2-2i,， . 
2 二 21 2 一 21 


7. 1=\tio=F/16 弧 度 ，r=2 
V3 


9. 4= 一 本 士 Q/2)b9=-5m16 弧度 ，r=1 


11. 外 =0.1+t0.li,g=-n/4 弧 度 ，r=V2110 

在 习题 13~20 中 , 其 他 答案 也 有 可 能 .任何 己 ， 
使 得 P-L4P 等 于 给 定 的 C 或 C” 的 都 是 可 满足 的 答 
案 . 首 先 求 P ; 然后 计算 P 4P . 


i 
13. P= ,C= 
1 0 1 2 
E |. | 3 
C= 
2 0 
7 | - 上 
5 0 0.8 -0.6 
2 _『0.96 -0.28 
2 |0.28 0.96 
2 _ -1+2i -2 一 4 
一 [十 21 4 5 
23. ( a ) 共 思 的 性 质 和 等 式 x =x”. 
(b) hr=4zr 且 4 是 实 的 ; 


21, y= 


(c) 由 于 xT4Y 是 一 个 数 ， 因 而 可 认为 是 一 个 


1xl1 和 矩阵. 
(d) 转 置 的 性 质 . 
(e) Ah'=A 和 ，g 的 定义 . 
25. 提示 : 首先 写 出 x=Rex+i(Imx) 
1 -1 -2 0 
27. [MI pl 0 0 2 
0 0 -3 -| 
2 0 4 0 


02 -0.5 0 0 

0.5 0.2 0 0 
0 0 0.3 0.1l 
0 0 0.1 0.3 


其 他 选择 也 是 可 能 的 ， 但 C 必须 等 于 P* AP. 
5.6 


1. a. 提示 : 求 ci,c; ， 使 得 xo = cyt+czy: ， 利用 这 
个 表达 式 和 事实 六 和 v, 是 4 的 特征 向 量 , 计 
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b. 一 般 地 ， n=5Gym -4|3 v，， 对 kK 之 0. 
3. 当 p=0.2， 有 A 的 特征 值 为 0.9 和 0.7, 上 且 
Ki 一 Cl (0.9) 小 (0.7) 四 全 0， 当天 一 ce 时 


捕食 者 的 出 生 率 越 高 ， 猫 头 认 的 食物 供应 就 越 
少 ， 最 后 捕食 者 和 被 捕食 者 的 数量 都 会 消失 . 
. 如 果 p=0.325 ， 特 征 值 是 1.05 和 0.55， 由 于 
1.05>1, 两 种 数量 每 年 会 增加 5%， 对 应 1.05 的 
特征 向 量 为 (6,13)， 所 以 ,最 后 每 13000 只 松鼠 

大 约 有 6 只 斑点 猫 头 座 . 
7. a. ee 因为 4 的 特征 值 的 绝对 值 一 个 
大 于 1， 另 一 个 小 于 1. 
b. 服 大 的 屋 引 方向 是 笠 人 人 1/3 对 应 的 特征 向 
量 v, ， 所 有 是 y; 倍数 的 向 量 都 被 吸引 到 原 
点 ， 最 大 的 排斥 方向 由 特征 向 量 v 给 出 ， 所 
有 ov 的 倍数 都 被 排斥 . 
c， 见 “学 习 指 导 ”. 
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9. 鞍点 ，4 的 特征 值 2，0.5; 最 大 的 排斥 方向 : 
通过 (0,0) 和 (-1,1) 的 直线 .最 大 吸引 方向 ， 通 过 
(0,0) 和 (1,4) 的 直线 . 

11. 吸引 子 ; 特征 值 ，0.9，0.8; 最 大 吸引 方向 : 
通过 (0,0) 和 (5,4) 的 直线 . 

13. 排斥 子 : 特征 值 1.2，1.1; 最 大 排斥 方向 ， 通 
过 (0,0) 和 (3,4) 的 直线 . 

2 


一 ] 
3 + (0.3)(0.2)" 


0 
1 


15. xi =v +(0.1)(0.5): >V1 当 


1 


kK—%. 


0 1.6 
l17.a. A= 
0.3 0.8 


b. 数量 会 增加 ， 因 为 4 的 最 大 特征 值 是 1.2， 此 
值 数值 上 大 于 1. 最 后 的 出 生 增 长 速度 为 1.2， 
即 每 年 增加 20%. 对 应 特征 值 4 =1.2 的 特征 
向 量 是 (4,3)， 说 明 每 3 个 成 人 将 有 4 个 儿童 . 

c，[M]5 或 6 年 以 后 ， 儿 童 一 成 人 的 比率 会 变 
得 稳定 ,“ 学 习 指导 ”描述 如 何 构造 一 个 撼 
阵 程序 去 生成 一 个 数据 矩阵, 它 的 列 给 出 每 
年 儿童 和 成 人 的 数量 ,数据 的 图 像 也 有 讨论 . 


5.7 
_5 一 3 df 3 一 2 
| ro= 引 |。 -3k 
3 | ‘+3 ie 原点 是 鞍点 ， 最 大 吸引 


方向 是 通过 (-1.0 和 原点 的 直线 最 大 排斥 方向 
是 通过 (-3,0D) 和 原点 的 直线 ， 
] ] 41 7 ] 61 . 
5 -让 Ilik ， 原 点 是 一 个 排斥 子 ， 最 大 
排斥 方向 是 通过 (1.0) 和 原点 的 直线 


Apll! _ [4 0 1， 
7. 令 P ; 1 | 和 D=|0 61' 那么 4= PDP ,将 


x=Py 代 人 x = Ax ， 我 们 有 
d 
17) = AFY) 
P = PDP™ (Py)= PDy 


牙 才 卫 起 条 莱 


用 忆 - 左 乘 ， 得 到 y=zZy 或 


0 |- :| | 
yD| 10 6||y0) 


9. (复数 解 ); 
cC | 中 二 cs 十 ee 
] 1 
( 实数 解 ): 
| », Wad yy, 
Cl ee 十 C2 , 已 
cost sint 
轨迹 是 螺旋 趋 于 原点 . 


11. (复数 解 );， ce ke 十 Co > 


( 实数 解 ): 
一 3cos3 一 3Sin 31 一 3sin3f 十 3cos3r 
C 
2 cos31 . 2sin 3 


轨迹 是 绕 原 点 的 椭圆 . 
13. (复数 解 ): ci ee +c, 四 是 


( 实数 解 ): 
| , | | 
C 2 


2cos3r 2sin3t 
轨迹 是 螺旋 远离 原点 . 
一 一 6 一 4 
15, [M] x(f)=o! 0je +cl 1le +c| 1 le 
1 5 4 


原点 是 鞍点 ，c;=0 的 解 被 吸引 到 原点 ， 
c=cz=0 的 解 被 排斥 . 

17. [M] ( 复数 解 ): 

-3 23 一 34i 23+34i 
] -9+14i je 二 cs| -9 一 14i le 
和 


( 实数 解 ): 
一 3 23c0s2t+34sin2t 
e’+c2| -9cos21 一 14sin2f je5 + 


] 
] 3c0s 2 


23sin 2t — 34cos2t 
cj| —9sin 21 +14cos2t le” 


3sin 21 


Cl e 十 C2 


C1 


夏 堪 了 了 题 父 莱 


487 


OU -一 


原点 是 排斥 子 ， 轨 迹 是 螺旋 外 出 ， 远 离 原 点 . 


及 i 1 | 
19. {IM]j4 = ， 
1 -1 ||v,0) 


一 引 Ee” 让 2 
2|2 2| 2 
—] -8 | —20sin 61 a 
21. [M]4 = ， = . e 
$5 —5 vec(t) 1$Scos6t— Ssinet 
5.8 


1 特征 向 量 ， z=| | 或 =| | 


0.3326 1.6652 
A=4.9978 
0.5188 0.4594 
3. < 一 ， a Ax 一 > 
特征 回 量 4 | ] 或 4 os | 
A=0.9075 
—0.7999 4.0015 
3. x= ,Ax = : 舍 i A=-5.0020 
™ 1 So 信 计 的 


0.73 l 0.9932 1 
7，[M] xx: ， ， ; ， 
1 0.9565 1 0.9990 


2 
] 


Hi:ll.5, 12.78, 12.96, 12.9948, 12.9990 

9. [M] 1 = 8.4233, 上 = 8.4246; 实际 值 ，8.42443( 精 

确 到 小 数 点 后 5 位 ). 

11. Mi :5.8000,5.9655, 5.9942, 5.9990 (k =1, 2, 3, 4); 
R(x1):5.9655, 5.9990, 5.99997, 5.9999993 

13. 是 ,但 序列 也 许 收敛 非常 慢 ， 

15. 提示 : Ax -ax =(4-cl1)xz ， 且 用 事实 ， 当 w 
不 是 4 的 特征 值 时 ，(4-ca7 站 是 可 逆 的 . 

17. [M] vo =3.3384,v =3.32119 (用 四 舍 五 人 精确 到 
4 位 有 效 数 字 )，v,=3.3212209 ， 实 际 值 : 
3.3212201( 精 确 到 小 数 点 后 7 位 ). 

19. [MJa，J =30.2887 = 凡 到 四 位 小 数 , 若 到 6 位 ， 

最 大 特征 值 是 30.288685， 特征 向量 
为 (0.957629，0.688937，1，0.943782). 
b. 道 罕 法 ( 取 a=0 ) 得 到 1 =0.010141， 
H;' =0.010150 ， 若 到 7 位 数字 ， 最 小 特 
征 值 是 0.0101500， 且 特征 向 量 是 


(-0.603972, 1, -0.251135, 0.148953). 收 
伍 速 度 很 快 的 原因 是 第 二 小 的 特征 值 接 
近 0.85. 


21. a， 如果 4 的 特征 值 在 数量 上 都 小 于 1 是 xz0， 


那么 A*x 对 充分 大 的 k 趋 于 一 个 特征 向 量 . 
b， 如果 主 特征 值 是 1， 且 x 具有 与 对 应 特征 回 
量 方向 一 致 的 分 量 ， 那 么 {4A*x} 将 收敛 于 那 
个 特征 向 量 的 倍数 . 
c. 如 果 4 的 特征 值 在 数量 上 都 大 于 1， 且 x 不 
是 一 个 特征 向 量 ， 那 么 从 4tzx 到 最 近 特征 向 


量 的 距离 在 k 一 时 会 增 大 . 
第 5 章 补充 习题 
1.a.T b.F C. 工 d.F e. 工 
f.T 2.F h. 工 .下 j.T 
k.F 1. 下 m.F n, 工 o.F 
p. 工 q.F r.T $s.F t. 工 
u.T v.T w.F X. T 


3. a. 假设 4x =Ax ， 其 中 x#0 ， 则 (57 -A)x = 
5r-Axr=5x-Axr=(5-A)x ,特征 值 是 5-4. 

b. (5S1—3A+A’)x=5x-3Ax+A(Ar) =5x—3Ax 
+h2xz=(5-34+142)x ， 特 征 值 为 $S-34+4 ， 

5. 令 Y 是 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 ， 那 么 
p(A)x=(col tcAtcA’ +:.……+cA")x 

=cox+c(Ax)+crA x++c Ax 
=cox+cAxt+cN K+ to A r= pA 
所 以 ，P(4) 是 p(4) 的 一 个 特征 值 . 

7. 如 果 A= PDP- , 那么 p(4) = Pp(D)P”, 像 习 题 
6 中 所 证 明 ， 如 果 刀 中 ( 疙 旋 位 置 的 元 素 为 4 ， 
那么 不 中 (六 放 位 置 为 处. 所 以 ，PCD) 中 (六 放 
位 置 的 元 素 为 p(4) . 如 果 p 是 矩阵 4 的 特征 多 
项 式 ， 那 么 对 D 的 对 角 线 每 一 个 元 素 有 
p()=0， 因 为 D 中 的 这 些 元 素 是 4 的 特征 值 ， 
于 是 p(D) 是 零 矩 阵 ， 从 而 pPL4)=P.0.P =0. 

9. 如 果 7 了 -4 不 可 逆 , 那 么 方程 (1-4)xz=0 将 会 有 
一 个 非 平凡 解 , 从 而 x-4r=0 且 4r=lz， 这 
表明 4 具有 特征 值 1. 如 果 所 有 特征 值 小 于 1， 


竹 禹 习题 丛 英 
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这 是 不 可 能 出 现 ， 所 以 7- 4 一 定 可 道 . 
10. 提示 : 令 e 是 1 的 列 ， 根据 R" 的 包含 4 的 特征 
癌 量 的 一 个 基 写 出 e, ， 且 证 明 当 -时 ， 
4 ei 一 0, 另 一 种 方法 是 利用 4 的 对 角形 研究 4 
11. a. 取 妃 中 的 x ， 那么 对 一 些 数量 < 有 x=cun ， 
所 以 hr = A(cu) =c(A4)=clAn)= (cA ,这 说 
明 hx 在 上 H 中 . 
b. 令 x 是 KK 中 的 非 零 向 量 ,， 由 于 是 一 维 
的 , K 是 x 的 所 有 倍数 形成 的 集合 ,如果 
在 4 之 下 不 变 ,那么 Ax 属于 天 ,因此 Ax 是 
x 的 倍数 ， 那 么 x 是 4 的 一 个 特征 向 量 . 
13.1,，3, 7 14. -1, —1, -5 
15. 将 第 3 章 补充 习题 16 的 行列 式 公 式 中 的 a 用 
a 一 41 替换 .: 
det(A—A11)=(a~-b—A)"™ [a—A+t+(n— DD] 
这 个 行列 式 为 零 当 且 仅 当 a-b-14=0 或 
a-4+(n-Db=0 .于 是 4 是 4 的 特征 值 当 且 
仅 当 A=a-b 或 4=a+(-bp .从 上 面 计 算 
det(4-47) 的 公式 得 到 特征 值 a~b 的 重 数 是 
n 一 1 ， 特 征 值 a+(n 一 Db 的 重 数 是 1. 
17，det(4-41)= (au — A)(ay 一 和 一 aaa = 
A* ~(ant+ay)A+ (aua2 — A12421 ) 
=A’—(trA)A4+detA 
利用 二 次 求 根 公 式 求 得 特征 方程 的 解 为 : 


A AtV(trA): —4detA 


2 
特征 值 都 是 实数 当 且 仅 当 判别 式 是 非 负 的 , 即 
(tA) -4det4>0 .这 个 不 等 式 简 化 为 


2 
(tr 4) > 关 4det4 和 党 | > det A. 


0 1 
19. c-|- 站: det(C, -41)=6-54+42 = p0h) 


21. 


[me 


如 果 p 是 一 个 次 数 为 2 的 多 项 式 , 那么 类 似 习 
题 19 中 的 一 个 计算 表明 : C, 的 特征 多 项 式 是 
P(4)=(-D P(4) ， 所 以 ， 对 n=2 结 果 是 真 的 ， 
假若 结果 对 n=k,k>2 是 真 的 ， 且 考虑 -个 次 
数 为 +D 的 多 项 式 P . det(C, -17) 按 第 一列 


23. 


25. 


第 


6.1 


的 余 因 子 展开 ，C, -A 的 行列 式 等 于 


: ， +(-1 万 +] 
(—A)det 0 | (-D ”ao 
Ad Ad» -a 一 机 


显示 的 Kxk 和 矩阵 是 C-?11 ， 此 处 
4a( 人 =a+ar+…+at 太 +##. 由 归纳 假设 , 行列 
式 C, 一 A 是 (-1)*gq(4) ， 行 列 式 
det(C, —A1)=(-D)" "ao +(-A) (-1)*g(4) 
=(-D)""[ao +A(ai + + arA"!+ A*)] 
=(~1)" p(4) 
所 以 ， 当 n=k 结论 成 立时 ,公式 对 n=k+1 成 
立 . 由 归纳 法 原理 , 关于 det(C, - 41) 的 公式 对 
所 有 n>2 成 立 . 
由 习题 22， 范 德 蒙 德 矩阵 Y 的 列 是 C, 的 特征 
问 量 ， 对 应 的 特征 值 分 别 是 丸 , 刀 , 妨 ( 特征 多 
项 式 p 的 根 )， 由 于 这 些 特征 值 是 不 同 的 ， 由 
5.1 节 定 理 2， 对 应 特征 向 量 形成 一 个 线性 无 
关 集 .于 是 V 有 线性 无 关 的 列 ， 且 由 可 北 矩 阵 
定理 可 知 V 是 可 逆 的 . 最 后 ,由 于 VvV 的 列 是 C， 
的 特征 向 量 ， 对 角 化 定理 ( 5.3 节 定理 5 ) 表明 
V“CoV 是 对 角形 . 
[M] 如 果 你 的 扼 阵 程序 用 迁 代 方法 而 不 是 符号 
计算 法 计算 特征 值 和 特征 向 量 ， 你 可 能 遇 到 一 
些 困 难 . 你 会 发 现 4P-PD 有 非常 小 的 元 素 日 
PDP- 接近 于 4. (这 在 几 年 前 是 真 的 , 但 情况 
会 随和 矩阵 程序 不 断 改 进而 改变 . ) 如 果 你 从 程序 
的 特征 向 量 构造 P ,注意 检查 P 的 条 件数 .这 也 许 
告诉 你 不 可 以 真正 求 得 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
4 的 特征 值 是 小 实数 ， 如 果 你 的 矩阵 程序 使 用 无 
穷 精确 的 符号 计算 ， 你 会 发 现 4 是 不 可 对 角 化 . 
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7/V69 25. 提示 : |Ux| =(Ux)"(Ux) ， 同 样 ， 部 分 (a) 和 (c) 
7. V35 9. os 11. |2/V69 可 从 部 (b) 得 到 . 
4/ V69 27. 提示 : 你 需要 2 个 定理 ， 其 中 一 个 仅 应 用 于 
13. SV5 15. 不 正 交 方 阵 . 
17. 正 交 29. 提示 : 如 果 你 有 一 个 候补 道 , 你 可 以 检查 这 个 
19. 写 出 答案 之 后 参考 “学 习 指导 ”. 候补 是 否 可 行 . 
21. 提示 : 用 2.1 节 的 定理 3 和 2. 31. 假 车 了 = 了 eu， 对 c#0 用 cu 代替 w; 那么 
23.u:v =0, lul” =30, lp 用 =101 ’ 
Uy jl | 上 e+? y (cu) (en) = cy 9 D (ou = 
=(-5) +(-9) +5? =131=30+101. (cu). (cu) 
_b 人 、 33. 设 L=Span{u}， 其 唱和 记 了 (xz)=projcx ， 
. 台 0 ). 
2 所 有 | ”| 的 信 数 的 集 Sr#0) 根据 定义 ， T(x) = = (x -uN(u-u)'u 
27. 提示 : 用 正 交 性 的 定义 . 对 恨 * 中 的 x 和 y， 任意 数 < 和 内 积 的 性 
29. 提示 : 考虑 一 个 属于 W 的 上 典型 向 量 w =cwvi+ 质 (定理 1) 说 明 
… 十 Cpyp T(cx +dy)=[(cx + dy) :ul(u:u)'u 
31. 提示 : 如 果 x 属于 W* ,那么 x 与 W 中 任 一 向 =[c(x :wu +d(y :De ze 
量 正 交 . =c(X-:Uuu) utd(y ED ED 
33. [MJ] 说明 你 的 猜测 且 给 出 代数 验证 =cT(x)+dT(y) 
因此 了 是 线性 的 . 
6.2 
6.3 
1. 不 正 交 3, 不 正 交 5. 正 交 
7. 证 明 www =0, 注意 到 定理 4 且 观 察 到 人 ?中 两 , 10 
个 线性 无 关 向 量 构成 一 个 基 ， 那 么 得 到 ， 1 tt | + 
-2 2 


15. 


17. 


19. 


.证 明 w w=0, wu:w=0 有 wu 


下 ?| + 加 

= 一 - = 3 十 一 

13| -3| 52|4 -3| 2|4 

=0 ， 注 意 到 定 


理 4 RR 中 线性 无 关 向 量 构成 一 个 基 , 那 


27 18 
么 得 到 x = 二 是 全 
得 到 x 5 18 ”9 


EN | 
13. y= 十 

715 8/5 
、「 0.6 

-3 | 中 离 是 1. 

UV3| [uv2 
l/V3|,| 0 
1/V3 1/V2 
标准 正 交 

见 “ 学 习 指 导 ”. 


一 下 -2 2 十 28 
3 2 1 2 2 3 ， 


21. 标准 正 交 


11. 


] 
17.a. UU -| | , UU | 


ff2 
10/3] 「-7/13 | 
y=| 2/3|+| 7/3 9. ?=|0|+| 3 
0 


8/3 7/3 J 
3 -1 
-1 -3 
13， 15. V40 
] _2 
| 3 


53/9 4/9 
4/9 5/9 


8/9 -2/9 2/9 
0 1 


2/9 
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2 2 
b. projwy=6u+3u,=|4|, HB (UUT)y=|4 
5 5 
0 0 
19. | 2/5 | 的 任何 倍数 ， 如 | 2 | 
1/5 1 


21. 在 查阅 “学 习 指 导 ” 之 前 ， 写 出 答案 . 
23. 提示 : 用 定理 3 和 正 交 分 解 定理 ， 对 惟一 性 ， 假 
者 名 = 和 如 =b ， 考 虑 方程 p= p+(p- pi) 


和 p=p+0. 
6.4 
3] fT-1 2 3 
1. | 0| ,| 5 3. |-5|, |13/2 
-1| | -3 1| |3/2 
1 5 2/V30| |27/V6 
5 | 有 1 7 |-5/V30|, | 1/V6 
,| ” lV30| |yvV6 
1 3 2 
3 -3 -1 0 0 
1 1 
9 11. | -1 3 2 
-1 中 |-3| | > 
3 [1 | 3| |-2 
|: 0| 
13. R= 
0 6 
LI/V5 1/2 1/2 
-LV 0 0 V5 -V5 4V5 
15.C=|-LUV5 1/2 12 |R=|0 6 .2 
1/VS -1/2 1/2 0 0 4 
UV 1/2 -1/2 
17. 见 “ 学 习 指 导 ”. 


19. 假若 x 满足 尽 =0， 那 么 QRr=00=0, 目 
Ax =0 ,由 于 4 的 列 是 线性 无 关 , x 必须 是 零 . 
这 个 事实 ， 反 过 来 , 说 明 R 的 列 是 线性 无 关 ， 因 
为 R 是 方 阵 ， 由 可 逆 和 矩 阵 定理 可 知 它 是 可 逆 的 . 
21. 记 Q 的 列 为 q,…,q,; ， 注 意 n<m， 因 为 4 是 
mxn 且 有 线性 无 关 的 列 ， 利 用 事实 ，0O 的 列 


夏 履 习题 多 莱 


可 以 扩充 为 RR” 的 一 个 标准 正 交 基 ， 如 
{1,…,4qmn}(“ 学 习 指 导 ” 描 述 了 一 个 方法 )， 取 
Qo = [gy “7 qj 那么 Q =[O Qo] ,利用 和 矩阵 分 


解 乘积 oo -or=4, 


23. 提示 : 将 RR 做 为 2x2 分 块 矩 阵 . 
25.，[M]R 的 对 角 元 素 是 20, 6, 10.3923 和 7.0711， 
精确 到 4 位 小 数 . 


11 7 
1l3. Au=|-1lll, Av=|-12 
11 7 


二 
b—Av= 3 9 否 ， 
一 2 


最 小 二 乘 解 . 为什么? 
17. 见 “ 学 习 指 导 ”. 


0 
， b—-Au=| 2|， 
-6 


u 不 可 能 是 hx =b 的 一 个 


19. a. 如 果 Ax =0 ,那么 ATAhx = 4T0=0 ， 这 说 明 
Nul A 包含 在 Nul 474 中 . 
b. 如 果 4"4r =0 ,那么 xzT7474r =xT0=0， 所 
以 ，(Ax) (4xz)=0( 这 说 明 |4x 上 =0), 因 此 
Ax =0 ， 这 说 明 Nul 474 包含 在 Nul 4 中. 
21. 提示 : 对 (a)， 利 用 第 2 章 的 一 个 重要 定理 . 


夏 禾 了 了 赴任 医 


23. 由 定理 14，4b=At=A(ATA).hT'Tbp ， 矩 阵 
4(4:4)- 4 在 统计 中 经 常 出 现 , 通 常 称 为 帆 子 
矩阵 . 


25 标准 方 和 是 | 2 加 | 它 的 解 是 (z 用 
2 2|| 7 6 


的 集合 使 得 x+y=3. 解 对 应 位 于 直线 
x+y=2 和 x+y=4 中 间 的 点 集 . 

6.6 

1，y=0.9+0.4x 3，y=1.1+1.3x 

5. 如 果 两 个 点 集 有 不 同 的 x 坐标， 那么 设计 和 矩阵 


X 的 两 列 不 可 能 是 相互 是 倍数 ， 因 而 它们 线性 
无 关 . 由 6.5 节 的 定理 14， 标 准 方程 有 惟一 解 . 


1 .8 1 1 
2.7 2 4 
7.a. y=XB+te ,其 中 y=|3.4|1, X=|3 9 |， 
3.8 4 16 
3.9 34 25 
El 
E2 
交 
一 EIE 
p-|4| .<-|s 


b. [M] y=1.76x 一 0.20x 


9. y=XPpte ,其 中 y= 


4 
DO 
£3 


11. [M] B=1.45 和 e=0.811; 轨迹 一 个 椭圆 ， 方 程 
r=pB/i-e:cos 8)， 当 8=4.6 时 ，r=1.33. 
13. [M] a. y= ~0.8558+4.7025:+5.55541? —0.027473 

b. 速度 函数 是 
v(t) = 4.7025+11.1108r — 0.08227° 
v(4.3)= $3.0 英尺 / 秒 
15. 提示 : 写 出 在 方程 (D) 中 的 X 和 y， 且 计算 
X'X 和 X'y. 


7.9 cosl sinl 
5.4141, X=|lcos2 sin2|, 


-0.9 cos3 sin3 
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17. a. 数据 x 的 平均 x=5.5， 数 据 的 平均 偏差 形 
式 是 (-3.5,1),(-0.5,2),(1.5,3),(2.5,3)， XX 的 
列 是 正 交 的 ,因为 第 2 列 中 元 素 之 和 为 零 . 


4 0 bo 9 9 SS * 9 
b. 二 ;水 二 二 十 -一 区 三 二 十 
| | 内 图 4 14 74 


言 (x-5.5) 
19. 提示 : 方程 有 一 个 好 的 几何 解释 . 


6.7 


1. a. 3, V105 , 225 b. 所 有 | | 的 信 娄 


50 ,14 
3. 28 5,. SV2 , 3V3 7. 站 + 认 : 


9. a. 常数 多 项 式 ， P(D =5 
b. -5 是 正 交 于 po 和 pi， 
答案 ，4()= 了 人 一 
11. Li 
5 
13. 验证 4 个 公理 中 的 每 一 个 ， 例 如 
1. (u,v)=(Au).(Av) 定义 
=(Av).(Au) 点 积 的 性 质 
= (vy,u) 定义 
15.， (ww,cv)=(《cv,u) 公理 1 
=c(v,u) 公理 3 
=cC(u,v) 公理 1 
17. 提示 : 计算 4 乘 右手 边 . 
19. (u,v)= VaVb +VbVa=2Vab ， 
ja =(Ya》?+(Yb)?=a+b ,因为 a,b 非 负 , 所 以 
el=Vart5, 类 似 , y= Vb+a， 由 柯 西 - 施 瓦 区 
不 等 式 , 2Yab<VatbYb+a=atb ,因而 


21.0 23. 2/V5 25.1，! ，312 -1 

27.[M] 新 的 正 交 多 项 式 是 -17r+S3 和 
72 一 1551* +351 的 倍数 , 重新 度量 这 些 多 项 式 
使 得 它们 在 -2，-1，0，1 和 2 的 值 是 小 整数 . 


值 : (4, -4, -4, 4); 
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1. y=2+51 
3， p(t)=4po —0.1p1 —0.5p; +0.2p3 
=4-0.11—0.5(7 2)+ 02(3e -了 可 
( 这 个 多 项 式 精 确 地 拟 合 了 数据 . ) 

5. 利用 等 式 
sinmt sinnt= eos(m —n{)— cos(mt + nt)] 

7. 利用 等 式 cos* kt = -十 c952 

9. T+2sint + sin2t + Asin3 (提示 : 利用 例 4 的 结 

果 可 节约 时 间 ) . 

11. 57c0s21 ( 为 什么 ? ) 

13. 提示 : 选取 C[0,2r] 中 的 函数 上 和 g ， 且 固定 
一 个 整数 m0 . 写 出 f+g 的 包含 cos mx 的 傅 
里 叶 系 数 且 写 出 包含 sin mt 的 傅 里 时 系数 
(m > 0). 

15. [M] 立 方 曲 线 是 下 列 晴 数 的 图 像 
8g({) = —0.2685 + 3.6095t+5.85761* -0.047713 .在 
!=4.5 秒 速度 是 g'(4.5)=53.4 英尺 / 秒 .这 比 6.6 

节 习 题 13 中 估计 得 到 的 结果 快 0.7%. 


第 6 章 补充 习题 


1.a.F b.T c.T d.F e.F 


f.T g.T h. TT 1. 下 j.T 
k. T 1.F m.T n.F 0. 下 
p.T q.T r.F s.F 


3. 给 定 x 和 RR" 中 一 个 标准 正 交 基 {v1,….,v,} ， 设 
+ 是 x 在 由 v,…,v, 生 成 的 子 空间 上 的 正 交 投影 ， 
由 6.3 节 的 定理 10， 半 = (Pi +…+(xVp,)y,. 
由 习题 2， =|x ep +…+|x.v| . 贝 塞 尔 不 
等 式 可 从 | 站 <|x 上 得到， 该 不 等 式 在 6.7 节 柯 
西 - 施 瓦 获 不 等 式 的 证 明 前 面 给 出 . 

5. 假若 对 任意 x,y 属于 有 R* 有 (Ux).(Uy)=x.y，, 是 
设 e,…,e, 是 及 "的 标准 基 , 对 j=1…,n ,Ue; 是 U 


契 丽 习题 丛 疾 


的 第 j 列 ,由 于 |vej 上 = (Ce)(Ue)=ejej=b U 
的 列 是 单位 向 量 ， 由 于 对 jzk ， 
(Uej,):(Ue:)=ej':eé: =0, 列 是 两 两 正 交 . 


7. 提示 :计算 CC ,利用 事实 (uw 人")' =u™w' = uu. 
9. 设 W=Span{u,v} .给 定 RR" 中 的 z , 设 2= projw z ， 


那么 2 属于 Col 4 ,此 处 4= 芭 可, 例如 ,对 避 ? 
中 的 一 些 ， 有 = 4 婉 ， 所 以 让 是 hr =z 的 一 
个 最 小 二 乘 解 ,标准 方程 可 以 解 出 3 ,那么 可 
通过 计算 婚 得 到 . 


a 1 


XX 
11. 提示 : 设 x= ,b=|lb1,v=|-21 和 
Z c 4 
7 1 -2 5 
A=|v |=I1 -2 5| .给 定 的 方程 组 是 
vr| |1 -2 5 
Ax=b ， 且 所 有 最 小 二 乘 解 的 集合 与 


4 "Ax = hb 的 解 集 相 一 致 ( 6.5 节 定理 13 )， 

这 可 利用 事实 (wv )x =v(x"x)=(v'x)y ， 其 中 

vx 是 数 . 

13. a，4z 的 行 一 列 计算 表明 4 的 每 一 行 是 与 

Nul 4 中 的 每 一 个 & 正 交 的 .所 以 4 的 每 一 
行 是 属于 (Nul 4)* .由 于 (Nul 4): 是 一 个 
子 空间 ， 它 必须 包含 4 的 行 的 所 有 线性 组 
合 ; 因此 (Nul A4): 包 含 Row Ah. 

b. 如果 rank 4=r ， 那 么 由 秩 定 理 
dim Nul 4= 关 -7r,， 由 6.3 节 的 习题 24(c), 有 
dim Nul 4+dim(Nul 4)+ =n 
所 以 dim(Nul 4)+ 一 定 是 > ， 但 由 秩 定 理 和 
(a) 可 知 Row 4 是 一 个 (Nul 4)+ 的 r- 维 子 
空间 ， 所 以 Row 4 必须 和 (Nul 4)+ 一 致 . 

c. 在 (b) 中 用 4 代替 4 且 可 得 Row 47 和 
(Nul 4') 一 致 ， 又 由 于 Row 47 =Col 4， 
这 就 证 明了 (c). 

15. 如 有 果 4=URU" 且 U 是 正 交 的 ， 那么 4 与 R 相 
似 (因为 U 是 可 道 的 且 UT=U-), 有 是 4 与 R 具 
有 相同 特征 值 (5.2 节 定 理 4); 就 是 个 在 R 对 
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角 线 上 的 实数 . 05 -05 -l/v2 0 
jexl _ dxj il_3363xd548 21 pss 05 0 -UV2 | 
MI 18, oon OX 05 05 UJ 0 
x10) =0.5206 05 05 0 uy 
| 9000 
注意 |Ax/|x| 约 等 于 cona(4) 乘 |Atl/ 人 | ~ loso0 
0010 
Ax Ab 4 、 
19. l=7.178x10*, = 2832x10 ， 注 意 0 00 1 
x 的 相对 改变 比 占 的 相对 改变 小 很 多 ， 事 实 UV3 -UV2 -UV 5 0 0 
二 由 于 23. P=|Il/V3 Lv -LvV6|,D=l0 2 0 
|ABl 1/V3 0 2/V6 0 0 2 
cond(4)x” 下 二 23683x(2.832x10) = 6.707 
jol 25， 见 “ 学 习 指 导 ”. 
x 相对 改变 的 理论 上 界 是 6.707( 到 4 位 有 效 数 27.(B8'h4B) "=B'h'B'"” 转 置 乘 积 的 顺序 是 原 乘 
字 ). 这 个 习题 表明 ， 既 使 一 个 条 件数 很 大 ， 一 积 的 相反 顺序 
个 解 的 相对 误差 并 不 像 你 想象 的 那么 大 . = 有 TAB 由 于 4 对 称 


第 7 章 
7 .1 
1， 对 称 3. 不 对 称 5. 不 对 称 
0.6 0.8 
7. 正 交 ,| 0 0 9. 不 正 交 
2/3 0 5/V45 
11. 正 交 ,|2/3 VY5 -4/V 有 有 


1/3 -2/V5 -2/V45 


_ |LV2 -UV2| ~ [4 0 
P| ‘lol > 


js A .oy y 
1/V7 4/VI7 0 0 
UV3 LV6 -UV2 5 0 0 
17. P=|1/vV3 -2/V6 0 oo 2 | 
UV UV6 LV 0 0 一 
-1/VS 4/V45 -2/3 7 0 0 
19. P=| 2/V5 2/V45 -1/3 ot 7 : 
0 5/V45 2/3 0 0 -2 


29. 
31. 


33, 


35. 


7.2 


1. a. 


3. a. 


当 4=7 时 关于 有 8B 的 结果 是 一 个 特殊 情况 ， 
(B88')"=B"MB' = BB' ， 所 以 BB" 是 对 称 的 . 
提示 : 用 4 的 一 个 正 交 对 角 化 ， 或 用 定理 2. 
5.3 节 的 对 角 化 定理 说 明 P 的 列 是 (线性 无 关 
的 ) D 中 对 角形 列 出 的 4 的 特征 值 对 应 的 特征 
向 量 , 所 以 P 正 好 有 上 列 特 征 向 量 对 应 1， 这 
上 列 形成 特征 空间 的 一 个 基 . 


A= 8uur 十 6uul 十 3u3Ul 


1/2 -1/2 0 
=8| -1/2 1/2 0 
0 0 0 
1/6 1/6 -2/6 1/3 1/3 1/3 
+6|l 1/6 1/6 2 1/3 a 
-2/6 -2/6 4/6 1/3 1/3 1/3 


提示 : (wu )x=u(u'x)=(u'x)u， 由 于 wr 是 
一 个 数 . 


b. 185 c. 16 


b ] 3/2 
3/2 0 


SX 十 2xx, 十 好 


3 


3 


丰 玫 习题 龟 英 
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8 -3 2 0 2 3 
5.a.|-3 7 -Il b.|2 0 一 
2 -1 -3 3 -4 0 
_ Lli -] THy fv Av? 
7. x=Py, 此 处 P= 上 | .rm 6y7 — 4y; 
在 习题 9~14 中 ， 其 他 答案 ( 坐标 变换 和 新 的 
二 次 型 ) 也 有 可 能 . 


9. 正定 ,特征 值 是 7 和 2 


人 _1|-1 > 
淮 标 改变 ，x = 户 ， 其 中 P= 点 | 1 


新 的 二 次 型 ，7y +2y? 
1i. 不 定 ， 特 征 值 是 7 和 -3 
坐标 变换 ，x = 局 ， 中 P= 址 | 了 
新 的 二 次 型 ，7y? -3y2 
13. 半 正 定 ， 特 征 值 是 10 和 0 
坐标 变换 : x=Py ， | ! | 


Vi0|-3 1 
新 的 二 次 型 : 10yi 
15. [M] 半 负 定 : 特征 值 是 : 0，-6，-8，-12， 坐 
标 变换 : x=Py 


3/VI2 0 -1/2 0 
uM2 -2/V6 12 0 
uv UVVv6 12 -UVV2 

UV2 IN6 1U2 UV2 

新 的 二 次 型 : -6y? 一 8y? 一 12ys 
17. [M] 不 定 ， 特 征 值 是 8.5，-6.5 
坐标 变换 x = Py ; 


3 -4 3 4 
p21|l5 0-5 0 
V50[4 3 4 -3 
0 5 0 5 
新 的 二 次 型 : 8.5y? +8.5y? -6.5y? 一 6.5y2 
19. 8 
21， 见 “ 学 习 指 导 ”. 


23. 用 两 种 方式 写 出 特征 多 项 式 


a—h pb 
det(A— AI)= det 
SHA M0) | b a 


=A’*-—(atd)Mh+tad—b’ 
(一 轴 ) ( 4- 如 )= 入 -(+ 刀 )A+N 系数 相 
等 得 到 + 加 =atd 和 X=ad-b’=detAh. 
25. 7.1 节 的 习题 27 表明 8"B 是 对 称 的 ， 并 且 ， 
x'B'TBx =(Bx)"Bx =||Bx| >0， 所 以 二 次 型 是 
半 正 定 ,并 且 我 们 说 矩阵 BB 是 半 正 定 ,提示 : 
为 证 明 当 B 是 方 阵 且 可 北 时 8"B 是 正定 ,假若 
x'B'Bx =0 然后 推出 x=0. 
27. 提示 : 证 明 4+8B 是 对 称 的 上 且 二 次 型 
x'(A+B)x 是 正定 的 . 


7.3 
1/3 2/3 -2/3 
1. x=Py ， 此 处 P=| 2/3 1/3 on 
-2/3 2/3 1/3 
1/3 
3.a.9 b.+ 风 C.6 
-2/3 
5.a.7 b. | c.3 
1/V2 
1/3 
7. +| 2/3 9. 5+ VS 11. 3 
2/3 


13. 提示 :如果 m=M ,对 x 取 公 式 中 的 a=0， 
也 就 是 说 ， 取 x=u, 且 验证 xThx =m .如果 
m<M 且 如 果 t 是 介 于 m 和 MM 中 间 的 数 ， 那 
ZO0<t-m&M-mHOG-m/(M -ml, 
所 以 ， 设 a=(1-m)/(M -m) ， 解 这 个 wa 的 表 
达 式 得 到 1=(1-Q)m+aeM ， 当 a 变化 从 0 到 
1，t 从 m 变化 到 M ， 像 习题 中 所 陈述 的 那样 
构造 x 且 验 证 它 的 性 质 ， 

0.5 


15.[M] a7.5 bl0>| ce. -0.5 
0.5 


0.5 
-3/V12 
1/V12 
1/V12 
UV12 


17. [M] a. -4 b. c. 一 10 


契 我 习题 代 美 
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7.4 


1.3, 1 3.3，2 
习题 5~13 中 的 答案 不 是 惟一 的 . 


“oolo dhe oll 


] FE | 9] 2 Wa 
2/V5 1/V5 -1/V5 2/V5 
5 A 01|13vVI0 0 


0 V0 
6 ww 0|j| 0 0 
1 2/V5 | 
-1/V5 2/V5 


2/3 -1/3 2/3 
2/3 2/3 -1/3 


x We Ym 
1/VI0 3/V10 


0 
0 0 
0 0 


区 2/3 3V10 
11 


13. | 2 |- LV2 -LV2 | 0 
“和 3 -2 Ivyv2 wv2|l0 3 0 
lvV2 UV2 0 


X| -1/VI8 LV -4/VI8 


-2/3 2/3 1/3 
13. a.rank A=2 


0.40 | 「-0.78 
b. Col 4 的 基 : | 0.37|, | -0.33 
—0.841 | -0.52 
0.58 
Nul 4 的 基 : | -0.581( 记 住 V' 出 现在 SVD 中 .) 
0.58 
17. 令 A=UZVT =UZEV-!, 由 于 4 是 方 阵 上 是 可 逆 ， 
rank A=n， 且 王 中 所 有 对 角 元 素 必须 非 零 ， 


所 以 4 =(UEV TD) =VEU = VU 
19. 提示 : 由 于 U 和 V 是 正 交 的 ， 
A A=(UEV I ULV =VEUTUEVT 
=V(Z' EV 
这 样 V 将 4"4 对 角 化 ， 这 里 V 告诉 你 些 什么 
呢 ? 


21. 设 4=VZY-” ,矩阵 PU 是 正 交 的 , 由 于 PP 和 U 
都 正 交 ( 见 6.2 节 习 题 29)， 所 以 方程 
PA=(PU)ZV 有 奇异 分 解 值 需要 的 形式 .由 习 
题 19， 三 中 的 对 角 元 素 是 Ph 的 奇异 值 . 

23. 提示 : 利用 (UZ)VT 的 列 行 展开 . 

25. 提示 : 考虑 了 的 SVD 的 标准 矩阵 ,如 
A=UZVT =UEV7, 设 B= {pv 和 C= 人 fa 
Uw} 分 别 是 V 和 U 的 列 构 成 的 基 . 像 5.4 节 计 
算 T 相对 于 8 和 CC 的 矩阵 , 为 进行 这 些 , 你 必 
须 证 明 Vy ,=e ,的 第 j 列 . 

-0.57 -0.65 -0.42 0.27 
0.63 -0.24 -0.68 -0.29 


0.07 -0.63 0.53 -0.56 
-0.31 -0.34 -0.29 -0.73 


16.46 0 0 0 
0 12.16 0 0 
0 0 487 0 
0 0 0 4.31 
-0.10 0.61 -0.21 -0.52 0.55 
-0.39 0.29 0.84 -0.14 -0.19 
xj| -0.74 -0.27 -0.07 0.38 0.49 
0.41 -0.50 0.45 -0.23 0.58 
-0.36 -0.48 -0.19 -0.72 -0.29 
29. [MJ25.934 3, 16.755 4, 11.291 7, 1.078 5, 0.003 779 3; 
O01/G;s = 68 622. 


7.5 
12 7 10 -6 -9 -10 8 
1.M = ;B= ; 
网 |: -4 -1 5 3 时 
86 —27 
4 = 
和 
0.32 


0.95 . 
3， 站 A= .2 4 ， 二 6., 
| 0 jh A=95 [| 6.8 
5. [M](0.130，0.874，0.468)， 方 差 的 75.9% 
1. =0.95x 一 0.32x, ; yy 解释 方差 的 93.3%. 


27. [MI] 


0 
0 
0 
0 


93. a=1/3, c=2/3, c=2/3, y 的 方差 是 9. 


11. a. 如 果 w 是 RR" 中 的 向 量 ， 其 中 每 个 位 置 都 是 
1， 因 为 X: 是 平均 偏差 形式 ， 那 么 


直 必 习题 体委 


mi “一 一 


[ 环 ， 下 ] W 二 天 ,十 … 十 下 = 
于 是 [ … yy]w=[PIX … PEw]w 根据 
定义 = PT[X， … 着 ,J]w = PT0=0 也 就 是 说 ， 
y+…+Yy =0， 所 以 是 平均 偏差 形式 . 

b. 提示 : 由 于 畴 ,是 平均 偏差 形式 ， 久 ;的 协 
方差 矩阵 是 CN 一 1D)[ 素 ,…- 站 wn][ 芷 ,… 基 v1 利 
用 (a),， 计算 Y 的 协 方差 矩阵 . 


13. 如 果 了 =[ 咎 ,… 下 ] ， 那 么 


第 7 章 补 充 习 题 

1.a.T b.F c.T d.F e.F 
f，F g.F bh.T i.F 二 下 
k. 上 1. 下 m. 工 n.F o.T 
p.T q.F 


3， 如果 rank 4=r ， 那 么 由 秩 定 理 dim Nul 4 
=1-r， 所 以 ，0 是 重 数 为 nr 的 特征 值 ， 因 
此 ，A 的 谱 分 解 中 的 nn 项， 正好 有 (n 一 ?) 个 为 
零 ， 其 余 的 r 项 ，( 对 应 非 零 特征 值 ) 都 是 秩 为 1 
的 矩阵 ， 像 谱 分 解 中 讨论 的 一 样 . 

5. 如果 对 一 些 非 零 1 有 4=h ， 那 么 
v= 二 -1Av = A(NXA"v) ， 它 证 明 v 是 4 的 列 的 一 个 
线性 组 合 . 

. 提示 : 如 果 4=RIR ， 其 中 尺 是 可 逆 的 ， 由 7.2 
节 的 习题 25, 那么 4 是 正定 的 .相反 地 , 假若 4 
是 正定 ， 那 么 7.2 节 的 习题 26， 对 一 些 正定 矩 
阵 B 有 A=B"B .解释 为 什么 B 有 一 个 QR 分解 ， 


~ 


且 利 用 它 产 生 4 的 一 个 乔 累 斯 基 分 解 . 

9， 如 果 4 是 一 个 mxn 且 x 属于 R， 那么 
xTATAx =(Ax)"(Ax)=|4x| >0 ,那么 全 4 是 半 
正定 ， 由 6.5 节 习 题 22，rank 4 4=rank 4. 

11. 提示 : 将 4 的 一 个 SVD 写成 形式 

A=UZV'=PQO, 其 中 P=UZUV" 和 Q=UV" 
证 明 P 是 对 称 且 有 与 同样 的 特征 值 , 解释 为 
什么 @ 是 正 交 和 矩阵 . 

13. a. 如 果 5= hr , 那么 x* =4'b= A4'Ax ,由 习题 

z 12 (a)，x!': 是 x 在 Row 4 上 的 正 交 投影 . 
b. 从 (aq 和 习题 12(c) ， Ax: = A(A’Ax) 

=(44+A4)x= Ax=b. 
c. 由 于 x+ 是 x 在 Row 4 上 的 正 交 投影 ， 由 勾 


股 定理 
ol = + 
(c) 立 即 得 证 . 
-2 -]4 13 13 0.7 


-2 -14 13 13 0.7 


15. {M] A' = 而 2 6 -7 -7|1, x=|-0.8 
2 6 7 7 0.8 
4 -12 -6 -6 0.6 


| | 的 简化 阶梯 形 除 零 以 外 的 其 他 行 外 , 与 A 


的 简化 阶梯 形 一 致 ， 所 以 ， 将 4 中 行 乘 上 一 个 数 
量 加 到 xz7 可 产生 零 向 量 ， 这 说 明 x 属于 
Row A. 

一 | 


Nul 4 的 基 . 


”OR 


1 
0 
0 
0 


